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El8szé

Ez a példatar az Eotvos Lorand Tudoményegyetemen tanulé foldtudoményi és kornye-
zettan alapszakos hallgatok matematikaképzésének 3. és 4. félévéhez késziilt. Ebben a
két félévben sajatitjak el a hallgatok a tobbvaltozés fliggvények analizisének alapjait:
a metrikus tér és a normadlt tér fogalmat, a tébbvaltozos fiiggvények differencialszémi-
tasdnak az alapfogalmait, a vonalintegralhoz és a t6bbszords integralokhoz kapcsolédo
legfontosabb ismereteket, a komplex fiiggvénytan elemeit, valamint a fliggvénysorozatok
és fiiggvénysorok alapjait. Erre a jegyzetre azért volt sziikség, mert az emlitett szakokon
tanul6 hallgatoktol elvart matematikatudas sokhelyiitt meghaladja a Bolyai kdnyvsoro-
zatban taladlhato feladatok nehézségét, de az alkalmazott matematikusétol természetesen
elmarad. (Megjegyezziik, hogy ez az elvaras teljesen 6sszhangban van azzal, hogy példa-
ul van olyan meteorolégus, akinek alig lesz sziiksége matematikira, de van olyan is, aki
gyakorlatilag alkalmazott matematikusként fog tevékenykedni a meteorologia teriiletén!)
Ilyen tudasszinvonalat megcélzo konyvvel pedig még nem taldlkoztunk. A példatarat agy
allitottuk 0ssze, hogy pontosan kovesse a Matematika 3 és 4 targyak gyakorlatainak az
utobbi évek soran kialakult anyagat. Ennek megfelelGen a fejezetek szama megegyezik a
két félév soran tartott gyakorlati 6rak szamaval. Ahol sziikséges, a fejezetek elején elmé-
leti Osszefoglald segiti a feladatok megoldasdhoz sziikséges ismeretek attekintését. Ezutan
kovetkeznek a feladatok, az egyes gyakorlatokon beliil is altémanként kiilonbontva. Vé-
giil kovetkeznek a kidolgozott megoldasok, eredmények és atmutatésok. A feladatok tobb
mint haromnegyed részéhez taldlunk valamit ezekben a részekben, és legtbbszor kidol-
gozott megoldast. Az egyes feladatoknal — jeldli, ha van hozza kidolgozott megoldas, —
jeloli, ha eredményt mellékeltiink, és a --+ szimbo6lum jelzi, ha ttmutatast taldlhatunk
hozzé. Mindkét fejezet kdzepén és végén egy-egy minta zarthelyit is taldl az olvaso a zart-
helyi dolgozatokra valé 6nallo felkésziiléshez. A példatar elektronikus formatuma lehetGvé
teszi, hogy a pirossal kiemelt utaldsokra kattintva a hivatkozott szévegrészre ugorjunk. A
szoveget, ahol csak lehetett, a megértést segité abrakkal ill. animacidokkal illusztréltuk.

Természetesen ez a jegyzet sem csak sajat feladatokat tartalmaz, hiszen a targyalt
téméak Gsrégiek, szamtalan konyv és feladatgytijtemény foglalkozik veliik, és mi is tobbdl
meritettiink. Metrikus és normélt terekbe komolyabb betekintést ad [7]. Vektorterekrdl
és lineéris leképezésekrdl (tisztan algebrai megkozelitésben) bé ismereteket nyujt 3], jo
bevezetd [6], folytonos lineéris lekepezésekrsl pedig a mér emlitett [7] konyvet ajanljuk. A
differencialszamitas részhez |2] nyujt jo alapokat, |7] pedig komolyabb elméleti hatteret,
tovabba [1] nagyon preciz targyalast, [1] pedig nem csak ehhez a részhez kimerithetetlen
feladatgytjtemény. Vonalintegralokhoz és tébbszoros integralokhoz |2] nyujt jo alapo-
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kat, [1]-t6l preciz targyalast kapunk. A komplex fliggvénytanba az elnytihetetlen [9] ad
komolyabb betekintést, de elsére a gyakorlatibb és konnyebb [5]-t ajanljuk. Fiiggvényso-
rozatokhoz, fiiggvénysorokhoz, Fourier-sorokhoz pedig a [¢] konyvet tudjuk ajéanlani, mint
,szorakoztatd olvasmanyt”. Bizunk benne, hogy a példatarat haszonnal forgatjak majd a
hallgatok és az Gket felkészitG gyakorlatvezetSk egyarant. Végezetiil koszonetet szeret-
nénk mondani mindenkinek, aki megjegyzéseivel segitette a jegyzet fejlédését, tovabba
Horvath Robertnek a stilusfile-ért (amit kicsit atalakitottunk).

Budapest, 2012.

A Szerzsk
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Matematika 3.






FEJEZET 1

Metrikus tér

Kulcsszavak:

metrika, metrikus tér, kornyezet (gomb), belsé pont, kiils6 pont, hatarpont, nyilt
halmaz, zart halmaz, pontozott kornyezet, torlédasi pont

1.1. Elméleti 6sszefoglal6

Mindenki rendelkezik egy intuitiv tavolsidgfogalommal és ez a hétkoznapokban t6bbnyire
jol is miikodik. A kovetkezGkben megmutatjuk, hogy lehetséges a tavolsag fogalmanak
definidlasa és kezelése a matematika keretein beliil is.

Ismeretes, hogy két valds szdm tévolsagan a kiilonbségiik abszolut értékét értjiik. De
szeretnénk, ha nem csak szamok, hanem tetszéleges (matematikailag definialhato) objek-
tumok tavolsdgat is tudnédnk mérni. Arra téreksziink, hogy ez a fogalom rendelkezzen az
intuitiv tavolsagfogalom fontos tulajdonsagaival (igy nem lesz idegen) és elég altalanos
is legyen ahhoz, hogy sok dologra lehessen hasznalni (pl. fiiggvények téavolsdganak mé-
résére). Megjegyezziik, hogy az intuitiv tavolsagfogalom is sokféle: nem mindegy, hogy
légvonalban, vagy dton kell eljutnunk az egyik helyrél a masikba és mérhetjiik id6ben,
nem csak méterben, s6t akar utikoltségben is!

Vizsgaljuk meg, hogy a valds szamok esetén milyen természetes tulajdonsigokkal ren-
delkezik a tavolsag fogalma! Eszrevehetjiik, hogy a tavolsag egy nemnegativ szam, amelyet
két valos szamhoz (azaz egy valos szampéarhoz) hozzarendeliink. Két kiilonb6z6 szam té-
volsaga pozitiv, egy szdm sajat magatol vett tavolsaga pedig nulla. Fontosnak gondoljuk
tovabba, hogy egy a valés szam b valés szamtol valo tavolsidga ugyanakkora, mint a b
szam a-tol valo tavolsdga. Végiil, harom tetszdleges valos szam, a, b és ¢ esetén az |a — |
tavolsag nem lehet nagyobb, mint az |a — b| és a |b — ¢| tavolsagok Osszege. Ez alapjan
vezetjiikk be egy tetszbleges X halmazon a tévolsagfiiggvény, mas néven metrika fogalmat
a kovetkezdképpen.

1.1. Definici6. Legyen X egy tetszéleges nem iires halmaz, d pedig egy X x X — R(T
fliggvény, amely rendelkezik a kovetkezd harom tulajdonsaggal:

e d(z,y)=0 & z=y
e d(z,y) =d(y,z) Vr,ye X



10 FEJEZET 1. METRIKUS TER

o d(x,z) <d(xz,y)+d(y,z) Vx,y,z € X (haromszog-egyenlGtlenség).

Ekkor a d fiiggvényt X-en értelmezett metrikinak, a d(x,y) € R{ szamot az x elem y
elemtdl vett tavolsdganak, az (X, d) rendezett part pedig metrikus térnek (réviditve: MT)
nevezziik.

Az R halmazon a d(x,y) = |xr — y| fiiggvény valéban metrikat definial, de nem ez az
egyetlen lehetség. TetszGleges X halmazon a

| 0, haz=y
d(:Cay)_{l’ hax;«éy

képlet az an. diszkrét metrikdt definialja. Ekkor (X, d)-t diszkrét metrikus térnek nevez-
ziik.

Metrikus térben értelmezhetjiik a kornyezet (gomb) fogalmat, kés6bb ennek segitsé-
gével tudjuk majd definidlni sorozatok konvergencidjat.

1.2. Definici6. Az (X, d) metrikus térben az xg € X elem r > 0 sugara kornyezetén
(vagy xo kézépponti, r sugarta gombon) azon x € X elemek halmazat értjiik, amelyekre
d(xo,z) < r. Jelolése: K, (xg).

Minden metrikus térben értelmesek a kornyezeten alapuld (an. topologiai) fogalmak is.

1.3. Definici6. Legyen (X, d) metrikus tér. Az z € X pont a H C X halmaz

e belsd pontja, ha z-nek van olyan kornyezete, amely csak H-beli pontot tartalmaz.
A H halmaz bels6 pontjainak a halmazat int H jeloli.

e [iilsd pontja, ha z-nek van olyan kornyezete, amely nem tartalmaz H-beli pontot.
A H halmaz kiils6 pontjainak a halmazat extH jeldli.

e hatdrpontja, ha x minden kornyezetében van H-beli és nem H-beli pont is. A H
halmaz hatarpontjainak a halmazat 0H jeldli.

Ennek segitségével definidlhatjuk a zart, illetve nyilt halmaz fogalmat.

1.4. Definicié. Legyen (X, d) metrikus tér. A H C X halmaz
e nyilt, ha minden pontja bels6é pont;

e zirt, ha a komplementere (H® := X \ H) nyilt halmaz.

Vegyiik észre, hogy ezek nem egymaést kizar6 fogalmak, egy halmaz, ha nem zart, az nem
jelenti azt, hogy nyilt és viszont.

Bevezethetjiik a pontozott kornyezet és a torlodasi pont fogalmét is.
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1.5. Definicié. Legyen (X, d) metrikus tér.

o Az 29 € X elem r > 0 sugarta (ki)pontozott kérnyezetén a K, (xo) \ {xo} halmazt
értjik.

e Az x € X pont a H C X halmaz torldddsi pontja, ha x minden pontozott kdrnyezete
tartalmaz H-beli pontot. A H halmaz torlodasi pontjainak a halmazat H’ jeloli.

Vegyiik észre, hogy egy halmaz torldasi pontja nem feltétleniil eleme a halmaznak.

1.2. Feladatok
A, metrika, MT

1. Dontsiik el, hogy a kovetkezd p fliggvények metrikat definidlnak-e R-en! --»
a, p(z,y) = |z| + |yl

b, p(z,y) = |z —2y|;
¢, p(z,y) = |zyl;
d, p(z,y) = /|l —yl.
2. Léassuk be, hogy MT!
a, (R, |); (R dy), k = 1,2,00, ahol dy(z,y) = (320 |z — wilF) ¥, illetve
doo (@, y) = max|z; — yil ; —

b, (Cla,b],dx), ahol C'la,b] az [a,b] intervallumon értelmezett folytonos
fiiggvények halmaza és doo(f,g) = SUPzela,] f(x) —g(z)];
(Cla,b],dy), abol dy(f.9) = [, |f(x) = g()| dz, (a <b); >
¢, R ellatva a diszkrét metrikaval.

B, kornyezet (gomb)
1. Abrazoljuk az (R?,dy), k = 1,2, 00 MT-ekben a 0 kézéppontt 1 sugart gém-
boket, vagyis K1(0)-t.
2. Szemléltessiik abraval, hogy milyen fiiggvények tartoznak bele az azonosan 0,
illetve az f(x) = x figgvények 1 sugaru kornyezetébe — tehat K;(0), illetve
K1 () szemléltetése —a (C'la,b],doo), illetve a (C'[a, b],d ) MT-ben.
3. Adjunk példat olyan MT-re és kornyezetekre, amelyekre -
a, K,(x) = Kg(x) és R>r,
b, K,(z) 2 Kgr(y) és R > r!

C, topoldgiai alapfogalmak

1. Déntsiik el, hogy a (R,|-|) MT-ben a kovetkezé halmazok zartak/nyiltak-e,
illetve adjuk meg a torlodasi, belsd, kiils§ és hatarpontjaik halmazat. O —
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a, R; 0;
b, {1,2,...,n}; N; {% :n e Nt}
¢, [a,b]; [a,b); (a,b); [a,00).
2. Adjuk meg az alabbi halmaz belsg, kiilsg, illetve hatarpontjait, és ezek alapjan
dontsiik el, hogy a halmaz nyilt vagy zart-e! Hyy = {f € Cla,b] : d(f,0) < M}
a (Cla,b],dsx) MT-ben.

D, Az 6sszes eddigi fogalmat vizsgaljuk meg diszkrét metrikus térben!
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1.3. Megoldasok—Eredmények-Utmutatasok

A/1 a—c, nem, mert sériil az elsé metrikatulajdonséag; d, igen.

A/Q/aa dl(x)y) = Z?:l |$l - yl‘

o di(z,y) >0 Vz,y € R”, mivel |x; —y;| >0 Vie{l,2,...,n}.
Tovabba di(x,y) = 0 < x = y, ugyanis nemnegativ szamok osszege csak ugy
lehet nulla, ha mindegyik 6sszeadand6 nulla, azaz z;—y; =0 Vi € {1,2,...,n},
vagyis T = y.

o di(x,y) = di(y, ), mivel |z; — y;| = |lys — x| Vie{1,2,...,n}.

o di(x,y) <di(z,2)+di(z,y) Vr,y,z € R", mivel
il =il < D w =z oz =yl < (e = al |z - wil) =
D |wi — il + 2000 7 — vl
A masodik lépésben az 9sszeg minden tagjara kiilon alkalmaztuk az (R, |-|)-beli
haromszog-egyenldtlenséget (felhasznalva, hogy (R, |-|) MT).

A dy metrika esetén itt csak a harmadik tulajdonsagot (haromszog-egyenlGtlenség)
mutatjuk meg. Vz,y, z € R" esetén

n n n
Z(ﬂﬁi —yi)? < Z(fﬁi —z)* + Z(Zz' —yi)?
i=1 i=1 i=1
teljesiil. Ennek beldtédsdhoz vezessiik be a kovetkezd véltozokat: x; — z; =: a; és

—y; =: b;. Ekkor z; — y; = a; + b;, és a belatandé egyenlGtlenség:

n

i=1 i=1

i=1
Elég tehat megmutatni, hogy az utébbi egyenlGtlenség igaz Va;,b;, ¢ = 1,...,n
szamok esetén. Emeljiink négyzetre (mindkét oldal nemnegativ):

n n n
Zaz—i—b <Za +Zb2+2 (Za?) <Zb?>
i=1 i=1 i=1
A bal oldalon elvégezve a négyzetre emelést, egyszertisités és 2-vel vald osztas utén:
n n n
> aibi < \| > a? [ Db
i=1 i=1 i=1

Ez pedig éppen a jol ismert CBS-egyenl6tlenség (Cauchy-Bunyakovszkij-Schwarz-
egyenl6tlenség) (amirdl tudjuk, hogy teljesiil Va;, b;, i = 1,...,n esetén).

A/2/b, Megmutatjuk, hogy (C'[a,b],d ) MT.

e di(f,9) f |f(z ()] dz > 0 Vf,g € Cla,b], mert nemnegatlv fiiggvény
integralja nemnegatlv Tovabba d(f,g) f |f(x (x)|dx =0 = f =
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g. Tegyiik fel ugyanis indirekte, hogy f # g. Ekkor 3z € [a,b], amelyben
f(zo) # g(xo). Ezen ¢ pontban | f(z¢) — g(zo)| > 0, és mivel f és g folytonos,
és igy az | f —g| fliggvény is az, tehat az | f — g| fiiggvény az xg valamely K, (xg)
kérnyezetében is pozitiv = f: |f(z) — g(x)| dz > 0, ami ellentmondés.

* 4105) = dy(0.0) 419 € Clot nis 1(2) = 92| = o) = (2| v
a,bl.

e dp(f,9) < dp(f.h) +dp(h,g) Vf,g,h € Cla,b], az (R,|[-[)-beli hdromszdg-
egyenldtlenséget felhasznalva | f(zo)—g(zo)| = | f(xo)—h(zo)+h(z0)—9g(z0)| <
|f(x0) — h(xo)| + |h(z0) — g(x0)]| teljesiil Vg € [a, b], amibsl kivetkezik, hogy
|f(z)—g(x)] <|f(x)—h(z)|+|h(z)—g(z)|. Kiintegrilva az egyenlGtlenséget és
felhasznédlva az integral monotonitésat és additivitasat, kapjuk, hogy fab |f(z)—
ggfvgi 33«" < [ f @) =h(@) |+ h(@)—g@)]) de = [} f(@)~h(@)| de+ [ [h()-
g(x)| dz.

B/1 A kérnyezetek az 1.1. dbran lathatok.

1.2r
0.8

0.4r

0.4 0.8 12

|
e
PN
N
]
oL
fes)
|
o
N
80

1.1. abra. B/1. feladat. Kék: dy, zold: dg, piros: deo.

B/3/a, Diszkrétben;

B/3/b, ({3 jol megvalasztott pont a sikban},ds) .

C/1/a, R zart és nyilt, R = int R = R, R = ext R = {);

(0 zart és nyilt, (/ =int() = 00 = 0, ext ) = R.

C/1/b, A H={1,2,...,n} halmazra H =, int H =0, extH =R\ H, 0H = H.

H' C H = H zart;
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N =0 intN=0, extt N=R\N, ON=N. N C N= N zart;
A G ={L:n e N} halmazra G’ = {0}, intG = 0, extG = R\ (H U
{0}), O0H = H U{0}. G nem nyilt és nem zart.

C/1/c, [a,b] = [a,b], int[a,b] = (a,b), ext[a,b] =R\ [a,b], d[a,b] = {a,b}, zart;
[a,b) = [a,b], int[a,b) = (a,b), ext[a,b) = R\ [a,b], Oa,b) = {a,b}, nem
zért, nem nyilt;

(a,b)" = [a,b], int (a,b) = (a,b), ext (a,b) =R\ [a,b], d(a,b) = {a,b}, nyilt;

[a, +00)" = [a,+00), int [a, +00) = (a,+00), ext [a, +o0) = (=00, a), da,+00) =
{a}, zart.






FEJEZET 2

Teljes metrikus tér

Kulcsszavak:

konvergencia, Cauchy-sorozat, teljes metrikus tér, kontrakcio, fixpont, Banach-féle
fixponttétel

2.1. Elméleti osszefoglald

Tetsz6leges metrikus térben definidlhatjuk sorozatok konvergencidjat és a Cauchy-sorozat
fogalmat. Mig ez a két fogalom a megszokott valés szdmsorozatok esetében (azaz a konk-
rét (R,|-]) MT-ben) egybeesett, itt mar kiilonvalik, azaz vannak olyan metrikus terek,
ahol nem minden Cauchy-sorozat konvergens. Azokat a MT-eket, ahol a két fogalom
ekvivalens, teljes metrikus tereknek nevezziik.

2.1. Definici6. Az (X, d) metrikus térbeli (z,,) sorozat konvergens, ha Ja € X, amelyre
Ve >0 3N € N, hogy Vn > N esetén d(z,,a) < € (azaz x, € K.(a)).

Ez mésképpen a d(z,,a) szamsorozat nulldhoz tartasat jelenti.

2.2. Definicié. Az (X, d) metrikus térbeli (x,,) sorozat Cauchy-sorozat, ha Ve > 0 3IN €
N, hogy Vn,m > N esetén d(zy,zn) < €.

2.3. Definicio. Az (X, d) metrikus tér teljes metrikus tér (TMT), ha minden Cauchy-
sorozata konvergens.

A TMT-ek ,szebben” viselkednek. Egyenletek egyértelmiti megoldhatosagénak igazo-
lasara és a megoldéas kozelitésére TMT-ekben alkalmazhaté az dgynevezett Banach-féle
fixponttétel.

2.4. Definicio. Az f : X — X fiiggvényt, ahol (X,d) metrikus tér, kontrakcionak
nevezziik, ha valamely 0 < ¢ < 1 konstanssal (in. kontrakci6szam )

d(f(z), f(y)) < qd(z,y)

teljesiil minden z,y € X-re.

17
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2.5. Definicié. Az z € X pont az f: X — X fliggvény fizpontja, ha f(x) = .
2.1. Tétel. (Banach-féle fizponttétel)
Legyen (X,d) TMT és f: X — X kontrakcié a q kontrakcidszammal. Ekkor

1. f-nek létezik egyetlen x* fizpontja;

2. tetszdleges xg € X esetén az x,, = f(xn—1) iterdcio tart x*-hoz;

3. az n-edik iterdcionak o fizponttol vald tavolsdgdra érvényes a
n

d(a:l,xo)

d(z*, zy) < 1q

becslés.

2.2. Feladatok

A, konvergencia, Cauchy-sorozat, teljes MT

1. Vizsgaljuk meg a kovetkezd (fiiggvény)sorozatokat Cauchy-sag illetve konver-
gencia szempontjabol!
a, (L) a (C[0,7),dy), illetve a (C[0, ], doy) MT-ben; —
b,

0, ha z € (—oo,n—1]U[n+1,00)
falz)=<xz—(n—1),haz e (n—1,n]
n+1l—xz haze(nn+1)

a (Cp(R),ds) MT-ben, ahol Cp(R) az R-en értelmezett korlatos, folytonos
fiiggvények halmazat jeldli;

¢, (z") a (C[0,1],dy) illetve a (C[0,1], d) MT-ben. — -
2. TMT-e?

a, (R,[]). O

b, (R\{0}, ]} (Q,[-); (la,b],-]); ([a,0),]-]); (la,00),[-])- > -

¢, (R, darctg), ahol darcig(x,y) = |arctgax — arctgyl . -

d, R ellatva a diszkrét metrikaval.

e, (Cla,b],d) (Ezt csak kimondani!); (Cla, b], df) . —»

B, Banach-féle fixponttétel
1. Ellenpéldakkal igazoljuk, hogy a fixponttétel feltételei — a teljesség és a g < 1
feltétel — lényegesek! -

2. Az f :[1,00) = [1,00), f(z) = 3(z + 2) fiiggvény kontrakcit-e, és (ha igen,
akkor) mi a fixpontja?

Hatarozzuk meg a fixpont értékét 10~3-os pontossiggal! —»



2.2. FELADATOK 19

3. Lassuk be, hogy ha f : [a,b] — [a,b], f € C'[a,b], | f'| < 1, akkor f kontrakci6!

—»

4. Lassuk be, hogy az adott f fiiggvény kontrakcié a megadott intervallumon. To-
vabbé szeretnénk meghatarozni az f(x) = = egyenlet megoldésat. Adjunk meg
egy iteracios lépésszamot, amellyel mar garantalni tudjuk, hogy az iteraciot az
adott xg pontbol inditva a kozelités hibaja 10~3-nal mar kisebb.

a, f(x) =09cosz, z€[0,F] és 29 =0;

b, f(z)=Vx+2,2€[0,2] ésx9=0.
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2.3. Megoldasok—Eredmények-Utmutatasok

A/l/a, e Ad  metrikaban: a (s‘%) fliggvénysorozat tart az azonosan nulla fliggvényhez,

mivel
sinx i
d 0) =

Tehat a fliggvénysorozat konvergens, és igy Cauchy-sorozat is.

sinz

-0

1 [™ 2
dx:/ sinz de = — — 0.
0

n n n

e A d,, metrikdban: a (Sigz ) fiiggvénysorozat tart az azonosan nulla fiiggvényhez,
mivel

i <51nx’0> — sup
n [0,]

Tehat a fliggvénysorozat konvergens, és igy Cauchy-sorozat is. (Megjegyezziik,

hogy ha egy sorozat konvergens a (C|0, 7], dx)) MT-ben, akkor konvergens a
(C[0,7],dy) MT-ben is.)

: : 9 1
sin z _0‘ Qe — sin(7/2) _1 o,

n n

n

A/1/b A fiiggvénysorozat tagjai a 2.1.a abran lathatok.

A/l/e, A dy metrikaban: az (™) fiiggvénysorozat (lasd 2.1.b abra) tart az azonosan nulla
fliggvényhez, mivel

1 1 xn—i—l 1 1
df(x”,O):/ |z — 0] da::/ 2" dx = = —0.
0 0 n + 1 0 n + ].
Tehat a fliggvénysorozat konvergens, és igy Cauchy-sorozat is.
doo (2", 2?") = 1. Lasd 2.1.b abra.

1 1
o b —n =1
0.8 0.8
0.6 0.6
= =
0.4 : : 0.4
0.2 0.2
2] 1
0 0
0 5 10 0 0.5 1

I e
(=] +] (=] +]

2.1. abra. a) A/1/b feladat és b) A/1/c feladat.

A/2/b, ([a,b],|-]): TMT. A bizonyitas indirekt: tegyiik fel, hogy nem TMT, azaz 3(z,,) C
[a, b] Cauchy-sorozat, amely nem konvergens. Viszont vegyiik észre, hogy (z,,) Cauchy-
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A/2/b,

A/2/c,

A/2/e,

B/1

B/2
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sorozat az (R, |-|) MT-ben is. Ez a tér teljes, igy 3A € R = lim(xz,,). Tehat A ¢ [a, b],
vagyis A kiils6 pontja az [a, b] halmaznak, igy létezik olyan K, (A) kérnyezet, amely-
re K,.(A) Na,b] = 0. A hatarérték definiciojat hasznalva: az elbbi r-hez 3N € N:
Vn > N-re z, € K,(A), vagyis bizonyos indext6l kezdve a sorozat minden eleme
K, (A)-beli, és igy nem [a, b]-beli. Ez ellentmondas.

([a,b),] - ]): Nem TMT. Konstruidlhat6é ugyanis olyan [a,b)-beli Cauchy-sorozat,

amely b-hez tart, pl. az z, = 410

ntl sorozat.

Vizsgaljuk a kovetkezs sorozatot: (x,) = (n).

Belatjuk, hogy (C|a, b], dy) nem TMT. Legyen a = 0, b = 2, a bizonyitas hasonlo
tetszGleges intervallum esetén. Tekintsiik az alabbi fiiggvénysorozatot:
0, ha z €[0,1]
fan() =< nx—n,hazx e (1,1+%)
1,haz €1+ 21 2]
Ez Cauchy-sorozat, mivel n,m € N,n < m (ezt az altalanossag megszoritasa nélkiil
feltehetjiik) esetén

2

2n  2m 2n

Megmutatjuk, hogy ez a Cauchy-sorozat nem konvergens (C[0, 2], d)-ben. A bizo-
nyitas indirekt: tegyiik fel, hogy konvergens, azaz tart valamely f € C[0,2] fiigg-
vényhez. Ez a fiiggvény a [0, 1]-en mindenhol nullat kell felvegyen, ugyanis felhasz-
nalva a haromszog-egyenlétlenséget a [0, 1] intervallumon fennall, hogy

Itt a jobb oldal mindkét tagja nullahoz tart (a masodik tag konkratan 0), tehat a
bal oldal csak nulla lehet. Végiil felhasznalva f folytonossagat, adédik a részallitas.
Hasonloan: a hatarfiiggvénynek az (1,2]-n mindenhol 1-et kell felvennie, mert az
[1,2] intervallumon

dp(f,1) < dp(f, fo) +dp(fa, 1),

ahol a jobb oldal mindkét tagja nulldhoz tart, tehat a bal oldal 0. Végiil felhasz-
nalva f folytonossagat, adodik ez a részallitas is. Igy f nem lehet folytonos, ami
ellentmondés.

(R\{O}, |-), 5 s (R, [-]), z + 1.
Két megoldast adunk.

L.mo. Belatjuk, hogy f kontrakcio.

@)= 1) = 5o+ 5 -u- ¥ = 5le-wlt- 2| < o=,
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II.mo.

2.2. abra.
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ahol felhasznaltuk, hogy ’1 — z%’ < 1 teljesiil az [1,00) intervallumon. Te-

hat ¢ = % szereposztéassal teljesiil a kivant kontrakcios egyenl6tlenség. Ha
a fixponttétel szerinti iterdcidhoz az xg := 1 kezd&pontot valasztjuk, akkor
z1 = f(1) = 3 (lasd 2.2. dbra). Az elégséges lépésszam kiszamitasa:

n

1 -3
1_qd(x0,$1):27§10 = n>10.
(Felhasznalva a B/3 feladatot.) Az f'(z) = % — x% derivéltfiiggvény zérushelye
z =2, f' az [1,v/2) intervallumon < 0, és monoton né 3-t6l 0-ig, a (v/2, +00)
intervallumon > 0, és szigorian monoton nd, hatarértéke a +oo-ben % =
|f'| < 5 =t ¢. Innen ldsd az els§ megoldést.

3 - > 1.5
—yzi(:c—i—;
_y:x
o5 1.4
1.3
2 Y
1.2
15 11
a
1 1
1 15 2 25 3 012345678910
x n

a) B/2. feladat, b) zp = 1 esetén n = 10 iteracié sziikséges ahhoz, hogy a

fixpontot 10~2 pontossiggal meghatarozzuk.

B/3 f € C'la,b] = a Lagrange-kozépértéktétel szerint Va,y € [a,b] esetén 3¢ € (z,v) :
@)= fy) = (&) (x—y) = |f(@) = fy)l = F ()] |z —y| < supgp [f]-]z -yl
Mivel f” folytonos az [a,b]-n, ezért |f'] is az, amibdl supy, ) | /| = maxiq, ) [ f'] ko-
vetkezik. Ez a maximum csak 1-nél kisebb lehet, mivel |f/| < 1. Igy f kontrakcio
q = maxy | f'| mellett.

B/4/a Lasd 2.3. abra.

B/4/b Lasd 2.4. &bra.
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1
15{|——y =0.9cosz
_y =X
0.8
1 ‘ 0.6 VV
= &
04
0.5
0.2 1
b
0 0
0 0.5 1 15 0 20 40 60 80
x n

2.3. 4dbra. a) B/4/a feladat, b) z¢p = 0 esetén n = 87 iteracio sziikséges ahhoz, hogy a
fixpontot 10~ pontossaggal meghatarozzuk.

3 2
—y=Vzt2
25/ —y=2

15

2
=15 £ 1

1
0.5

0.5

a b
0 0
0 1 2 3 0 2 4 6 8
X n

2.4. dbra. a) B/4/b feladat, b) zp = 0 esetén n = 8 iteraci6 sziikséges ahhoz, hogy a
fixpontot 103 pontossaggal meghatarozzuk.






FEJEZET 3

Vektortér, linearis leképezések

Kulcsszavak:

vektortér, altér, linedris kombinécid, linedaris fiiggetlensé, generdtorrendszer, béazis,
dimenzi6, lineéris leképezés

3.1. Elméleti osszefoglald

A tavolsagfogalom kiterjesztésével kapott metrikus tér elegendd keretet nyijt sorozatok
konvergencidjanak definidlasdhoz, de algebrai miiveleteket nem tudunk benne végezni,
igy még nem elegend§ a differencidlszamitas bevezetéséhez. Erre a normélt tér lesz al-
kalmas, amely a vektortér fogalman alapul (lasd a Vektorszamitas c. tantargyat is). A
vektortér olyan halmazt jelent, amely el van latva két miivelettel: 0sszeadéssal és skalarral
vald szorzassal, amelyek a geometriai vektorok korében értelmezett azonos nevd mive-
letek tulajdonsigaival rendelkeznek. A kovetkezSkben definidljuk a valos szamtest feletti
vektortér fogalmat, de megjegyezziik, hogy teszéleges test (pl. C) esetén is miikodik a
definicié.

3.1. Definicidé. Legyen X egy tetsz6leges halmaz, amelyen értelmezve van egy @ : X X
X = X ésegy ©: R x X — X mivelet a kovetkezs tulajdonsagokkal:

lL.L.z2oy=ydxr Vex,ye X

2. z0y)dz=20(ydz) Vz,y,2€X

3. Létezik nullelem (nullvektor), azaz olyan Ox € X elem, amelyre z $0x =z Vz €
X

4. Minden & € X elemhez létezik ellentett, azaz olyan elem (jelolje —z), amelyre
z @ (—z) = 0x, ahol Ox a 3. tulajdonsag szerini nullvektor.

5. 00 (xdy)=A02)d(A0y) Vr,ye X ésVAeR
6. A +p)0zrz=A02)d(pox) Vre XésViuelR

T.A0poz)=A-p)0r=p0(A0z) VeeXésViuekR

25
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8. 10ox=x Ve X

Ekkor az (X, ®, ®) rendezett harmast vektortérnek (VT) nevezziik (R felett), X elemeit
pedig vektoroknak nevezziik.

Figyelem, a ® mitvelet nem a vektortér elemei kozt van értelmezve!
Ha (X, ®,®) egy vektortér, akkor eléfordulhat, hogy az X halmaz valamely részhal-
maza maga is vektorteret alkot ugyanazon miveletekkel.

3.2. Definicié. Legyen Y C X. Azt mondjuk, hogy az (X,®,®) vektortérnek altere
(Y,®,®), ha (Y,®, ®) vektorteér.

Belathato: ahhoz, hogy egy vektortér részhalmazarél eldontsiik, hogy maga is vektor-
tér-e ugyanazon miveletekkel, azaz alteret kaptunk-e, elég a két miiveletre val6 zartsagot
ellendrizni. Ha ugyanis ez teljesiil, akkor a hét miveleti tulajdonsig a részhalmazon au-
tomatikusan teljesiil.

A tovabbiakban osszegytjtjiik azokat a legfontosabb fogalmakat, amelyeket vektor-
térben értelmeziink.

3.3. Definici6. Legyen (X, ®,®) egy tetszGleges vektortér.

o Azxy,m9,..., 2y (z; € X, i=1,...,n) vektorok linedris kombindcidjanak nevezziik
az

(10x1) B (@ x2) P ... 0 (0, Oxp) €X, a€eR,i=1,2....n

alaktu vektort.

e Azt mondjuk, hogy az {x1,z9,...,2,} = F C X halmaz vektorai linedrisan figget-
lenek, ha

(1 0x1)® (@)D ... 0 (0 Oxp) =0x & ; =0, i =1,2,...,n.

o A {x1,29,...,2,} = G C X halmaz vektorait az (X,®,®) vektortér generdtor-
rendszerének nevezziik, ha X minden eleme elGallithaté G elemeinek linearis kom-
binaci6jaként.

Ertelmezni lehet végtelen sok vektor fiiggetlenségét, illetve generatorrenszer mivoltat, de
mi ezt itt nem tessziik meg, igy vektortér dimenzidjat is csak véges esetre definialjuk.

Ezeknek a fogalmaknak a kiterjesztését lasd a |7] konyvben.

3.4. Definicid. Linedrisan fliggetlen generdtorrendszert bdzisnak neveziink.

3.1. Lemma. Vektortérben minden bdzis azonos elemszdma.

Igy értelmes a kovetkezd definicio.
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3.5. Definicié. Az (X,®,®) vektortér dimenzidjanak nevezziik a benne 1évs béazisok
elemszamat. Jelolése: dimX.

3.6. Definicio. Legyen (X1,®1,01) és (X, D2, ®2) két vektortér. Az f : X1 — Xo
fliggvényt linedris leképezésnek nevezziik, ha igaz ra a kovetkezd két tulajdonség:

1. f(z1 @1 22) = f(x1) B2 f(z2) Vo, 220 € X,

2. fAO12) =A02 f(x) Vze X,VAeR.
Az X1 — X képezd linearis leképezések halmazat Hom( X, Xo) jeloli. Ha X; = X9 = X,
akkor a Hom(X) jelolést alkalmazzuk.

Belathato, hogy egy f : R™ — R™ leképezés pontosan akkor lineéris, ha az
flz, 2,0 csxn) = (Y1, - Ym)

jeloléssel

Y1 = a11%1+a12T2 + ...+ ety

Y2 = 211+ a2T2 + ...+ a2y

Yn = Gm1T1+ @m2T2 + ... + GmpTn
alaka, ahol a;;, ©+ = 1,2,...,m, j = 1,2,...,n rogzitett valés szdmok. Masképpen,
flz1,m9,...,2p) = A+ (21, 22,...,2,)T, ahol A € R™*" (m-szer n-es matrix).

A késébbiekben - ha egyértelmii, hogy milyen miiveletekkel - akkor hasznéljuk a ro-
viditett "Legyen X egy vektortér...” kifejezést, illetve a koriilményes @, ® midveleti jelek
helyett sima +, - jeleket fogunk hasznalni, amennyiben ez nem okoz félreérthetGséget.

3.2. Feladatok

A, VT alapfogalmai O

1. Lassuk be, hogy R"; R[z]; C[a, b] (R felett) VT! Hany dimenzios R™ 7 (Adjunk
meg egy bazist!)

2. Linearisan fiiggetlenek-e az alabbi fiiggvények a C[0, 7] VT-ben?

b, fi(z) =sinz, fo(z) =cos’z, fi(z) =1

c, filz) = e, fola) =€ —
d, filz) =1, fo(z) =2

e, filx) =1, fo(zx) =2, ..., fo(z)=2"}

f, fi(z) =3sin(5 +z), fa(x) =cosx
3. Alteret alkotnak-e K[z]-ben a —
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a, tizedfokd polinomok,
b, legaldbb tizedfokt polinomok,
c, legfeljebb tizedfokt polinomok?

Ha igen, hatérozzuk meg, hogy hany dimenzios az altér (egy bazis megadasa-
val)!

B, VT: linedris leképezések

1. Tekintsiik az aldbbi R? — R? leképezéseket (masnéven operatorokat): ¢ —»

i, identitas ii, tiikrozés az origbra iii, tiikkrozés az x = 0 egyenesre
iv, tiikrozés az © = 1 egyenesre v, origd koriili forgatés a szoggel
vi, z-tengelyre vetités vii, origdbol kétszeres nagyitas

viii, eltolas az (1,0) vektorral ix, (z,y) — (x +y,y)

a, Melyek linearisak? Ha linearis, mi a métrixa a szokasos bazisban?
b, Mik a sajatértékeik és sajatvektoraik?
2. Linearisak-e a kovetkez6 X — Y leképezések? (Ahol X,Y adott VT-ek.)
a, X =C10,27], Y = C[0,2n], Df = f'; “»
b, X =Cla,b], Y =R, Rf = [” f(z) dz.
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3.3. Megoldasok-Eredmények-Utmutatasok

A/2/c,

A/3/ab,
A/3/c,

Az fi(z) = €® és fo(x) = €** fiiggvények linearisan fiiggetlenek. Ehhez meg kell
mutatnunk, hogy az ae® + $e** = 0 egyenl6ség minden = € [0, 7] pontban csak
akkor all fenn, ha o = 5 = 0.

1. Az z = 0 pontban csak akkor all fenn, ha ae® + 3e® =0, azaz a+ 8 = 0.

2. Az x = 1 pontban csak akkor all fenn, ha ae + e = 0.

= mar a fenti két pontban egyszerre is csak ugy allhat fenn az egyenlétlenség,
ha a és B megoldésa az o + 8 = 0; ae + Be? = 0 egyenletrendszernek. Ennek a
rendszernek pedig egyetlen megoldasa: a = 0, 5 = 0.

10 _ .10

Nem, x x+” = 0, ami nem tizedfoku.

Igen, mert zart a miiveletekre. 11 dimenzids, mert {1, x,x2, ...,

ne.

wlo} egy bazis ben-

iili, Az x = 0 egyenesre valo tiikrozeés az f(x,y) = (—x,y) leképezést jelenti. Ez
linearis, mivel

L f((x1, 1) + (w2,92)) = flxr + 22,91 + y2) = (—(x1 + 22), 91 + y2) =
(—z1,y1)+(—z2,y2) = f(@1,y1)+f (22, y2) teljesiil V (z1,91), (22, 12) € R?
esetén, illetve

2. f(Mz,y)) = f(Az, Ay) = (=2, Ay) = A(—2,y) = Mf(z,y) teljesiil V (z,y) €
R2 és \ € R esetén.

oo (10
Matnxa.A-( 0 1>.

iv, Nem linearis, mivel a (0,0) vektort nem a (0, 0)-ba, hanem a (2,0)-ba viszi at.

vi, Az z tengelyre valo vetités az f(x,y) = (z,0) leképezést jelenti. Ez linearis,
mivel

f((z1,y1)+(22,y2)) = f(z1+z2,y1+y2) = (T1+22,0) = (21,0)+(22,0) =
(xl,y1) + f(x2,y2) teljesiil V (z1,y1), (72,y2) € R? esetén, illetve
Az, y)) = f(Az, Ay) = (Az,0) = A(z,0) = Af(z,y) teljesiil V (z,y) €
]R2 és A € R esetén.

Matrixa: A = ( (1) 8 ) )

viii, Az (1,0) vektorral valé eltolas az f(z,y) = (x,y)+(1,0) = (x+1,y) leképezés.
Ez nem linearis, mivel f((x1,y1)+ (22, y2)) = (x1+x2+1,y1+y2) # f(x1,11)+
f(x2,y2) = (21 + Ly1) + (22 + L,y2) = (21 + 22 + 2,51 + y2). Mdsképp:
f((070)) = (170) - (070)






FEJEZET 4

Normalt tér

Kulcsszavak:

normalt tér, norma, ekvivalens normak, konvergens sorozat, Cauchy-sorozat, Banach-tér

4.1. Elméleti osszefoglald

A sikvektorok fontos tulajdonséga a hosszusdguk (nagysdguk). Viszont egy tetszéleges
vektortér absztrakt vektorai esetén nekiink kell megmondani, hogy mit is értiink hosszu-
sdgon. Ezt a célt szolgalja a norma fogalma. Azokat a vektortereket, ahol értelmezve van
ez a fogalom, normalt térnek nevezziik. Mivel a hossz fogalma szoros kapcsolatban van
a tavolsdg fogalmaval, igy a normélt teret tekinthetjiik tgy is mint egy vektortér, ami
egyben metrikus tér is.

A kovetkez6kben végiggondoljuk, hogy miképpen érdemes bevezetni a norma fogal-
mat. Ahhoz, hogy egy tetszéleges vektortérben értelmezhessiik az elemek hoszusagat,
gondoljuk meg, hogy milyen tulajdonsdgokkal rendelkezik a sikvektorok hagyoményos
értelemben vett (Pitagorasz-tétellel szamitott) hosszusaga (euklideszi hosszisag).

1. A hosszusag mindig nemnegativ, és csak akkor 0, ha a nullvektorrél van szo.

2. Két vektor 6sszegének hossza nem lehet hosszabb, mint az 6sszeadanddk hosszanak
az Osszege.

3. Ha egy vektort A € R szammal szorzunk, akkor a vektor hossza |\|-szorosara valto-
zik.

Ezen alapul a normélt tér definicidja.

4.1. Definici6. Legyen X vektortér R felett. X-beli normdn olyan || - | : X — RJ
fliggvényt értiink, amely tetsz6leges xz,y, 2z € X vektorokra és A\ € R szamra eleget tesz
az alabbi kévetelményeknek:

1. ||z|| =0 <= z =0y,

2. Azl = [Al- [lll,

31
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3. [lx+yll < |lz|| + ||ly|| (haromszdg-egyenlStlenseg).
Ekkor az (X, || - ||) rendezett part normdlt térnek (NT), az ||z| € R} szamot pedig az x
vektor norméjanak nevezziik.

Egy X vektortéren altaldban tobbféleképpen is definidlhatunk normét.

4.2. Definici6. Az || - ||, és || - ||, normét ekvivalens normdknak nevezziik, ha léteznek
olyan ¢y, ca pozitiv konstansok, hogy c1||z||a < ||z]lp < c2||z]|s minden z € X esetén.

Ekkor természetesen léteznek olyan di,ds pozitiv konstansok is, amelyek mellett

di||z]ly < ||z|la < dz2f|z]|p minden x € X esetén, hiszen d; = é és dy = % mellett

fennall az Osszefiiggés. Megjegyezziik, hogy véges dimenzios vektortérben minden norma
ekvivalens.

Az (X, - [[) normalt téren a d(x,y) = ||z — y|| fiiggvény metrikit definial, igy a kon-
vergens sorozat és a Cauchy-sorozat fogalma atviheté normélt térre is.
4.3. Definicié. Az (X, || - ||) normélt térbeli (x,) sorozat

e konvergens, ha Ja € X, amelyre Ve > 0 3N € N, hogy Vn > N esetén ||z, —al| < e.
(Ez méasképpen az ||z, — a|| szdmsorozat nulldhoz tartéséat jelenti.)

e Cauchy-sorozat, ha Ve > 0 IN € N, hogy Vn,m > N esetén ||z, — x| < €.
Metrikus terek mintdjara itt is megkiilonboztetjiik a teljes normalt tereket.

4.4. Definicié. Az (X, | - ||) normélt tér Banach-tér (BT), ha teljes, vagyis ha minden
Cauchy-sorozata konvergens.

4.2. Feladatok
A, norma, NT
1. Tekintsiik R?-et, mint R feletti vektorteret. Normat definidlnak-e a kovetkezs
hozzarendelések? -3
a, (r1,x2) — % |z1| + 2 |z2|;
b, (z1,22) = |22].
2. Mutassuk meg, hogy NT!

l .
a, (R, |-[l,), k = 1,200, ahol e, = (S0, |eal#) ¥, illetve ]|, = max]e];

—»
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b, (C [aa b] ) ||||oo)7 ahol ”f”oo = SUDgela,b) |f($)‘ ;
(C [a,b], 1), abol 1 = J21£@)] da, (a < b). -

B, norma, ekvivalens normdk

1. Bizonyitsuk be, hogy tetsz6leges NT minden z,y elemére teljesiil az aladbbi
egyenlétlenség!
[l =yl = [llz]] = [yl -

-

2. Bizonyitsuk be, hogy minden x € R"-re teljesiil, hogy

a, |zl < llzlly < n ol

b, [zl < llzlly < v llwlly ;

¢ llzlly < ll=lly < vnlllly!
3. Lassuk be, hogy a C[a,b] VT-en |||, és HH[ nem ekvivalens norméak!

C, konvergencia, véges dimenzid, Banach-tér

1. Konvergensek-e az (R?, |- ||,) NT-ben a kivetkezd sorozatok? —

a ((3532));
b (o))

2. BT-e?
a, (Rn>H ”k)7 k=1,2,00;
b, (Cla,b],[[l);
¢, (C[aab]a||||f)
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4.3. Megoldasok-Eredmények—Utmutatasok
A/1/a, Igen.
A/1/b, Nem, mert sériil az els6 normatulajdonsag.
A/2/a, A k= oo eset:

® maXjcqy |7 >0Vr R, és =0 2, =0Vie€{1,2,...,n}.

® maXic(y . n) [Awi| = maxjeqy |y (Al 2i]) = [A| maxieqy oy [z Vo € R", VA €

o maxjcqy oy [(@ + )il = maxiep oy 2 4 vil < maxieqn oy (2] + lwl) <
maxe(1,..n} [Ti| + maxieqy, . pny vil Vz,y € R", ahol a masodik lépésben fel-
hasznéltuk az (R, |-|) NT-beli haromszog-egyenlGtlenséget.

A/2/b, (Cla,b], || - [|so)-re mutatjuk meg.

e maxy,y |f| >0Vf € Cla,b] és =0« f =0.(Ha f nem lenne minden pontban
nulla, akkor |f| maximuma pozitiv lenne.)

® IMaXg, ] ’)‘f‘ = max[a,b](|)‘| ’f|) = |)“ maxXig, p| |f‘ \V/f € C[CL, b]: VA eR.

® 1NaXg, b ’f+g‘ < max[a,b](|f| +|g|) < maxXig,p| ’f‘ +maX[a,b} |g| Vf.g € C[CL, b] :
Az els6 lépésben azt hasznéltuk ki, hogy ha minden x € [a,b] helyen igaz
|f(z) + g(x)| < |f(z)|+ |g(z)| (ami persze igaz, (R,|-|) NT-beli haromszog-
egyenl6tlenség), akkor a maximumukra is igaz az egyenlGtlenség.

B/1 Tudjuk, hogy ||a 4+ b|| > |la|| + ||b|| . El6szor a := x —y, b := y, majd a :==y — x,
b:=ux.

B/2/a, max;eqy,. ny o] < D00 @] < no-maxjeqr g,y |@i|, hiszen egyetlen koordindta
abszolut értéke nem lehet nagyobb, mint az 0sszes koordindta abszolut értékének
az 0sszege, és az utobbi nem lehet nagyobb, mint a legnagyobb tag szorozva a tagok
szamaval.

C/1/a, A sorozatot lasd a 4.1.a d4bran. Harom megoldast mutatunk.

. 2 2

e Tart a (0,0)-hoz, ugyanis [|(3,3) = (0.0)[,= |, %)l = V()" + ()" =
Vi3
= —=0.

e Mivel R? véges dimenzios, igy rajta minden norma ekvivalens. A konvergenciat
vizsgalhatjuk tetsz6leges (az eredetivel ekvivalens) norma szerint. Valasszuk a
|- |l norméat! Ekkor
1 5) = 0.0)]| o= max{Z, 7} = 7 = 0.

e A véges dimenziot kihasznalva, elegendd a koordinata-sorozatok konvergenci-
ajat vizsgélni. Tehat konvergens, mivel koordindtdnként konvergens: (%) — 0,
(2)—=0= ((3,2)) = (0,0).

n’n
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C/1/b, Nem konvergens, mert a masodik koordinatasorozata nem az (lasd 4.1.b &bra):

(n) = +oo.

C/1/c, A sorozatot lasd a 4.1.c abran. Konvergens, mivel koordinatanként konvergens:

(%) — 0 ((sinn) korlatos, (

Yn

)—>0),<

n?-1

n2+1

) — 1 (osszuk a szamlalot és a

nevezst is n2-tel) = ((Sign, Zi;i)) — (0,1)
3 © 10 1 —
a n=1 on=29 C8S§g_9
o) - on=3
on =
2 o o
e} 5 on=>5 0.5
o
1 o = 3 on = 3
i e
= n= _
0 9 0 0 n =g
0 1 2 -05 0.5 -0.5 0 0.5 1
Tn Iy Tn

4.1. abra. a) C/1/a feladat, b) C/1/b feladat, c) C/1/c feladat.






FEJEZET B

Normalt terek — folytonos linearis leképezések

Kulcsszavak:

folytonos leképezés, folytonos linearis leképezés, korlatos leképezés

5.1. Elméleti 6sszefoglald

A normalt terek k6zott hato leképezések differencidlszamitasdban sziikségiink lesz a foly-
tonos linearis leképezés fogalmara.

5.1. Definici6é. Legyenek X,Y normaélt terek. Az A : X — Y leképezés folytonos az
xzo € X pontban, ha minden ¢ > 0 szdmhoz 3§ > 0, hogy |z — xo||lx < J esetén
|A(z) — A(xo)|ly <e. Az A: X — Y leképezeés folytonos, ha Vzy € X-ben folytonos.

Belathato, hogy egy linedris leképezés pontosan akkor folytonos, ha folytonos a 0x-
ben. Az X — Y folytonos linearis leképezések halmazat Lin(X,Y) jeloli. Ha X =Y,
akkor a Lin(X) jelolést alkalmazzuk. Ha X véges dimenzios, akkor Hom(X) = Lin(X),
vagyis ebben az esetben egy linearis leképezés mindig folytonos is. Igy tehat specialisan
minden R? — R? lineéris leképezés automatikusan folytonos is.

5.2. Definicié. Egy A : X — Y leképezést korldtosnak neveziink, ha korlatos halmazt
korlatos halmazba visz.

5.1. Lemma. Az A : X — Y linedris leképezés korldtos, ha létezik K > 0 konstans,
melyre | Az|ly < K||z||x teljesil Vx € X -re.

5.2. Tétel. Egy linedris leképezés pontosan akkor folytonos, ha korldtos.

Belathato, hogy a Lin(X,Y) halmaz a pontonkénti 6sszeadas és skalarral valo szorzés
miveletével ellatva vektorteret alkot. Ezen a vektortéren is értelmezhetiink normét a
kovetkezdképpen:

37
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5.3. Definici6. Az A € Lin(X,Y') leképezés (indukdlt) normdjin az

| Az|ly
|A] == sup
rzeX,xA0x ”33HX

valés szdmot értjiik.

Megmutathaté, hogy
Axlly
|A|| = sup | Az| = sup  [|Az|y.
veXazox [Zlx  zex|a)x=1

Illetve ||A|| = inf{K > 0 : ahol K az 5.1. lemma szerinti 4lland6.} Az ||A|| norma tehét
a lehetséges legnagyobb nyuijtas mértékét fejezi ki.

5.2. Feladatok

A, linearitds, folytonossdg, korldatossdg
1. Lassuk el R?-t a [|-| , norméval. A 3/B/1 feladat operatorai koziil melyek
korlatosak illetve melyek folytonosak?

2. Vizsgéljuk meg a kovetkez6 X — Y operédtorokat, ahol XY NT-ek, hogy
lineédrisak, korlatosak illetve folytonosak-e?

a, X,Y tetsz6leges NT,be Y, Ax =0b; —»
b, X=Y=R,||), Iz =uz; —»
¢, X =Y = (Cla,b], |I'|l): Af = af, ahol a € Cla,b] rogzitett;

d, X =(C'0,27], ||l «), Y = (C[0,27], |||l ), Df = [ —
e, X = (Clab I ). Y = R,]-), Rf = [} f(2) da

f, X =(C10,1], |lo), ¥ = (R, | - ]), Sf = suPsejo) f(2); —
g X =(C[0,1],[[l), Y = R, ]-]), Nf = f(0). -

B, operdatornorma

1. Tekintsiik az A/ rész példait. Amelyik leképezés ezek koziil folytonos linearis,
ott hatarozzuk meg a leképezés norméajat! —»

C, mdtriznorma

1. Az alabbi esetekben hogyan hatarozhatjuk meg egy linearis leképezés normé-
jat, ha adott a métrixa?

a, A (R™,[|-|}) = (R, ||| o) 5
b, A: (R™|I'lo) = R™ [|]lo0);
c, A:(R™[|ll;) = (R™]|-]l{) -
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5.3. Megoldasok—Eredmények—Utmutatasok

AB/2/a, e A akkor és csak akkor lineéris, ha b = 0. Ugyanis
1.b=A(x1 +x2) = A(x1) + A(z2) =b+b < b=0;illetve 2. b = A(\x) =
M(z) =M < b=0.

e A korlatos, ugyanis minden korlétos halmaz (s6t, minden halmaz) képe az egy-
elemt {b} halmaz, ami korlatos (mert minden elemére teljesiil, hogy a norméja
< K= |bl)-

o A folytonos. Ehhez azt kell megmutatnunk, hogy barmely xg € X és Ve > 0

esetén 36 > 0: ||Az — Azolly < e, ha ||z — 2ol < 0. A § = 1 valasztas jo lesz,
hiszen ||Az — Axo|ly = ||b—blly, = 0.

Ha b = 0, akkor az A (azonosan 0) leképezés normaja:

[All = sup [[Azfly = sup 0]y =0.

llzl x=1 || x=1
AB/2/b, Vegyiik észre, hogy ez a megszokott f: R — R, f(z) = = figgvény!

e [ linearis, ugyanis
1. I(z1 4+ x2) = 1 + 22 = I(x1) + I(z2) ; illetve 2. [(A\x) = Az = M (z).

e [ folytonos, hiszen a NT-ek beli folytonossag definicidéjanak specidlis esete-

identitas folytonos leképezés (6 := ¢).

e [ korlatos, mert linearis és folytonos. Figyelem, az két kiilonb6z6 fogalom, hogy
korlatos egy leképezés, illetve hogy korlatos értékkészletii!

Az I leképezés norméja:

[l = sup |[Iz[ly = sup [z]=1.

[zl x =1 |lz|=1

A/2/d, e D linearis leképezés, mivel Vf,g € C1[0,27] és A € R esetén
LD(f+g)=(f+9) =[+g = Df+ Dg,illetve 2. DI\f) = (\f)' = Af' =
ADF .

e D nem korlatos, mert van olyan halmaz, ami korlatos, de a képe nem az. Te-
kintsiik ugyanis az f,,(z) = sinnz,n € N* fiiggvények halmazat. Ez a halmaz
korlatos, mivel || fyllo, = max on |sinnz| = 1. Viszont || Dfull = [ fille =
[ cos nz|| . = maxg oq (|7 cosnz|) =n — co. D tehat ezt a korlatos halmazt
nem korlatosba viszi &t = D nem korlatos.

D nem folytonos, mert lineris és nem korlatos.

A/2/f, e S nem lineéris, ugyanis legyen pl. f(x) = z és g(z) = —x. Ekkor S(f + g) =
S(x —x) = S(0) = supjg1y(0) = 0 # Sf + Sg = supjg ) + supjg 1)(—2) =
14+0=1.
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AB/2/g,
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S korlatos, ugyanis minden korlatos halmaz képe korlatos. Ennek igazolasdhoz
tekintsiink egy H C C0, 1] tetszsleges korldatos halmazt. Ez azt jelenti, hogy
3K € RT : Vf € Hra | fll,, = suppqy|f] < K teljesiil. Kovetkezésképpen
K > suppq1|f| = [supjoq) f| = [[Sf]| is teljesiil, viszont ez é¢ppen a halmaz
képének korlatossagit jelenti.

S folytonos. Ehhez azt kell megmutatnunk, hogy barmely fo € C[0,1] és Ve > 0
esetén 39 > 0: ||Sf — Sfoll = | supo,1) f — supjo ] fol < e, ha ||f— follxy =
supp ) |f — fol <6 (f € C[0,1]). § := e vélasztas jo lesz, hiszen |supjg ) f —
supjo,1) fol < supjo 1y |f — fol-

N linearis, ugyanis Vf, g € C[0,1] és X € R esetén

L N(f+g) = (f+9)0) = f(0) +g(0) = Nf + Ng, illetve 2. N(\f) =
(Af)(0) =Af(0) =ANf.

N korlatos, ugyanis ha H C C[0,1] korlatos halmaz, akkor 3K € R* :
supq) | f| < K. Ekkor [f(0)| < K = H képe is korldtos.

e Mivel N linearis és korlatos, igy folytonos is.
N normaja:
INA INf] £ (0)]
IVl = r - - 1

rexg20 Iflx  recpalrzo supp1fl recpof20 Supo Il

ugyanis a hanyados minden f € C|0, 1] fiiggvényre nyilvan kisebb, mint 1, és egy
olyan f fiiggvényre a legnagyobb, amelyre |f| a szupremumat a 0-ban veszi fel (pl.
az azonosan 1 fiiggvény a [0, 1] intervallumon), ebben az esetben pedig a hanyados
1 és igy a szuprémum is.
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1. minta zarthelyi

. Metrikat definiédlnak-e R-en? (1+3p)

a, do(z,y) = |zyl ;
b,

dy(x,y) = 0,ha z =y
P el + 1yl ha @ £y

. Tekintsiik az (R, |-|) MT-et és benne a kévetkez6 halmazt: H = {(—2)" : n € N} U (-2, 2).
Adjuk meg a torlodasi, belsd, kiils6 és hatarpontjainak halmazat, dontsiik el, hogy nyilt-e,
zéart-e a halmaz! Itt elegendd az eredményt megadni, indoklds nem sziikséges! (6p)

. A Banach-féle fixponttétel alkalmazéasaval szeretnénk kozeliteni az x = %e_m egyenlet meg-

oldaséat. Mi a teendd, ha azt szeretnénk garantédlni, hogy a hiba kisebb legyen, mint 10737

(6p)

. Tekintsiik R2-et, mint R feletti vektorteret. Norméat definidlnak-e a kdvetkezs hozzarende-

lések? (3+2p)
a, (x1,x2) — |x1| + |22]; b, (x1,12) > 22 + 3.

. Konvergensek-e az (R?,]|- ||,) NT-ben a kivetkezs sorozatok? (1.5+1.5p)

a, (£, 52%));
b, ((=1)",1)).

. Tekintsiik a kivetkezs hozzarendeléssel megadott R? — R? operatorokat: (3+3+2p)
i, ($1,$2)0—> ({E1+£C2,(E1+IE2); ii, ($1,$2)0—> (1,0)

a, Lineéarisak-e?

b, Ha igen, mik a sajatvektorai és a hozzajuk tartozo sajatértékei? Mi a matrixa a
szokésos bazisban? Itt elegendd az eredményt megadni, indoklds nem szikséges!

¢, R%-et ellatjuk a ||-|| _ norméval. Amelyik leképezés linedris, ott adjuk meg az indukalt
norméajat! Elég rajzzal indokolni!

. Vizsgaljuk meg a kovetkez6 X — Y — ahol X,Y NT-ek — operatorokat, hogy linearisak,
korlatosak illetve folytonosak-e? Ha korlatos és linearis, akkor mi a norméja? (3+5p)

a, X =Y =R,|-]), f() = 2%

b, X = ({(zn) : 3liman}, [-]|), ahol [[(zn)]le = sup{lzal:n e N*L Y = (R,]]),
L(z,) =limz, .
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FEJEZET

Normalt terek — hatarérték, folytonossag

Kulcsszavak:

hatarérték, folytonossag, atviteli elv, parcialis derivaltak

7.1. Elméleti 6sszefoglald

Kiterjesztjiik a hatarérték és a folytonossag fogalméat normalt térbsl normélt térbe képezd
fliggvényekre.

7.1. Definici6é. Legyenek X és Y normalt terek, D(f) C X, f : D(f) = Y, és xg €
D(f)'. Ekkor az a € Y elem az f fliggvény zo-beli hatdrértéke, ha Ve > 0 szamhoz 36 > 0,
hogy = € D(f) és ||z — zo||x < d esetén || f(z) — ally < e. Jeldlése: limg, f = a.

7.2. Definici6. Legyenek X és Y normaélt terek, D(f) C X, f: D(f) = Y, ésxg € D(f).
Az f fiiggvény folytonos az xp pontban, ha Ve > 0 szamhoz 30 > 0, hogy = € D(f) és
|z — xo||x < 0 esetén || f(z) — f(zo)|ly < e

Ezen két fogalom kapcsolatat a kovetkezd lemma irja le.

7.1. Lemma. Legyenek X és Y normdlt terek, D(f) € X, f : D(f) = Y és xg €
D(f)ND(f). Ekkor f pontosan akkor folytonos az xo-ban, ha létezik xo-ban hatdrértéke,
és az egyenld az f(xg) helyettesitési értékkel.

A hatarérték vizsgalatdban sok esetben jol hasznalhato az alabbi tétel (un. dtviteli
elv), amely a fliggvény hatéarértékének a vizsgalatat visszavezeti sorozatok hatérértékeinek
vizsgalatara.

7.2. Tétel. Legyenek X ésY normdlt terek, D(f) C X, f: D(f) =Y és xg € D(f)'.
Ekkor a kovetkezd két dllitas ekvivalens.

1. limg, f = a.

2. lim f(x,) = a teljesil ¥(z,,) sorozatra, melyre x,, € D(f), x, # xo €és limz, = xy.
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Legyenek X és Y normalt terek. Ekkor bevezetjiik a kovetkezs jelolést: D(f) C X,
f:D(f) — Y, helyett roviden csak f: X < Y-t fogunk irni.

Ha f : R™ — R, akkor az egyvaltozos fiiggvények derivaltjat dltalanositva értelmezziik
az n. parcidlis derivdltakat. Specialisan, legyen f : R? < R, és (0, y0) belsd pontja
D(f)-nek. Ekkor, ha a rogzitett y = yo pont esetén létezik és véges a

lim f(.l‘, yO) - f(xOv yO)

T—T0 Tr — X0

)

hatéarérték, illetve a rogzitett x = xg pont esetén létezik és véges a

i 4 (®0:%) — f(@o,40)

Y=yo Y—Yo
hatarértek, akkor ezeket az f fliggvény (zo,yo) pontbeli, x ill. y valtozo szerinti parcialis
derivaltjainak nevezziik. (Hasonléan, ha f : R™ < R, akkor az z; valtozo szerinti parcidlis
derivalt értelmezéséhez a fiiggvény Gsszes tobbi valtozojat rogzitjiik.) Jelolesiik: %(azo, Yo)

ill. %(x(),yo). A parcialis derivaltak azt mutatjak meg, hogy az (xg,yo) pontban az x
ill. az y tengellyel parhuzamos irdny mentén milyen meredek a fliggvény. Ha egy T' C
D(f) tartoméanyban léteznek a parcialis derivéaltak, akkor azt a fiiggvényt, amely minden
(x,y) € T ponthoz hozzérendeli az x (ill. y) szerinti parciélis derivaltat, az f fliggvény =
(ill. y) szerinti parcialis derivaltfiiggvényének nevezziik. Amennyiben ezek is parcialisan
differencialhatok, képezhetjiik mindkét valtozo szerint tjabb parcidlis derivaltjaikat. Igy
a masodrendt parcialis derivaltakat kapjuk. Ezek jelolése:

oof o o0of &f 90f 9 00f &

Oz dx  0x2’ Oyoxr  Oydxr’ Oxdy  0xdy’ Oydy  Oy?
A ko6zépstk az un. vegyes parcidlis derivaltak.

7.2. Feladatok
A, NT: figgvények hatdrértéke

1. Lassuk el R?-et az euklideszi norméval és R-t pedig az | - | normaval. Van-e
hatarértéke az alabbi f : R?\{(0,0)} — R fiiggvényeknek a (0, 0) pontban? --»

2
a, f(l‘,y) = 1233_1;2
2
b) f(x7 y) = xg;+z2
2_ .2
¢, fla,y) =iz -

B, NT: folytonossdg (dltaldnos eset, nemlinedris leképezések esete)

1. Lassuk el R2-et az euklideszi norméval és R-t pedig az |-| norméval. Folytonosak-
e az alabbi f : R? — R fiiggvények a (0,0) pontban? S

a,

Ty . . A
prcry: B egyébként ;

) = { 0 , ha (z,y) = (0,0),
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fz,y) :{ P (,9) = (0,0),

12+y4

, egyébként ;

. Lassuk el R%-et az euklideszi norméval és R-t pedig az |-| normaval. Folytonos-e

az alabbi f : R? — R fiiggvény az (1,1) pontban? S

fen) 1 , ha (z,y) = (1,1),
T,y)= % , egyébkent .

: parcidlis derivdltak

. Hatarozzuk meg az alabbi R? — R, illetve R® — R fiiggvények parciélis deri-

valtjait!
a, f(z,y) =2 +y° - 3ay;
b, g(r,y) = 2V, (z € R);
c, h(z,y,2) =¥, (z,y € RT);
d, k(z,y) = arcsin%.

. Mutassuk meg, hogy az alabbi fliggvénynek léteznek a parcialis derivaltjai a

(0,0) pontban, pedig lattuk, hogy nem folytonos ott (lasd A/1/a,)!

flz,y) = {0 ha (2,y) = (0,0),

2x 2 .
- Jgﬁ , egyébként .

. Mutassuk meg, hogy az alabbi fiiggvény vegyes parcialis deriviltjai megegyez-

nek! f:R? - R, f(z,y) = In(z +¢¥), (x € RY).

. Szamitsuk ki a kévetkezé parcialis derivaltakat!

3
a, 8%8?;@ Inzy);

3
b’ Bxgyaz(ewyz)'

. Tekintsiik a v : R — R, v(z,y,2) = (2® + 3% + 22)_% fiiggvényt! Igazoljuk,

hogyAv:%—i-gi?j{—i-%:O!
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7.3. Megoldasok—Eredmények—Utmutatasok
A/1/a, Nincs, kozeledjiink ma egyenesek mentén, vagy térjiink at polarkoordinatékra (7.1.a ab-
ra).
A/1/b, Van, térjink at polarkoordinatékra (7.1.b abra).

A/1/c, Nincs, kozeledjiink ma egyenesek mentén, vagy térjiink at polarkoordinatékra (7.1.c ab-
ra).

7.1. dbra. a) A/1/a feladat, b) A/1/b feladat, c) A/1/c feladat.

B/1/a, Nem, térjiink 4t polarkoordinatékra (7.2.a abra).
B/1/b, Nem, kozeledjiink /z mentén, vagy térjiink at polarkoordinatékra (7.2.b dbra).

B/2 Alkalmazzuk a kovetkezs helyettesitést: z := z — 1, w := y — 1 és uténa lasd A/1/a
(7.2.c abra).

a
4
) . -
1 o
0 "
Y -l T

7.2. abra. a) B/1/a feladat, b) B/1/b feladat, c¢) B/2. feladat.

C/1 Lasd 7.3. abra.
C/3 Lasd 7.4. abra.
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200,

0\\(//0 )

7.3. dbra. a) C/1/a feladat, b) C/1/b feladat, c¢) C/1/d feladat.

7.4. abra. C/3. feladat.
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Normalt terek — differencialszamitas I.

Kulcsszavak:

kisrendd fiiggvény, differencialhatésag, derivalt, Jacobi-matrix, érintd

8.1. Elméleti 6sszefoglald

A derivalt fogalméat kiterjesztjiik tetsz6leges normalt térbél normélt térbe képezd fiigg-
vényekre.

Vegyiik észre, hogy a valos fliggvények derivaltjanak

x)— f(z
) — tim 1) = 1(@0)
T—rXT(Q r — X

definicija nem vihets 4t egy az egyben f : X — Y filiggvényekre, ahol X és Y tetszéleges
normélt terek, ugyanis normalt terekben nem értelmeztiik az osztas miveletét. Egy valos
f fiiggvény xg-beli derivaltjanak létezése azonban ekvivalens a kovetkezdvel:
f(@) = f(zo) — a(z — x0)

|z — x|

daeR: — 0, ha x — xg.

Ezt az a szamot az f fliggvény zo-beli derivaltjanak nevezziik, és az f'(zg) szimbolummal
jeloljiik. Kicsit méasképpen megfogalmazva, létezik olyan a valos szam, amelyre az r(z) :=
f(z) — f(zo) — a(x — o) fliggvény a) értelmezve van zg egy kornyezetében, b) r(z¢) = 0,
és ¢) limg_z, ﬁ = 0. Azaz Ja € R, hogy o valamely K(x() kornyezetében f(z) —
f(zo) = a(x — o) + r(x), ahol r zo-ban rendelkezik a fenti a), b) és c) tulajdonsaggal
(an. zo-ban kisrendi fiiggvény). A fenti észrevétel lehetdséget ad a derivalt fogalmanak
kiterjesztésére.

8.1. Definici6. Legyenek X és Y normélt terek. Az r : X — Y fiiggvény kisrendd az
o € X pontban, ha

a) 1 értelmezve van zg egy K (zo) kornyezetében;
b) r(z0) = 0;

c) limg_z, ﬁ =0.
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8.2. Definicié. Legyenek X ésY normalt terek, D(f) C X, f: D(f) = Y, z¢ € intD(f).
Azt mondjuk, hogy f (totdlisan) differencidlhaté xo-ban, ha 3K (xg) C D(f) kornyezet,
melyre

f(x) = f(xo) = Az — x0) + r(z)
egyenlGség teljesiil Vo € K(z) esetén, ahol A € Lin(X,Y), ésr : X — Y xzp-ban kisrendd
fliggvény.
Ekkor az A € Lin(X,Y) elemet az f fliggvény xo-beli derivdltjanak nevezziik, és f’(xq)-
val jeloljik.

Altalanositjuk az érint6 fogalmat is.
8.3. Definici6. Legyenek X és Y normalt terek. Az f: X — Y xg-ban differencidlhaté
fiiggvény xo-beli érintdjének nevezzik az s(x) = A(x — xo) + f(xo) fiiggvényt, ahol
x € K({L‘())

A gyakorlatban igen fontos az a specialis eset, amikor X = R", és Y = R™.

8.1. Tétel. Ha f : R"™ — R™ differencidlhatd az xo € intD(f) pontban, akkor

O1fi(wo) Oafi(zo) ... Onfi(xo)
0 On fo(x

(o) = 1f2:(x0) f2:( 0) —— 6.1)
01 fm(z0) e oo Onfm(xo)

ahol f;, 1 =1,2,...,m jeloli f i-edik koordindta-fligguvényét.
A (8.1) mdtrizot az f fliggvény Jacobi-matrixanak nevezziik.

8.2. Tétel. Az f : R" — R™ fiigguény (folytonosan) differencidlhaté az xy € intD(f)
pontban, ha minden koordindta-fiigguényének létezik mindegyik vdltozo szerinti parcidlis
derivdltja az xo pontban, és azok folytonosak is ebben a pontban.

8.2. Feladatok
A, NT: differencidlhatdsdg

1. Legyen f: R? = R, f(z,y) = 2% +y és zo = (1,2). Mutassuk meg a definiciot
hasznalva, hogy f'(zo) = (2,1). —

2. Legyen f : R? — R?, f(z,y) = (xy,x — y) és xg = (2,4). Szamitsuk ki a
Jacobi-méatrixot az xg helyen, és mutassuk meg a definiciot hasznéalva, hogy ez
egyenls f'(xg)-lal! —

3. Legyen f : R?2 — R2, f(x,y) = (22 + 32, 2y) és 29 = (1,1). Szamitsuk ki a
Jacobi-matrixot az xg helyen, és mutassuk meg a definiciot haszndlva, hogy ez
egyenls f/(z)-lal!
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4. A definici6 6sszhangban van az 1D-beli definici6val: Legyen f : R — R a
kovetkezo:

a, f(x) =22, o = 2. Mutassuk meg a definiciot hasznalva, hogy f'(zg) = 4.

—»

b, f(z) =23, zo = 2. Mutassuk meg a definiciét hasznalva, hogy f(zg) = 12.

5. Hatarozzuk meg az f : R® — R? f(x,y,2) = (2%y,y + 2) fiiggvény derivaltjat
a (0,1,2) helyen! —

6. Adjunk példat olyan fiiggvényre, mely minden irdnybol folytonos a (0,0) pont-
ban, s6t ott minden irdanyban differencialhato, de (totéalisan) nem differencial-
hato! -3

7. Mutassuk meg, hogy az alabbi fiiggvény folytonos a (0,0) pontban, ott minden

iranyban differencidlhato, de (totalisan) nem differencialhato! —
0 , ha (x,y) = (0,0),
f($7 y) = q;yQ 2 2
24y egyebkent.

B, érintdsik
1. Tekintsiik a z = 222 — 3y? egyenlet altal meghatarozott feliiletet! Mi ezen
feliilet P(—2,1,5) pontbeli érintésikjanak egyenlete? —»
2. Szamitsuk ki kozelitSleg a megadott kifejezések értékét a megadott fiiggvények
adott pontjaban vett érintdsikjanak segitségével! —»
a, 2%sin(Z —0,1) ~?; f(z,y) = e"siny; (0,3);
b, sin(§ —0,1)cos(§ —0,2) =7; f(z,y) =sinzcosy; (5,5) -
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8.3. Megoldasok-Eredmények-Utmutatasok

A/1, f'(zo,y0)-ra egyetlen lehetséges jelolt van, mégpedig (9xf(z0,%0), Oy f(x0,v0)), f
(

(x0,y0) pontbeli Jacobi-matrixa. Ebben az esetben (0,f,0,f) = (2z,1), vagyis
(0x.f (20, 90), Oy f (z0,y0)) = (2,1).

A differencidlhatosaghoz még ellendrizniink kell, hogy az r(z,y) = f(x,y)—f(zo, yo)—
I (zo,0) - (x — 0,y — yo)” fiiggvény kisrendti-e (g, y0)-ban.

Vagyis

e r(z0,y0) = (0,0); illetve

o limy, 0 m = 0 teljesiil-e.
r(z,y) =2 +y—-3-(2,1)- ( 5:; > =22 —2r+1.

e 7(1,2) = (0,0) (hiszen r igy lett megkonstruélva)

o A véges dimenziét (dimR? = 2, dimR = 1) kihasznélva tetszéleges normékat
valaszthatunk. Vélasszuk most a kovetkezdket: (R?,[-||,), illetve (R, |-|).

- r(z,y) s |22 — 2z + 1] L (x —1)2

= |lim = 11m

w2) [z —zo,y —wo)la 12 /(z =12+ (y—2)2 12 /(z—1)2+ (y—2)?
A z:=x—1, w:=y — 2 helyettesitéssel

. (x — 1)2 ) 22

lim =lim ——.

(1.2) /(z =12+ (y—2)2  (00) V22 +w?

Polarkoordinatakra attérve a hanyados r cos? o, ami tart a 0-hoz.

Tehat az r fiiggvény valéban kisrendd.

A/2, f Jacobi-matrixa Jy(x,y) = < 31/ —xl > = Jp(2,4) = < 411 _21 >

Ellenérizziik, hogy az
7a<m7y) = f(flf,y> - f(274) - Jf(274) ' (.%' - 27y - 4>T =

Ty B 8 (42 (=2 _ [ wy—4x—2y+8
T —y -2 1 -1 y—4 ) 0
fiiggvény kisrendt-e (2,4)-ben, azaz

e r(xg,y0) = (0,0); illetve
e Fuklideszi normat vilasztva és a koordinatafiiggvények konvergenciajat vizs-
galva:
vy — 4w —2y +38
V(e =22+ (y—4)

(z—2)(y—4)
V(@ =22+ (y — 4)?

)

1im =
(2,4) (2,4)
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A/4/a,

A/,

AJ6,

AT,

B/1,

B/2/a,

B/2/b,

z:=x — 2, w:= y — 4 helyettesitéssel adodik, hogy a hatarérték 0 (lasd 7.
fejezet A/1/a). A mésik koordinatafiiggvény 0, igy ott automatikusan adodik
a 0-hoz tartés.

Tehat r kisrendd, igy a fenti Jacobi-méatrix valéban f derivéaltja a megadott pontban.
Az r(z) = f(z) = f(zo) = f'(zo)(z — o) = 2* — 4(z — 2) — 4 = (z — 2)* fiiggvény

kisrendd az xg = 2-ben, ugyanis 2-ben 0-t vesz fel, illetve (ﬁ:—22)|2 = |z —2| =0, ha
T — 2.

[ 2zy 2% 0 (0 00 s
Je(x,y,2) = < 0 1 1 ) = J(0,1,2) = < 01 1 ) A Jacobi-matrix ko-
ordinatafiiggvényei pedig folytonosak a (0,1,2) pontban (persze nem csak ott),
ami biztositja az ebben a pontban val6 differencidlhatosagot. Tehat f/(0,1,2) =

2

0 00
01 1)
1 azon (x,y) pontokban, amelyekre z > 0 és y = x,
Legyen f(z,y) = { 0 egyébiént).

e f folytonos a (0,0)-ban, mivel hatérértéke a (0,0)-ban 0, azaz éppen a (0,0)-
beli helyettesitési érték (lasd 7.Gy/A/1/b,).
e Differencialhat6é minden iranyban: az « irdnyszogt — vagyis az [(t) = (¢ cos «, t sin «)

egyenlett — egyenes mentén az iranymenti derivalt (f o1)’(0) = cos asin® a.

e Ebbdl oo = 0-ra kapjuk az x szerinti parcialis derivaltat: 9, f(0,0) =0, és o =
T-re az y szerintit: 0, f(0,0) = 0. Ha tehét f differencialhato, akkor f/(0,0) =
(0,0) lehet csak. Az 7(z,y) = f(x,y) — £(0,0)— f/(0,0)- (x,y)T = f(x,y) fiigg-
vény azonban nem kisrendii a nulldban, ugyanis az r(z,y) = Sy fiiggvény

Va2
nem tart 0-hoz (polarkordinatakra valo attéréssel adodik) = f nem differen-
cialhato a (0,0)-ban.

Az f(z,y) = 222 — 3y? fiiggvény P(—2,1)-beli érintésikjat kell meghatérozni. f
differencialhato, hiszen az elsérendd parcialis derivéaltjai folytonosak. f'(x,y) =
(4z,—6y) = f'(=2,1) = (—8,—6). Az érint6sik egyenlete s(z,y) = f(zo,y0) +
(0, yo)-(z—x0, y—yo0)", vagyis s(z,y) = 5+(=8, —6)-(x+2,y—1)" = —82—6y—5.
(Lasd 8.1. abra.)

f differencialhat6, mert az els6rendd parcidlis derivaltjai folytonosak.
f'(z,y) = (e"siny, e® cosy) = f'(0,5) = (1,0).

Az érint6sik egyenlete: s(z,y) = f(0,3) + f/(0,5) - (z — 0,y — 5)T =2z + 1.
%% sin(5 —0,1) = f(0,05; % —0,1) ~ s(0,05; 2 — 0,1) ~ 0,05+ 1 = 1, 05.

f differencialhato, mert az els6rendd parcidlis derivaltjai folytonosak.
f(x,y) = (cosmcosy,—sinmsiny):>f’(’2r,g):(0,—1)

s(z,y) = f(5.5) @ —5.y—5)"+f(5.5) =y + 5.
sm( —0,1)cos(5 —0,2) = —(5 —0,2) + 5 =0,2.
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8.1. abra. B/1. feladat. A fiiggvény és a P(—2,1,5) pontbeli érintésik.
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Normalt terek — differencialszamitas II.

Kulcsszavak:
kompozicié differencidlasa, irdnymenti derivilt, implicit alakban megadott fiiggvény
differencialasa

9.1. Elméleti 6sszefoglald

Normalt térbsl normalt térbe képezd fiiggvények kompozicidjanak a differencidlasara a
lancszabalyt alkalmazhatjuk:

9.1. Tétel. Legyenek X,Y,Z normdlt terek. Ha g : X — Y differencidlhatd xo-ban és
f:Y < Z differencidlhaté g(xo)-ban, akkor fog: X — Z differencidlhatd xo-ban, és

(f 0 9)(z0) = f'(g9(20)) o g'(x0) € Lin(X, Z).
Egy specidlis kompoziciofiiggvény derivaltjan alapul az irdnymenti derivéilt fogalma.

9.1. Definicid. Legyenek X, Y normalt terek, f : X < Y, tovabba a és e olyan X-beli
elemek, amelyekre a € intD(f), és |le|| = 1.

e Azl(t)=a+te,l:R— X, D(l) ={t e R:a+tee D(f)} fiiggvényt az a ponton
dtmend, e irdnyi X -beli egyenesnek nevezziik.

e Azt mondjuk, hogy az f fiiggvény az a pontban e irdnyban differencidlhato, ha az
fol:R <Y fiiggvény differencialhat6 a t = 0 pontban. Az (f o1)’(0) derivaltat
az f fiiggvény a pontbeli e irdnyi irdnymenti derivdltjanak nevezziik, és jeldlésére
a O f(a) szimbolumot alkalmazzuk.

9.2. Tétel. Legyenek X,Y normdlt terek, f : X — Y adott fiigguény, a € intD(f) ése €
X, |le]l = 1 adott vektorok. Ha f differencidlhatd a-ban (azaz létezik f'(a) € Lin(X,Y)),
akkor tetszdleges e esetén létezik O f(a) € Lin(R,Y), és 0. f(a) = f'(a) ce.
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9.2. Feladatok
A, kompozicid differencidldsa

1. Legyenek X,Y normalt terek, illetve A € R. Mutassuk meg a definiciét hasz-
nalva, hogy ha f : X — Y differencidlhato az o € X helyen, akkor A\f is
differencialhato az xg helyen és (Af) (o) = Af/(xo) .

2. Szamitsuk ki (f o g)’(¢)-t kétféleképpen!

a, Legyen f : R2 —» R, f(z,y) = 22 — 9> — 62, g : R — R2 g(t) =
(3cht,5sht).
b, Legyen f : R? = R, f(z,y) = 2> +y*> — 32y, g : R — R2 g(t) =
(—sint,3cost). —

4

B, irdnymenti derivdlt

1. Szamitsuk ki az f(x,y) = zy fliggvény alabbi iranyok szerinti derivaltjait az
(1,1) pontban. —
a, e; = (1,0); ex=(0,1);
bJ 63:(%7%); 64:(171)'
Melyik irdnyban lesz az f fliggvény derivaltja maximalis illetve minim4lis?
2. Tekintsiik a z = 8 — 4x? — 2y? egyenlet altal meghatarozott domborzatot! Me-
lyik iranyban fog elindulni ezen domborzat P(1,1,2) pontjabol az odahullott
csapadék? N

C, parcidlis derivdltat tartalmazo egyenletek, implicit alakban megadott fiigguény diffe-
rencidldsa

1. Mutassuk meg, hogy tetszéleges f : R — R differencidlhaté fiiggvényre és
2 0u

u(z,y) = yf(x? — y?) fiiggvényre y e+ xyg—z =zu! —
2. Mutassuk meg, hogy az u(z,y) = In\/a?+ y? fliggvényre a % + giyg =
0 egyenl?ség teljesiill Keressiink tovabbi olyan u fliggvényeket, melyekre az
egyenl?ség szintén teljesil! —»

3. Oldjuk meg a kovetkezs egyenleteket!
ou __ Ou.

a, Ot — Oz -
b, Pu _ 9%u
7 ot2 T 9x2
4. Hatéarozzuk meg y'(0)-t az i—z + Z—j = 1 implicit alakban megadott fiiggvényre.

—»
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9.3. Megoldasok-Eredmények-Utmutatasok

A/2/a, 1. (fog)(t) = f(3cht,5sht) =9—16sh’*t—18cht = (fog)'(t) = —32shtcht—
18sht.
2. fl(z,y) = (2x—6,—2y), f'(g(t)) = (6¢cht—6,—10sht), ¢'(t) = (3sht,5cht).
(fog) (t) = f'(g(t))-¢'(t) = (6cht—6, —1OSht)-< giii > = —32shtcht—18sht.
Lasd 9.1. abra bal oldali oszlopanak képei.

A/2/b, (fog)(t) = —16sintcost +9cos®t —9sin?t. Lasd 9.1. abra jobb oldali oszlopanak
képei.

B/1/a, f differencidlhato, mert az elsérendi parcialis derivaltjai folytonosak. f'(x,y) =
(y,2) = f'(1,1) = (1,1).
1

e, f(1,1) = f/(1,1) €1 = (1,1)-< 0 > =1; O, f(1,1) = f'(1,1)e2 = (1,1)-( ? > =1.
Lasd 9.2. abra.

B/1/b, 0, f(1,1) = (1,1) - (%, %)T = % = 0, f(1,1) (ugyanis e4 normalva ez).
Az irdnymenti derivalt maximalis az (1, 1) iranyban (a gradiensvektor iranya), mi-
nimalis a vele éppen ellentétes (—1,—1) iranyban, ugyanis két adott hosszusagu
vektor szorzata akkor maximélis, ha a kozbezart szogiik 0, illetve minimalis, ha a
kézbezart szog w. Lasd 9.2. abra.

B/2, A kérdés atfogalmazhaté a kovetkezéképpen: az f(z,y) = 8 — 4a? — 2y? fiigg-
vény (zo,70) = (1,1) pontjaban melyik iranyban a legkisebb az irdnymenti de-
rivalt? f'(x,y) = (—8z,—4y) = f(1,1) = (=8,—4). Igy, felhasznélva a B/1/b,
feladat megoldasanal hasznalt indoklast, adodik, hogy a (8,4) vektor (normélva: a
(\/%, \/%)) vektor irdanyaban indul el a csapadék. Lasd 9.3. abra.

C/1, 2 = yf'(z? — y?) - 23; %Z = f(2* — y¥?) + yf'(2* — ¥*) - (—2y). Innen pedig
behelyettesitéssel adodik az allités.

ou __ 1 . 1 . _ =z 92u _ 22 4y’—x2x _  y?-—2? 212
C/2, 5 = i 2 2¢ = Tl T 02 = @) = @) Hasonloképpen

adodik, hogy 4 = g;;;fj){z Majd behelyettesitve adodik az allftas.
Tovéabbi példak: u(z,y) = In\/22 + y2 + ax + by + ¢, a,b,c € R tetszéleges kons-
tansok, u(x,y) = xy, u(x,y) = e*cosy stb. (Az ilyen fliggvényeket harmonikus

fiiggvényeknek nevezziik.)

C/3/a, Jeldlje v(€,m) azt az R? — R fiiggvényt, amelyre u(z,t) = v(z — ¢, + t) minden
(z,t) € R? pontban. Azaz, ha bevezetjiik a g(x,t) = (z — t,x + t) segédfiiggvényt,
akkor u(x,t) = (vog)(z,t).

Ekkor a parcialis derivaltakat kétféleképpen kiszamitva:

W' (z,t) = (Opu(z, t), Opu(z,t)).
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9.1. abra. Bal oldal: A/2/a feladat, jobb oldal: A/2/b feladat: a) és b) f(x,y) (szines
felszin) és g(t) (fekete gorbe) fiiggvények, c) és d) a kompoziciofiiggvények (azaz milyen
értekeket vesz fel f a g ut mentén), e) és f) a kompoziciofiiggvény derivaltja (vagyis
hogyan véltozik f a g it mentén).

Mésrészrsl
u'(x,t) = (vog)(zt) =v(g(x,1)) - ¢'(x,t).
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9.2. dbra. B/1. feladat: a nyilak az e; és ey irdnyokba mutato, illetve a maximaélis és
minimélis irdnymenti deriviltakat jelzik.

9.3. dbra. B/2. feladat: a P(1,1,2) pontboél a csapadék a nyillal jelzett iranyba fog elin-
dulni.

A jobb oldalon az els§ tényezs: v'(§,1) = (0¢v(&,n), 0y(€,1m)), vagyis v'(g(x,t)) =
(aﬂﬂ—tv(x —t,x+ t)? 8x+t($’ —t,x+ t))

A mésodik tényez6: ¢'(x,t) = ( 1 _11 ) )

A maétrixszorzast elvégezve

U (z,t) = (Op—pv(z—t, 2+1)+0pprv(x—t, z+1), —Op_yv(x—t, T+1)+0p v (z—t, T+1)) .
Az u/(x,t)-re kapott két kifejezés dsszehasonlitasabol

Opu(z,t) = Op—pv(x — t,x + 1) + Oprv(z — t,x + 1), Opu(x,t) = —0p—tv(x —t,x +
t)+Opprv(x—t,x+1t). Ezzel a % = a—"; differencidlegyenlet v-vel kifejezve az alabbi
alakban frhato fel:
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Op—tv(x —t,x +1) = —0p—v(x — t,x + t), vagyis

Op—tv(x —t,x+1t) =0.
Ez azt jelenti, hogy v olyan fiiggvény, amely csak a masodik valtoz6jatol fiigg.
Tehat az egyenlet megoldéasa v(x —t,x +t) = k(x 4+ t), ahol k : R — R tetszdleges

differencialhato fiiggvény. = Az eredeti egyenlet megoldasa: u(z,t) = k(x+t), ahol
k : R — R tetszéleges differencidlhato fiiggvény.

C/4, Derivaljuk az & + % = 1 egyenlet mindket oldalat: 2% + 2% — 0, Fejezziik ki

y'(z)-et: ¢/ (x) = —2?3;. Az x helyére 0-t, y helyére y(0) = |b|-t irva y'(0) = 0 (lasd
9.4. abra, zold szin az (z,y) = (0, —2) és (0, 2) pontokban).

5 0.05
15 0.04
0.03
!
\_ 0.02
057 YL ooz
= o 0
~0.5f, ipoot
} -0.02
S\
-0.03
-15 .08
-2 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ =y
%3 -2 -1 0 1 2 3 00
xr

9.4. abra. C/4. feladat a = 3 és b = 2 paraméterekkel. A szinek y/(x) értékeét jelzik.
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Normalt terek — differencialszamitas Ill.

Kulcsszavak:

szélsgérték, Taylor-sor, Taylor-polinom

10.1. Elméleti osszefoglal6

Normalt térbél R-be képez6 fiiggvényekre altaldnosithato a lokélis szélsGérték és a Taylor-
sor fogalma.

10.1. Definici6é. Az f : X — R fiiggvénynek lokdlis minimuma (mazimuma) van az
a € D(f) pontban, ha van olyan r > 0, hogy f(x) > f(a) (f(x) < f(a)) minden
z € D(f) N K,(a) pontra.

10.2. Definici6o. Az f : X — R fiiggvénynek szigori lokdlis minimuma (mazimuma)
van az a € D(f) pontban, ha van olyan r > 0, hogy f(z) > f(a) (f(z) < f(a)) minden
a-t0l kiilonb6z6 x € D(f) N K, (a) pontra.

Az f : R®™ — R fiiggvények esetére megfogalmazunk két feltételt a lokalis szélsGérték
létezésére.

10.1. Tétel. Ha f differencidlhatd az a pontban, és f-nek a-ban lokdlis szélsdértéke van,
akkor f'(a) = 0.

10.2. Tétel. Legyen f : R™ — R kétszer differencidlhaté az a € intD(f) pontban.
Ha f'(a) = 0, és f"(a) pozitiv (negativ) definit, akkor f-nek szigori lokdlis minimuma
(mazimuma) van a-ban. Ha f"(a) indefinit, akkor a-ban nincs lokdlis szélséérték.

Emlékeztetdiil, egy A € R™*™ matrixot pozitiv (negativ) definit matrixnak neveziink, ha
minden z € R", z # 0 vektorra (Az,z) > 0 ((Az,z) < 0). Az A matrix indefinit, ha
(Azx, x) egyes = vektorokra pozitiv, masokra negativ. Ha A szimmetrikus, akkor Sylvester
tétele értelmében A pontosan akkor pozitiv definit, ha az Osszes bal fels§ sarokaldeter-
minénsa pozitiv, és pontosan akkor negativ definit, ha a bal fels sarokaldeterminansok
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valtakozo elGjeltiek ugy, hogy az els sarokaldeterminans (azaz a bal fels§ elem) negativ.
Megjegyezziik, hogy Young tétele értelmében ha f vegyes parciélis derivaltjai mindkét
sorrendben léteznek és folytonosan az a pont kornyezetében, akkor ebben az a pontban
a vegyes parcialis derivaltak egyenldk, igy az f”(a) métrix szimmetrikus.

Altalanositjuk a Taylor-formulat f : X < R fiiggvényekre, ahol X normalt tér.

10.3. Tétel. Legyen f : X — R (X normdlt tér), és x € X olyan pont, amelyre az
[a, z] szakasz benne van D(f)-ben. Tegyiik fel, hogy f m + 1-szer differencidlhats az |a, x]
szakasz minden pontjiban. Ekkor létezik 1 az [a, x| szakasz belsejében, hogy

m - e(k) a m+1
=31 e —af+ L g,

Itt (x—a)* azt az X*-beli vektort jeloli, amelynek minden komponense (z—a)-val egyenld.

o (k) .. .. ..
10.3. Definici6. A p(z) = > /", %(w — a)¥ fiiggvenyt az f figgvény a kézépponti
m-edfoki Taylor-polinomjanak nevezziik.

Fontos specialis esetként felirjuk egy f : R? < R fiiggvény (z0, yo) pont kériili masodfoku
Taylor-polinomjat:

p(x,y) = f(zo,y0) + f'(z0, v0) - (

1 0%f 1 0°f 1 0%f )
gm(lfo,yo)(x—fﬂo)(y—yo)+§%($07y0)($—$0)(y—yo)+537y2(y—yo) .

(.’L‘ — x0)2 +

T — X 1 0%f
)+2!8x2

Y=o 2!

10.2. Feladatok
A, szélsdérték
1. Legyen f:R? = R, f(x,y) = zy. Hatarozzuk meg f”(0,0)-t! —

2. Legyen f:R%? = R, f(x,y) = 23 + y3. Hatarozzuk meg f”(1,1)-t! —»

3. Tekintsiik a z = 422 + 2y% — 8 egyenlet altal meghatarozott domborzatot!
Ezen domborzat melyik pontjaban fog Osszegytilni a kornyezetében lehullott

csapadék? —»
4. Legyen f : R? » R, f(x,y) = 2% — y%. Van-e f-nek lokalis szélsGértékhelye?
.

5. Legyen f :R? - R,
a, f(x,y) =222 +y? + 6y + 10z — 6y + 25
b, f(z,y) =222+ y? + 6y — 6y + 25. —»

Keressiik meg f lokalis szélsGértékhelyeit.
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6. Legyen f : R? = R, f(x,y) = sinx+cosy+cos(z —y). Mi a legnagyobb értéke
fnek a H={(z,y):0<z<7w/2,0<y<7/2} halmazon? —

B, Taylor-sor
1. Szamitsuk ki kozelitéleg az €% sin(§ — 0, 1) kifejezés értékeét Taylor-polinom
segitségével! —»

a, Haszndljunk els¢fokd Taylor-polinomot. Mi a geometriai jelentése az els6-
fokt Taylor-polinomnak?

b, Hasznéljunk mésodfoku Taylor-polinomot.
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10.3. Megoldasok-Eredmények—Utmutatasok

A/1, A mésodrendi parcialis derivaltak folytonosak, igy f” létezik. f/(z,y) = (y,x),

ran=(1 g ) =ron=(1 ).

A/2, A méasodrendii parcidlis derivaltak folytonosak, igy f” létezik. f'(x,y) = (322, 3y?),
1! _ 61: 0 1 _ 6 0

A/3, Az f(x,y) = 42% + 2y® — 8 fiiggvény minimumbhelyét keressiik.
f az egész R%-n kétszer differencidlhaté (végtelen sokszor is). SzélsGértékhelye csak
ott lehet, ahol 0 a derivaltja (gradiense). f'(z,y) = (8z,4y) = (0,0), ha x = 0,
y = 0. Szamitsuk ki ebben a pontban a masodik derivaltat!

Fan=(g §)=100.

A matrix mindkét bal fels§ sarokaldeterminansa pozitiv (8 > 0; 8 -4 > 0) =
17(0,0) pozitiv definit matrix = a (0, 0) szigoru lokalis minimumbhely, tehat itt fog
osszegytlni a kornyezetében lehullott csapadék (10.1. abra).

10.1. abra. A/3. feladat.

A/4, f kétszer differencialhato (végtelen sokszor is). f'(z,y) = (2z,—2y) = (0,0), ha
(z,y) = (0,0), tehat csak itt lehet lokalis szélsGértékhelye f-nek.

ran= (5 L) =roo.

Ennek a matrixnak a determinansa negativ, tehat indefinit = a (0,0) nem lokalis
szélsGertékhely, igy f-nek nincs lokalis szélsGértékhelye (10.2. dbra). (Az indoklas
eleje elhagyhato, mert f” nem fiigg x, y-tol.)
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10.2. dbra. A /4. feladat: a (0,0) nem szélsGértékhely, hanem nyeregpont.

A/5/b, f kétszer differencidlhato (végtelen sokszor is). f/'(z,y) = (4x + 6y, 2y + 62 — 6) =

(0,0),haz=2ésy=—
" (4 6

mindenhol, igy a (%7 —g) pontban is. Mivel a méatrix determinansa negativ, nincs
lokalis szélsGértékhely ebben a pontban, igy f-nek nincs lokalis szélsGértékhelye
(10.3.b &bra). (Az indokléas eleje itt is elhagyhato.)

~o

a b

10.3. 4dbra. a) A/5/a feladat, b) A/5/b feladat.

A/6, f kétszer differencidlhatd (végtelen sokszor is). Az f fiiggvény a H C R? korlatos
és zart halmazon van értelmezve, igy felveszi a maximumat (és minimumaét). Szél-
s6értékhelye vagy olyan bels6 pontban van, amely lokilis szélsGértékhely, vagy a
peremen.
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Vizsgaljuk meg elészor, hogy H belsejében hol nulla f derivaltja:

' (x,y) = (cosx — sin(x — y), —siny + sin(x — y)) = (0,0), ha z és y kielégiti
a cosx —sin(z —y) = 0 és —siny + sin(z — y) = 0 egyenleteket. A két
egyenletbdl cosx = siny = sin(§ —x) = siny. Ez kétféleképpen lehetséges: 1.)
5—x=y+2kn;2.) 5 —x=m—y+2kn, ahol k € Z. Mindkét egyenletbdl
z-et kifejezve és visszahelyettesitve az eredeti els6 vagy masodik egyenletbe

egyetlen olyan megoldést kapunk, amely a H belsejében van, ez a (5, §) pont.
Itt a fliggvényeértek f(5, %) = M ~ 2,6 (lasd 10.4. 4bra).

Vizsgéaljuk meg a perempontokat is! A perem négy szakaszbol all.

L.z =0,yel0,3] Itt f(z,y) = f(0,y) = sin0 + cosy + cos(—y) = 2cosy
maximuma 2.

2.y =0,z €[0,7] Itt f(x y) = f(z,0) = sinz + 1 + cosz maximuma az
x = 7 helyen van, értéke ﬁ—kl ~ 2,41 (egyvaltozos fiiggvény szélsGértékhelye
ott lehet, ahol a derivaltja 0).

3.0 =%,y € [0,5]. Itt f(z,y) = f(§,y) =1+cosy+siny =y =7, az
értéke annyi mint az el6z6 pontban.

4.y=7, x€l0,F]: itt a maximum 2.

A fentiek koziil a legnagyobb értéket f a (§, §) pontban veszi fel, tehat itt van a
maximuma (10.4. dbra).

10.4. abra. A/6. feladat

B/1/a, Legyen f(z,y) = e®siny, mely végtelen sokszor differencidlhato. Kozelitsiik az
(0,90) = (0,5) koriili elséfoku Taylor-polinomjéval (ez nem més, mint a fiigg-

vény érintdsikja).

f(z,y) = f(x0,y0) + O f(x0,y0) - (x — x0) + 2f (20, y0) - (¥ — Yo)-

Itt 01 f(z,y) = e®siny = 01f(0,5) = 1; 02 f(x,y) = e cosy = 01 f(0,5) = 0.
Alkalmazva a kozelitést az (:U y) = (0,05; 5 — 0,1) pontban:

20,05

sin(3 —0,1) ~e’sinZ +1- 005+0—105
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B/1/b,
f(z,y) =f(z0,90) + 01f(z0,%0) - (x — x0) + O2f (z0,%0) - (¥ — Yo)+
% (01 f (0, o) - (z — x0)? + 2012.f (w0, o) - (z — @0) - (¥ — yo) + 5 f (w0, %0) - (y — 0)?) -

8%f(x,y) = esiny, O12f(z,y) = e* cosy, 8%]"(3:, y) = —e*siny =
%% sin(2—0,1) &~ 1,05+1 (e sin(5)0, 05% + 2€% cos(3)0,05(—0,1) — ®sin(Z)(—0,1)?) =
1,04625.
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Normalt terek — integralszamitas |I.

Kulcsszavak:

szakaszonként sima 1ut, ivhossz

11.1. Elméleti 6sszefoglald

11.1. Definicié. Legyen X normalt tér. Az r : [a,b] — X fiiggvényt szakaszonként sima
itnak nevezzik, ha
a) r folytonos,

b) r szakaszonként folytonosan differencialhato, azaz létezik olyan 7 = {to,t1,...,tn}
felosztasa az [a, b] intervallumnak, hogy r-nek az 6sszes [t;_1, ;] intervallumra valé leszi-
kitése folytonosan differencialhato (i = 1,...,n).

Sima 1t ivhosszat a kovetkezSképpen lehet definialni.

11.2. Definicié. Egy 7 : [a,b] — X szakaszonként sima ut fvhosszan az

b
i(r) = / I ()t

val6s szamot értjik.

Specialisan, ha az X = R" vektorteret az euklideszi normaval latjuk el, akkor X = R?
esetén

b
1) = [ ot + o),

ill. X = R3 esetén

b
1) = [ ot + o) + o)t

Ha egy szakaszonként differencidlhatd f: R — R valds fiiggvény grafikonjanak a hosszu-
sagat szeretnénk valamely [a, b] intervallumon kiszamitani, akkor ezt az r : x — (z, f(z))
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R2-beli szakaszonként sima 1t ivhossza adja meg, azaz

/\/ + (f'(x de—/ V14 (f(x))2da.

11.2. Feladatok

A, fwhossz

1. Szémitsuk ki a kovetkezs r : R — R? gérbe ivhosszat! r(t) = (3t,3t2,2t3),

t€[0,1].
2. Szémitsuk ki a kévetkezs r : R — R3 gorbe ivhosszat! 7(t) = (e ! cost,e sint,e™?),
t € [0,00).

3. Szémitsuk ki a kévetkezs r : R — R? gorbe ivhosszét! r7(t) = (a(tsint +
cost),a(sint — tcost)), t € [0, to].

4. Szamitsuk ki a kdvetkezd gorbe ivhosszat!
a, y=a%2 xe0,4];
b, y =22, x €[0,z0].

5. Szamitsuk ki az egységsugaru kor keriiletét!

6. Legyen r =r(p), ¢ € [0, o). Igazoljuk hogy
P VPR TP de.

7. Szamitsuk ki igy is az egységsugaru kor keriiletét!

8. Szamitsuk ki a kovetkezd gorbe ivhosszat! r(¢) = ap, ¢ € [0,7/2]. (Archimeé-
deszi spiralis)
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11.3. Megoldasok-Eredmények-Utmutatasok

A/1 Az r gorbe a 11.1.a abran lathato.
A/2, r: x(t) = e teost, y(t) = e tsint, 2(t) = et t €]0,00) jelolésekkel

/ V@ P+ 0P dt = Jim [ V@ OF + (Z0) dt
7'(t) = —e"tcost — e tsint, y(t) = —e 'sint + e tcost, 2/ (t) = —e7!
Ebbol (2/(£))* + (y'(£))* + (2'())* = 36 ? =

I(r) = lim V3o dt = /3 lim Tt dt = V3 lim [—e™']; = V3 lim (—e*+1) = V3.

5§—00 0 5§—00 0 §—00 §—00

(Lasd 11.1.b abra.)

a b
2000, 1
15004
~ 1000 « 0.5
500
(' 0
400 0.5 -
1
0 0
y 0 0 €T y -0.5 -1 T

11.1. abra. r gorbe: a) A/1. feladat, b) A/2. feladat.

A/3, 2/(t) = a(sint+tcost—sint) = atcost; y'(t) = a(cost — cost + tsint) = atsint.

to to t2
\/ '(t))2 dt = Va2t cos? t + a2t sin? ¢ dt = \a|/ tdt= |a]50.
0 0

Lasd 11.2. 4bra.

e [ (@) e [ ()
/\/:dl’—[m( )] = 57 (Vi00-1).

A/4/b, () = [0 V14 (22)2 = %(2 arsh(2zg) + sh(2 arsh(2x(())))). 2x =: sht helyettesités-
_ 1+4ch(2t
-2

AJ4/a,

sel, felhasznélva az integralas soran, hogy ch?¢
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100

800~

600~

400~

200y

> 0

-200

-400-

-600-

-800-

_100 i i i
-1000 -500 0 500 1000
T

11.2. dbra. A/3. feladat. Kék: a = 5, piros: a = 10 paraméterrel.

A/5, A korvonal elsg siknegyedbe es6 darabjat az y = V1 — 22, x € [0, 1] fiiggvény adja
meg. Ennek a darabnak az ivhossza

0= [ o [(vi)] dx_/ﬁdx_/ﬁdx_

arcsinl — arcsin(Q = arcsin1 = 5 .

A teljes ivhossz ennek négyszerese, azaz 2.

AJ6, T (2(9),y(p)) = (r(p) cos p, () sing), ¢ € [0, pol.
x’(@) =1'(¢p) cosp — () sin g,
Y'(p) =1"(p )Slns0+r(<P)COSs0,
(@' (9))* = ("' (9))? COS @ — 2r'(@)r () sin @ cos p + (r(p))? sin® ¢,
W' ()% = (" (¢ )) Sln %o+ 21 ()r(p) sin g cos o + (r())? cos® .
Ebbol (2/(9))? + (¥ (9))* = (1(©))* + (r'(¢))?, és 1gy

/ \/ @l do= [ Vi (p))? dp.

A7, Az egységkérre r(p) =1, ¢ €0,2n] =1'(p)=0.

27 27
= [ @) dp = / \/12+o2d¢:/0 | dp = 2.

0 0
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A/8, r'(p) =a,

arsh T

I(r) = 02\/mdgo—a/02\/1+w2dw—a ; " Vi4sh?teht dt =

arsh Z arsh Z arsh Z

1 h(2t¢ h(2¢ 2
a/ 2Ch2tdt::a/ 2+C()dt:a[t+s()] zgsh(2arshz).
0 0 2 2 2 0 4 2

(Léasd 11.3. ébra.)

% 100

270

11.3. abra. A/8. feladat a = 5 (kék) és a = 10 (piros) paraméterrel.
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2. minta zarthelyi

. Hatarozzuk meg a kovetkezs hatarértéket!

Tty
im .
(@,y)—(0,0) 2 +y?
(3p)
. Hatarozzuk meg az f: R? = R
/$2 + y2
flay) = —
Yy
fiiggvény els6rendd parcialis derivaltjait! (3p)

. Legyen f : R? — R? | f(x,y) = (x+y, 2y) . A definiciét hasznilva hatarozzuk meg f’(0, 1)-t!

(8p)
. Legyen f :R?2 = R, f(x,y) = In(z — y). Adjuk meg az f fiiggvény (2,1) pontbeli érint6-
sikjanak egyenletét! (3p)

. Tekintsiik az f : R? — R, f(r,y,2) = 22 —y?> + 22, illetve a g : R — R?®, g(t) =
(sint, 1,cost) fiiggvényeket. Hatarozzuk meg mind a kétféleképpen az f o g kompozicio-
fiiggvény derivaltjat! (5p)

Az fR2Z 5 R, f(x,y) = 2% — 2y + y? fiiggvény altal meghatarozott feliilet (—1,—1,1)
pontjaban mely irdnyban 0 az irdnymenti derivalt? (4p)

. Hatérozzuk meg az f : R? — R, f(x,y) = 3z — 2% — y? fiiggvény lokalis szélsGértékhelyeit!
(7p)

. Szamitsuk ki az r(t) = (cost,sint,t) térgorbe ivhosszat a t € [0, 27] intervallumon! (3 p)
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FEJEZET 13

Normalt terek — integralszamitas Il.

Kulcsszavak:

mésodfaji vonalintegral, primitiv fiiggvény, Newton-Leibniz-formula, csillagszert
halmaz

13.1. Elméleti osszefoglal6

13.1. Definicié. Legyen H C R" tartomény, r : [a,b] — H szakaszonként sima t,
f:+ H— R" folytonos fiiggvény. Ekkor az ff(f(r(t)),r’(t)) dt € R szamot az f fligguény
r dtra vonatkoztatott (mdsodfaji) vonalintegrdljénak nevezziik. Jelolése: fr f-

A masodfaju vonalintegral értéke fiiggetlen az r ut paraméterezését?l.

A maésodfaju vonalintegralnak fontos fizikai alkalmazésa van: ha f : R” — R” egy
erGteret fejez ki, akkor fr f az erGtérben végzett munkat adja, mig az r it mentén eljutunk
a-bol b-be.

Kiszamitésa konnyebb, ha f-nek létezik primitiv fiiggvénye.

13.2. Definici6é. Legyen H C R” tartomany. Az F' : H — R fliggvényt az f : H — R"”
fiigguény primitiv fiigguényének nevezziik, ha F differencialhato H-n, és ott F' = f.

13.1. Tétel. (Newton-Leibniz—formula)

Legyen H C R" tartomdny. Legyen f : H — R"™ folytonos fligguény, tegyiik fel, hogy
létezik F : H — R primitiv fiiggvénye, és legyen r : [a,b] — H szakaszonként sima 1it.
Ekkor

/ f = F(r(b)) - F(r(a)).

A tételbsl kovetkezik, hogy ha f-nek létezik primitiv fiiggvénye, akkor egy tetszéleges
szakaszonként sima Ut mentén vett vonalintegriljdnak az értéke csak az Ut kezdds- és
végpontjatol fiigg. Tovabba, ha r zart, szakaszonként sima ut (azaz r(a) = r(b)), akkor

frfzo

A primitiv fliggény létezésével kapcsolatosak a kovetkezd tételek.
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13.2. Tétel. Legyen H C R™ tartomdny. Tegyiik fel, hogy f : H — R™ folytonosan
differencidlhaté H-n, és létezik F primitiv fiiggvénye is. Ekkor az f'(x) € R™*™ Jacobi-
mdtriz szimmetrikus minden z € H-ra.

Ha a H tartomény megfelel§ tulajdonsagi, akkor ez megforditva is igaz.

13.3. Tétel. Ha f : H — R™ folytonosan differencidlhato, H C R™ egyszeresen 0ssze-
fiigg? tartomdny, és az f'(x) € R™™ Jacobi-mdtriz szimmetrikus, akkor f-nek létezik
primitiv fiigguénye.

Ha tudjuk, hogy létezik primitiv fiiggvénye f-nek, akkor ezt meghatarozhatjuk ugy,
hogy egy tetszbleges H-beli tton elkészitjilk a masodfaju vonalintegraljat, ahol az 1t
végpontjat tekintjiikk valtozonak.

13.2. Feladatok

A, alapfogalmak: mdsodfaji vonalintegrdl kiszdmitdsa definicid szerint, primitiv figg-
vény, Newton-Leibniz—formula

1. Legyen f:R? = R?, f(z,y) = (y,7).
a, Tekintsiik az 7 : R — R? utat, r : y = z, € [0,1]. Szamitsuk ki [ f
értékét definicio szerint!

b, Legyen a K : R — R? zart gorbe a kovetkezSképpen megadva K : z2 +
2

y* = 1, az 6ramutato jardsaval megegyezd irdnyban egy korbefutasnyi.
Szamitsuk ki [, f értéket!
¢, Van-e f-nek primitiv fiiggvénye? Ha igen, akkor hatarozzuk meg!
2. Legyen f(z,y) = (y,—2). K : 22 +y? = 1, az éramutato6 jarasaval ellentétes
irdnyban egy korbefutasnyi.
a, Szamitsuk ki [} f érteket!
b, Van-e f-nek primitiv fliggvénye?
¢, Mi a helyzet, ha az ut irdnyitasat megforditjuk?
d, Meg tudnank-e adni egy nemtrividlis zart gorbét, amelyen a méasodfaju
vonalintegral 07
3. (,Ellenpélda”) Legyen f(z,y) = (ﬁ, i)
jarasaval ellenkezd irdnyban egy korbefutasnyi. Szamitsuk ki || i | ertéket!

K 2?2 +9% =1, az 6ramutato

B, gyakorls feladatok

1. Legyen f(z,y) = (x + y,z — y) . Hatarozzuk meg f primitiv fiiggvényét!

2. Legyen f(z,y) = (z,y) . Legyen r a kovetkez6 haromszogvonal: (0,0)-bol indul,
egyenes szakaszokon a (1,0) és (0,1) pontokon é&thalad, majd visszatér az
origoba. [ f =7
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3. Legyen f(z,y) = (> +y, > +2). r: y =2 2 € [0,1]. Szamitsuk ki [ f
értékét.
4. Hatarozzuk meg az alabbi f : R? — R? fiiggvények primitiv fiiggvényét.

a, f($,y, Z) = (yZ,CL'Z,.’L‘y);
b, f(z,y,2) = (27 = 2y2,y° — 22, 2% — 2xy);
¢ Jlay)=(-L+rzs s —m)

y25 22
5. Legyen f(z,y) = (2% — 2zy,y?> —2zy).7: y =22, x € [-1,1]. [ f=?
6. Legyen f(z,y) = (z* +y* 2 —y?).r:y=1—|1—2|,2€(0,2]. [ f="7
7. (szorgalmi) Legyen f(x,y) = (3x2_25y+3y2, 3x2_£62+3y2). Hatarozzuk meg f
primitiv fiiggvényét!
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13.3. Megoldasok-Eredmények—Utmutatasok
A/1/a, Az r gérbe paraméterezése: r(t) = (¢,t), t € [0,1], derivaltja 7/(¢) = (1,1)7.

/rf:/;(f(r(t)), r’(t)>dt:/01(t t)-(i) dt:/012tdt:1.

(13.1.a abra)

A/1/b, A K gorbe paraméterezése: K(t) = (cos(—t),sin(—t)) = (cost, —sint), t € [0, 27],
derivaltja K'(t) = (—sint, —cost)’.

21 —sint 2m 27
/f:/ (—sint cost )( ) dt:/ sin? t—cos? ¢ dt:—/ cos2tdt =0.

(13.1.b 4bra)

[N

0.8
0.6
0.4
0.2

-0.2

0.5 0.5

-0.5 -0.5

-1 -05 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1
T T

13.1. 4dbra. a) A/1/a feladat, b) A/1/b feladat, ¢c) A/2 feladat, d) A/3 feladat.

A/1/c, f folytonosan differencialhato (léteznek a parcialis derivaltjai és folytonosak egész
R2-en), tovdbba 9, f1 = 9, f2 = 1 (azaz f’ szimmetrikus), igy létezik primitiv fiigg-
vénye.

Tudjuk, hogy f primitiv fiiggvényére F/ = f, vagyis:

O F = fi,azaz 0, F =y = F(x,y) =xzy+g(y), illetve

OyF = fo,azaz OF =2 = F(x,y) =zy+ h(z).

Ebbél kapjuk, hogy F(z,y) = xy + C', ahol C € R tetszbleges konstans.
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Masik lehetség a primitiv fiiggvény meghatarozasara, ha kiintegraljuk f-et egy

(x,y)-ba vezets uton (a kezdépont tetszéleges, de nem lehet (z,v)).

Valasszuk az r ut kezd6pontjanak az origot. Az utunkat két részre bontjuk: el6szor

haladjunk az z-tengelyen (z, 0)-ig, majd innen parhuzamosan az y-tengellyel egészen

(:c y)-ig. A két ut paraméterezése a kovetkezs: r(t) = (¢,0) , t € [0,z], derivaltja
1(t) = (1,0)T. ra(t) = (w,t) , t €10,y], derivaltja r5(t) = (0,1)T.

/f /f+/ / (0 t) <1>dt+/0y(t :E)-(?)dt:O+/0y:Udt:[azt]g:xy.

Az Osszes primitiv fiiggvény ettdl csak konstansban tér el.

A/2/a, A K ut paraméterezése a kovetkezs (13.1.c abra): K(t) = (cost, sint) , t € [0,27],
derivaltja pedig K'(t) = (—sint,cost)”.

27 o 27 27
/ f:/ ( sint —cost )( st > dt:/ —sin2t—cosztdt:/ —1dt = —27.
K 0 cost 0 0
A/2/b, Nincs, mert Oy fi = 1% 0y fa = —

A/2/c, Ellentétes iranyitottsagu uton a vonalintegral a —1-szeresére véltozik, igy 2.

A/3, Mivel 0, fl m
f-nek. Tovabba zart gérbén integralunk, igy 0-at kellene kapjunk. De

2 —sint 2m
/f:/ (—sint cost)-< > dt:/ sin?t + cos®t dt = 2.
K 0 cost 0

A magyarazat az, hogy a K utat bele kellene tudjuk foglalni egy egyszeresen Gssze-
fligg6 tartoményba, amely tartomany minden pontjidban meg kellene egyezzenek
f keresztben vett parcilis deriviltjai. Vegyiik észre, hogy az origbban a parciélis
derivaltak nincsenek értelmezve (mar f sem volt). Igy az origot ki kellene vagnunk
a tartomanybol, viszont ha azt akarjuk, hogy ugyanakkor K-t tartalmazza, akkor
mar nem lesz egyszeresen Osszefiiggd. Lasd 13.1.d abra.

= Oy fo, igy az az érzésiink lehet, hogy van primitiv fiiggvénye

B/1, Hasonléan jarunk el, mint a A/1/c, feladatnal:

/’”f_/ﬁ”/rgf_/ox(t t).<(1)>dt+/0y(x+t x—t).<(1)>dt—

x T 2 2
/ tdt+/ r—tdt=" pay— L.
) ) 2 2

Tehat f Gsszes primitiv fiiggvénye: F(z,y) = 5 + zy — % + C, ahol C € R
tetszGleges konstans.

Miésképp:

0. F = fr,azaz O, F =z +y = F(z,y)=% +zy+g(y),illetve

OyF = fo, azaz OyF =z —y = F(z,y)=2y—% +h(z).

Innen mar adodik F'.
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L7 |
e

¢ d
1 1
> 0.5 = 0.5
0 0
-0.5
-1 -05 0 0.5 1 0 0.5 1 1.5 2
x T

13.2. 4dbra. a) B/2 feladat, b) B/3 feladat, c¢) B/5 feladat, d) B/6 feladat.

B/2, fr f =0, mert f-nek létezik primitiv fiiggvénye (f folytonosan differencidlhato és
Oyfi = 0, f2 = 0). Lasd 13.2.a 4bra.

B/3, Az r ut nem tul szép, igy reménykediink, hogy van f-nek primitiv fiiggvénye, mert
akkor az integral értéke csak az ut kezdd- és végpontjatol fiigg (13.2.b abréan a sima
piros gorbe) és valaszthatunk egy maésik utat.

f folytonosan differenciélhat6 egész R?-en és 9, f1 = 1 = 9, fa, vagyis létezik primi-
tiv fﬁggvénye Valasszunk egy kellemesebb 7 utat (13.2.b abrén a pontozott piros
gorbe): 7(t) := (t,t) , t € [0,1], derivaltja r'(t) = (1,1)T.

/f /f / (*+t t2+t)-<i>dt:...:§.

B/4/a, F(z,y,z) =xyz+ C, C € R tetszoleges.
B/4/b, F(z,y,z) = %(3:3 + 3 +23) —22yz + C, C € R tetszoleges.
B/d/c, F(z,y,z) =" - +a+C, C€R tetszoleges.

B/5, r paraméterezése: r(t) = (t,t2) , t € [~1,1] , derivéltja /() = (1,2t)T.

' 1 L o5 g 14
/f_/ (2—2t3 tt—2t3 ). dt—/ =265 +2t° — 4t dt = —— .
T -1 2t -1 15
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Lasd 13.2.c abra.

B/6, Az r gorbe két egyenes szakaszbol all, az ry darab a (0,0) pontbodl az (1, 1) pontba,
a rg darab az (1,1) pontbol a (2,0) pontba fut (13.2.d abra).
1 paraméterezése rl(t) = (t t), t € [0,1], r{(¢t) = (1,1). ro paraméterezése:

= (t,2-1), te[1,2], r(t) = (1,-1).

e[
/0(2t2 0)<1> dt+/12(t2+(2t)2 t2(2t)2).<_11) 4 —
/012752dt+/128 8t 4+ 22 dt = %

B/7, F(z,y) = —ﬁ arctg <ﬁ(y - %x)) +C.

oo\w
w
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Normalt terek — integralszamitas Ill.

14.1. Feladatok

A, gyakorlé feladatok

1. Hatérozzuk meg f(x,y) = (z,y) primitiv fiiggvényét!

2. Legyen f(x,y) = (22 + 2zy — 3,22 — 2zy — 3?) . Hatarozzuk meg f primitiv
fiiggvényét!

3. Legyen f(z,y) = (22 +y,y?> —2). A T ut pedig egy téglalap, melynek cstcsai
a bejaras szerinti sorrendben (1,2), (3,2), (3,4), (1,4). [ f =7

4. Legyen f(z,y,2) = (y,2,2). S(t) = (acost,asint,bt), ahol ¢ 0-t6l 27-ig nd.
Jsf=7

B, komolyabb feladatok

1. Legyen f : R? — R? differencialhato fiiggvény. Bizonyitsuk be, hogy f’ ponto-

san akkor szimmetrikus, ha rot f = 0!

2. Legyen g : R — R tetsz6leges differencidlhat6 fiiggvény. Mutassuk meg, hogy
az f : R?2 = R? f(z,y) = (vg(2? + v?),yg(x? + y?)) fiiggvény minden szaka-
szonként sima zart Gtra vett masodfaju vonalintegréalja 0!

3. Legyen f(xz,y) = (e©" ¥z, e T¥°y) egy fizikai erstér. Hatérozzuk meg a vég-
zett munkat, ha az origobol az (1,1) pontba jutunk el! (Hasznéljuk az el6z6
feladatot.)

4. Legyen f : R? — R? folytonos fiiggvény. Bizonyitsuk be, hogy Ur f‘ < KM,
ahol K az r szakaszonként sima t hossza és M = max, \/fZ + f2!

5. Legyen f(x,y) = <(x2+$z+y2)2, (12+;y’:_y2)2> . Bevezetve az Ig := f$2+y2:Rz f
jelolést, mutassuk meg, hogy limp o Ir = 0! (Hasznaljuk az el6z6 feladatot.)

6. Mutassuk meg, hogy a graviticids erétér konzervativ!
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FEJEZET 14. NORMAILT TEREK — INTEGRALSZAMITAS III.

14.2. Megoldasok-Eredmények—Utmutatasok

A1,

AJ2,
A/3,

A/4,

B/1,

(Az 1./A/1/c, illetve 1./B/1 feladat mintajara.)
1. megoldas: Olyan F : R? — R fiiggvényt keresiink, amelyre
2
0. F(xz,y) = x = F(x,y) = % + h(y) alaku, ahol h(y) egy csak y-tol fiiggd tag,
illetve ,
OyF(x,y) =y = F(x,y) = % + g(x) alaku, ahol g(z) egy csak z-t6l fiiggs tag.
A kettdt egybevetve f Osszes primitiv fiiggvénye: F(z,y) = % + % +C, CeR
tetsz6leges konstans.

2. A megoldés vonalintegr:illal
, t€[0,2], ri(t) = (1,0)T, ra(t) = (1), t € [0,y], ry(t) = (0, 1)

Y 0 B Y 772
/f /f+/ / t0< >+O(xt)-<1>_0tdt+0t +=.
AhonnanF(a:,y):%—l—7+C’.

F(z,y) = %3 + 2%y — xy? — % +C, C € R tetszbleges.

—&. Lésd 14.1.a 4bra.

2T
/f :/ ((asint, bt,acost), (—asint,acost,b)T) dt =
S 0

vy
/ —a’sin’t + abt cost + abcost dt = ... = —a’rw.
0

1— cos 2t

Az integralas soran hasznaljuk fel, hogy sin®t = , illetve tcost-t pedig in-

tegraljuk parcidlisan. Lasd 14.1.b &bra.

Az [’ métrix a kovetkezs:

ax f 1 ay f 1 az f 1
f/ - a:vf? 8yf2 8zf2 )
axf 3 ayf 3 azf 3
ahol f1, f2 és f3 jeloli f koordinata-fiiggvényeit. Az f’ métrix szimmetrikussaga azt
jelenti, hogy a féatlora szimmetrikusan elhelyezkedd elemek egyenlSk, azaz 0, fo =

ayfla Oz f3 = 0. f1 és ayf?: =0.f2.

Az f rotacioja:

I'Otf: O ay 0, | = (8yf3_azf%azfl_8a:f3a83:f2_8yf1)'
i fa fs

rot f nullaval valo egyenldsége azt jelenti, hogy 0y f3 = 0. f2, 0.f1 = O, f3 €s Opfo =
dy f1, ami megegyezik az f’ szimmetrikussagabol el6bb kapott feltételrendszerrel.
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Az f folytonos fiiggvény minden szakaszonként sima zéart ttra vett mésodfaja vo-
nalintegralja O feltétel azt jelenti, hogy a vonalintegrél fliggetlen az uttol, vagyis
f-nek 1étezik primitiv fiiggvénye. Tehat azt kell belatnunk, hogy van primitiv fiigg-
vénye. f differenciadlhato, igy f’ szimmetrikussédga ezt mar maga utén vonja. Itt ez
teljesiil, hiszen 9, f1 = xg'(2% + y*)2y = O, fa .

4t a MZZZZZZM% b
A ; 6
: 2
/ 2
3 f 2 4
= A g w
3 A 4 21
”
25 = N
= \0\/0/2

35 y -2 -2 x

o
wn
[
=
ol
N
N
wn
w

-1 -05 0 0.5 1
T

14.1. 4bra. a) A/3 feladat, b) A/4 feladat, c) B/3 feladat, d) B/5 feladat.

Mivel f a B/2. feladat szerinti alaku (g = exp), igy létezik primitiv fiiggvénye (14.1.c
abra). Ezért a megadott pontokat Osszekots akarmilyen tt mentén haladhatunk.

Valasszuk az egyenesszakaszt:

r(t) = (t,t), t€[0,1], r'(t) = (1,1)T.

/f / t et ) - < 1 ) dt:/012t62t2 = [;eZtQ];: %(62—1).

Legyen 7 : [a,b] — R? szakaszonként sima 1t. Ennek ivhossza K = fb Il ()| dt.

/rf /ab<f(r(t)),r’(t)> dt‘ < /a” 1(F(r (), 7 (£))] dt </ £ () - 17 ()] dt .

Itt a norma az euklideszi normét jelenti, és felhasznéltuk, hogy egy fliggvény integ-
raljanak abszolut értéke kisebb vagy egyenld, mint a fiiggvény abszolut értékének
az integrdlja, valamint a CBS-egyenl6tlenséget.

A fr@) = V(fi(r®))? + (f2(r(t))? tényezét az r Gt menti abszolitértékben
legnagyobb értékével becsiiljiik feliilr6l. Ez mér egy szam, igy kivihetjiik az integral
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elé, igy

b b
Lo < [ 1seenn- 1@ a < mo /524 53 [l ae = .

B/5, Az el6z6 feladat alapjan |Ig| < KrMpg, ahol Kr = 2Rw, és Mp a fiiggvény eukli-
deszi normdajanak a maximuma az R sugari kor mentén. Ekkor az R sugaru kort
alkoto (z,y) = (Rcos g, Rsin ) pontokban

y2 22 R2
1f(z, 9l = 2 ni T 732 24 2 2 no)d
(22 +zy+y?)*r (2?2 + 2y +y?) (R? + R? cos psin p)
1 B 1 B 1 4
R3(1 + COS(pSil’l (,0)2 R3 (1 + sin2250)2 T RS (1 + —71)2 R3

Ebbésl

4 8
ﬁZRW:R—Z%O, ha R — oco.

Azaz Ip-t abszolut értékben majoraltuk egy nulldhoz tartd sorozattal = limp o, IR =
0. Lasd 14.1.d &bra.

|Ir| < KrMp <



FEJEZET 15

Tobbszorés integralok 1.

Kulcsszavak:

négyszogtartomany, normaltartomany, kettds integral, polartranszformécioé

15.1. Elméleti 6sszefoglald

Ebben a fejezetben f : R? — R tipust fiiggvények integralasaval (kettds integral) foglalko-
zunk négyszog- és normaltartoméanyon. A kettds integrélnak fontos alkalmazasai vannak
a teriilet- és térfogatszamitasban.

15.1. Definici6. Négyszogtartomdnynak nevezzik a T = {(z,y) :a < x < bc <y <
d} C R? halmazt.

Ha f integralhato a T négyszogtartomanyon (azt, hogy ez mit jelent, itt nem rész-
letezziik), és minden y € [c,d] esetén létezik az ff f(x,y) dx Riemann-integral, akkor

az f fiiggvény T tartoméanyon vett integrélja [ [, f(x,y) dedy = fcd <f;f(m,y) daf) dy.

Amennyiben minden x € [a, b] esetén létezik az fcd f(z,y) dy Riemann-integral is, akkor

//Tf(w’y) dwdy:/cd (/abf(x?y) dx) dy:/ab (/cdf(rc,y) dy> da.

Ekkor, tehat az x és y szerinti integrélas sorrendje felcserélhets. Ha példaul f folytonos,
akkor ezek a feltételek teljesiilnek.
A négyszogtartomanynal altalanosabb halmaz a normaltartomany.

15.2. Definici6. Legyenek g1,92 € Cla,b], és legyen minden z € [a,b] esetén g;(z) <
g2(x). Ekkor a
T={(z,y):a<a<b gi(z) <y < g2(2)}

halmazt az x tengelyre normdltartomdnynak nevezziik.

91
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15.1. Lemma. Legyen T az x tengelyre normdltartomdny. Ha f folytonos T-n, akkor

/Lﬂ%”“@:lwli?“””@)m‘

Hasonl6an értelmezhetd az y tengelyre norméltartomény is:
T={(z,y):c<y<d, hi(y) <z < ha(y)}
Ekkor, példaul feltéve a folytonossédgot

fag dedy = [ ([ @) o) ay.
/. [ (L

Megjegyezziik, hogy elég f integralhatosagat és a belsd integrél 1étezését feltenni a foly-
tonossag helyett ezekben az esetekben is.

Norméltartoméany esetén tehéat az integralas sorrendje meghatarozott. A sorrendet
csak akkor lehet felcserélni, ha T" mindkét tengelyre normaltartomany, de a csere ekkor
is a hatarok atalakitasaval jar.

Sok esetben megkonnyiti az integralas elvégzését, ha integraltranszformaciot alkalma-
zunk. Ez a valos-valos fiiggvények helyettesitéses integraldsanak az dltalanositasa. Tegyiik
fel, hogy az x : (u,v) — z(u,v) és y : (u,v) — y(u,v), (u,v) € T’ fiiggvények a T' C R?
tartomanyt kolcsonosen egyértelmiien leképezik a T' tartomanyra, és folytonosan differen-
cidlhatok. Ekkor, ha f T tartomanyon vett integréilja 1étezik, akkor

O(z,y)
z,y) dedy = / z(u,v),y(u,v dudv,
J[ @ asay= [ [ oyt |G
ahol
os 0
8(1’, y) _ au 01}
9(u,v) dy oy
Ju Ov
a transzformécio (Jacobi-) determinansa.
Specialisan polartranszforméaci6 esetén
T =rcos¢, Y =rsing,
tehét
O(w,y) | cos¢ —rsing | .

o))

(r, ) sing rcos¢

aminek az abszolut értéke r. (Vegyliik észre, hogy ez a leképezés igy még nem kolcsonosen
egyértelm?, mert az r = 0, ¢ =tetsz’leges valasztas is az origdt adja, ugyanakkor ez a
probléma kénnyen kikiiszébolhet?.)

15.2. Feladatok

A, kettds integrdl téglalap tartomdnyon
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1. Hatarozzuk meg az f(x,y) = x? + 4y fiiggvény (15.1.a abra) integraljit az
egységnégyzeten! (Mindkét sorrendben.)

2. Hatarozzuk meg c értékét ugy, hogy az f(z,y) = c(x? + 3y?) fiiggvény egység-
négyzetre vett integralja 1 legyen!

3. 1:=[0,In2] x [0,In3]. [, 3*™* dady =7 (15.1.b 4bra)

4. I:=0,00) x [0,00). [[;e*7¥ dedy =7 (15.1.c abra)

a b c

15.1. &dbra. a) A/1 feladat, b) A/3 feladat, c) A/4 feladat.

B, kettds integrdl normdltartomdnyon

1. H:= {(m,y) 0<z<l,22<y< x} I xy? dedy =7 (kétféleképpen)

2esx+y = %a gorbék altal kozrefogott sikidom

2. Hatarozzuk meg a zy = a
teriiletét!

3. Hatarozzuk meg az egységsugaru korlap teriiletét! (polartranszformécié nélkiil)
C, integrdaltranszformdcio — poldrtranszformdcio
1. Hatarozzuk meg az egységsugaru korlap teriiletét!

2. T:={(z,y): 2 +y*<1,0<z,0<y}. ffofﬁﬁ dedy =7

3. T:={(z,y): 1 <a* +y* <4}, [[;In(z? +y?) dady =7

D, integrdldsi sorrend felcserélése, egyéb
1. Cseréljiik fel az integralas sorrendjét az alabbi integralokban!
a Jo 7 f(a,y) dyde;
b, fy S f(,y) dyde:
¢, Jy Sy Fa,y) dady.

2. Mutassuk meg, hogy [/,
valamelyik paratlan!

3- ffx2+y2§4 Sgn (QE2 + y2 — 2) dﬂfdy = ?

24 y2<a? x™y™ dedy = 0, ha m, n pozitiv egészek koziil
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15.3. Megoldasok-Eredmények—Utmutatasok
A/, I = [O 1] x [0, 1] . Az integralés sorrendje tetsz6leges. Mindkét sorrendben kiszamit-

1

3 11 1
//fd:xdy—/ / :c+4yda:dy—/ [x3+4xy] dy:/ 3+4ydy:[3y+2y2]
=0 0

A masik sorrendben:

1 1 1 1 3
//f dxdy = / / 2> +4y dy dz = / [m2y + 2y2}1_0 dz = / 2?42 dz = [IE + 21:] =
I o Jo 0 v= 0 3 0

A/2, I =1[0,1] x [0,1]. Az integréalas sorrendje tetszGleges.
a3 ! 1 4
//f dxdy—c/ / 22432 dz dy—c/ [+3y2x] dy:c/ “43ydy=... = —c.
3 20 0 3 3
Tehat ¢ = 1 .
A/3, f = g(x)h(y) alaku, igy

In3 In2 In2 In3 140
/ f dedy = / / 3‘”+4ydxdy—</ e3wdx> </ e4ydy):...:.
o Jo 0 0 3
A/4,
//fdxd —/ / xyd:):dyhm{//e_x_ydxdy}—
o Jo a=oo LJo Jo

alggo{< —fvdm>< eydy>}_alggo{[ ]2 [—e ]2} = lim (1- )2 = 1.

B/1, A tartomany x és y szerint is norméltartomény (15.2.a dbra).
1. A tartomanyt = szerint normaltartomanynak tekintve:

1 x 1 371 1 4 7 1
dzdy = 2dy) dz = ¥ dr= | -2 qp=.. =—.
/], 1 s /o</”’°y y) ’ /o[%]y:xz ks e 10

2. A tartoményt y szerint normaltartomanynak tekintve:
1 NGl Lr,.2 VY 1,3 ,4 1
/ fd:cdy:/ / zy? dz dy:/ [xyZ] dy:/yydy:...:.
I 0 y 0o L2 vy 0o 2 2 40

B/2, A tartoméany z szerint norméltartoméany (15.2.b abra). Ennek x szerinti hatérai az
Ty =a’ésxty = %a gorbék metszéspontjainak x-koordinatai, vagyis az xy = a? és
Tty = %a egyenletekbdl allo rendszer megoldasai z-re: 71 = §, 22 = 2a. Az a >0
esetet targyaljuk. (A mésik eset hasonloan végezhet el.) A tartomany teriilete az

azonosan 1 fiiggvény integralja a H = {(z,y) : § < 2z < 2a, ‘;—2 <y<-—z+3a}
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15.2. abra. a) B/1 feladat, b) B/2 feladat a = 2 paraméterrel.

tartomanyra. Tehat

2a —z+3a 2a 2 2
T:[% (/{12 ’ 1dy> da::/621 <—m+ga—z> dxz[—é%—;ax—cﬂlnx
a? (?—1114) .

B/3, Egy negyedkorlap teriiletét hatarozzuk meg. N-nel jeldljiik az egységkorlap pozitiv
siknegyedbe es¢ darabjat.

1 [ i—a? 1
T/4://1d1:dy:/ (/ 1dy> d:c:/ V1—2a?de.
N 0 0 0

Az x = cost helyettesitéssel integralva

3 3 21— cos2t
T/4:/2msintdt:/2sin2tdt:/2Cosdt:...:
0 0 0

2

2a

[

NS

C/1, Lasd 15.3.a abra. Polartranszformaciot alkalmazva:

1 2 1
T://ldxdy:// rdgpdT:/QrWdr:m
K o Jo 0

C/2, Lasd 15.3.b abra. Polartranszforméaciot alkalmazva az integralando kifejezés egysze-
rlisodik:
2zy _ 2r2cospsing
z2+y2 T r2(sin2 p+-cos? )

1 I 1
//fdxdy://QSin2g0-rd<pdr:...:.
T o Jo 2

= sin 2¢, tehat
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15.3. abra. a) C/1 feladat, b) C/2 feladat, ¢) C/3 feladat, d) D/3 feladat.

C/3, Lasd 15.3.c ébra.

2 o 2
// In(z? + %) dxdy:/ / Inr? -7 dp dT:27T/ 2rinr dr,
T 1 Jo 1

amit parcialisan integralva (v’ = 2r,v = Inr szereposztassal):

2

2 2
1 3
:277[7"21117“]%—277/ 2= dr =27 [7“21117“—71} =27 (41n2—> .
1 r 2 1 2

D/1/a,
/j/:gcf(m,y) dy darz/:/yyf(x,y) da dy+/24/y2f(x,y) da dy.
D/1/b, 2 |
/01/; f(z,y) dy d$:/01/fff(x’y) dz dy.
D/1/c,

/Olijf(x,y) dz dy:/ol/ﬂxzf@’w dy dz.
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D/3, 0. Lasd 15.3.d abra.
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FEJEZET 10

Tobbszorés integralok 1.

Kulcsszavak:

téglatartomany, normaltartomany, harmas integral, hengerkoordinatik, gombi
koordinatak

16.1. Elméleti osszefoglal6

Az f: R?® — R tipusu fiiggvények integralja (hdrmas integral) a kettds integralhoz ha-
sonloan definidlhaté. Az f : R® — R fiiggvény V tartomanyon vett harmas integraljat

S, f jelsli.

16.1. Definici6. Téglatartomdnynak nevezzikk a V = {(z,y,2) : a1 < 2 < bj,as <y <
be,a3 < z < b3} C R3 halmazt.

Ha f integralhaté a V' téglatartomanyon, és N jeloli V meréleges vetiiletét az xy-sikra,
akkor f fiiggvény V tartoményon vett integralja

///V f(z,y,2) dedydz = //N < a:3 f(z,y,2) dz> dady,

amennyiben a belss integral létezik minden rogzitett (x,y) € N esetén.
Hasonlo feltételek esetén, mint a kettds integralndl, az integralds sorrendje téglatar-
tomény esetén is felcserélhetd.

16.2. Definicié. Legyen T az xy sik normaltartomanya, és g1, g2 : T" — R olyan folytonos
fiiggvények, amelyekre g;(x,y) < go(x,y) VY(x,y) € T. Ekkor a

V={(z,y,2): (x,y) € T,91(z,y) < z < ga(z,y)}

halmazt az xy sikra normdltartomdnynak nevezziik.

Legyen f folytonos, ekkor

///V f(x,y,2) dedydz = //T (/glg::myj) flz,y,z2) dz) dzdy.

99
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Hasonl6an értelmezhets az zz ill. yz sikra norméltartomény is.

Alkalmas transzformacioval a harmas integral kiszamitasa is gyakran egyszertibbé
valik. Tegyiik fel, hogy az z : (u,v,w) — z(u,v,w), y : (u,v,w) — y(u,v,w) és z :
(u,v,w) = z(u,v,w), (u,v,w) € V' fiiggvények a V' C R? tartomanyt kélcséndsen
egyértelmien leképezik a V tartoményra, és folytonosan differencidlhatok. Ekkor ha f
integralhaté a V' tartomanyon, akkor

_ Oy, 2)
///V f(z,y,2) dedydz = // . fz(u,v,w), y(u, v, w), z(u, v, w)) '8(u,v,w)' dudvdw,
ahol
ou Ov Ow

Ox,y,2) | 9y Oy Oy

A(u, v, w) ou Ov Ow

ou Ov OJOw

a transzformaci6é Jacobi-determinénsa.
Specidlisan hengerkoordindtakra valo attérés esetén

r=rcos¢, y=rsing, z=2z,

ekkor a Jacobi-determinans r-rel egyenld, aminek az abszolit értéke is r.
Gombi koordinatakra attérve

r=rsind¥cos¢, y=rsindsing, z=rcosv,

és a Jacobi-determinéns 72 sin ¥, aminek az abszoltt értéke 72 sin [4].
(Megjegyezziik, hogy ezek sem kolcsonosen egyértelm? leképezések, de ez a probléma
is konnyen kikiiszobolhet?.)

16.2. Feladatok
A, hdrmas integrdl

1. Hatérozzuk meg az f(z,y, z) = 22 +4yz fiiggvény integraljat az egységkockan!
2.7 = {(z,y,2):0<2<1,0<y<1—-z,0<z<1l-—z—y}(d 16.1.a ab-
ra). [[[;2xy dedydz =7

3. T := {(x,y,z):ogxg L0<y<+vI—a2,0<z< 1—x2—y2}(ld. 16.1.b
abra). [[[;2y dedydz =7
4. Hatérozzuk meg a z = 1 — a2 — y? feliilet xy-sik feletti részének térfogatat!

B, hdrmas integrdl transzformdcidja — henger és gombi koordindtdkra vald dttérés

1. T := {(:U,y,z) 2?42 <1,0< 2 < 1}. ffme dzdydz =7 (henger-
koordinatak alkalmazasaval)
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2. Szamitsuk ki az R sugaru, m magassagu henger térfogatat!

ryz

3. Szamitsuk ki (gombi koordinatak alkalmazasaval) az f(x,y,z) = ey e

fliggvény integraljat az egységgdémb 1. térnyolcadba esé részén!
4. Szamitsuk ki az R sugara gdomb térfogatat!

5. Hatarozzuk meg az 2> 4+y? = R?, v 4+y+2=a,x =0,y = 0 és z = 0 feliiletek
altal kozrefogott test (16.2.b abra) térfogatat!
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16.3. Megoldasok-Eredmények—Utmutatasok

A/1, Az integralas sorrendje tetszGleges.
1

1,1
1
///x—l—llyzdxdydz—//{ —|—4yzx] dydz://—l—4yzdydz:
2=0 o Jo 3
1 4
/ [y+2yz} dz-/ +2zdz=...= .
o 13 =0 0 3 3
A /2, Az integralasi tartomany a 16.1.a dbran lathato.
11—z l—z—y 11—z
// / Qa:ydzdydx—// 2zy(l —x —y) dy dz =

/ xy? — 22 —nylxda:—/ r— 22+ 28 1m4d:c— —i
; y Y 3 o —03 3 ==

A/3, Az integrélési tartomény a 16.1.b dbran lathato.

Vi—zZ pl—z2—y? V1-z2
// / 2ydzdydx—// y(1 — 22—y dy dz =

47V 1—z2 1
/ [y — iz —y] da::/ -2 —(1—-2%)2?— (1 -2*)?%de =
0 2], 0 2
1 3 571
1 1 2z x 4
(-2 42 de=c -+ | ==
/02( z +:17) T 2[$ 3 +5L0 15

» 0.5

X

16.1. dbra. Az integralasi tartomanyok: a) A /2 feladat, b) A/3 feladat.
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A/4, A felillet a 16.2.a abran lathato.

—a?—y?
/ / / 1dzdydaz—/ / 1—ac2—y2dyd9::

1—22 1
T R R e R
—1 —1

y=—v1—a22 3

majd z-et sint-vel helyettesitve és felhasznélva a cos®t =

4 ! 4 2
/ (\/1—$2)3dx:3/2 cos4tdt:...:g.

3J1

3

% azonossagot:

2

© 0.5

0.5

S o
C

16.2. abra. a) A/4 feladat: a z = 1 — 22 — y? feliilet zy-sik feletti része, b) B/5 feladat:
az integrélasi tartomany a = 1 esetén.

B/1, Hengerkoordinatakra attérve:

2 1 1 2 1 oy
///1+x2+ 2dxdydz—// / rdrdgodz—2/0/0 /szdrdcpdz:
21
// [zIn(1+7r?)]l_y dp dz = .. —ln2

B/2, Hengerkoordinatakra attérve:
R

R p27m prm R pr27 R 7,2
V= / / / 1.rdz dp dr = / mr dp dr = / 2mmr dr = 27mm {} = mR*r
1 Jo Jo o Jo 0 2 o
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B/3, Gombi koordinatékra attérve:

/ / / 3 sin 19s1n<pcosgocosq9 P2 sind dr do dw —

E jus 471 4 g Jus
3 2 . r sin™ v 1 2 1
r° dr / sin® 9 cos ¥ dw / sinpcosp dp | = [] [ } {— cos 24 = —.
</o ) ( 0 ) ( 0 4ol 4 Lo L 4 o 32

B/4, Gombi koordinatakra attérve:

m 27 R ™ ’1“3 R 2 T 4
/ / / 1-r?sin® dr dp dw = / 2msin ¥ [] dw = R37r/ sing dw=... = -R3x.
o Jo Jo 0 3 1o 3 0 3
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Komplex fiiggvénytan |I.

Kulcsszavak:

folytonossag, differencidlhatosag

17.1. Elméleti 6sszefoglald

A komplex fliggvénytan az f : C — C fliggvények analizisével foglalkozik. Ezek a fiiggvé-
nyek megadhatok az f(z + iy) = u(z,y) + i - v(z,y) alakban, ahol u,v : R? — R az tn.
valos- és képzetesrészfiiggvények. Ebbsl adodik, hogy az f : C — C és az f : R2 — R2
fliggvények kozott bijekcid 1étesithets.

Ez alapjan a komplex fliggvények hatarértékének és folytonossdganak a fogalma nem
igényel kiilon targyalast. Igy peldaul a folytonossag a kovetkezot jelenti:

17.1. Definici6. Az f : C — C fiiggvény folytonos a zg € D(f) pontban, ha minden e > 0
szamhoz létezik olyan § > 0, hogy minden z € D(f), |z —zo| < d esetén |f(z) — f(z0)| < €.

A 2 = z + iy komplex szdm abszolut értékén a |z| = /22 + y? € R szamot értjiik, ami
nem mas, mint a z komplex szamnak megfelel6 R2-beli vektor euklideszi norméja. Egy
f : C — C fiiggvény tehat pontosan akkor folytonos, amikor a megfelel§ f : R? —» R?
fliggvény is az, vagyis amikor az u és v valds- és képzetesrészfiiggvények folytonosak.

Egy komplex fiiggvény differencidlhatésdga azonban nem azt jelenti, hogy a megfe-
lel6 R? — R? fiiggvény differencidlhaté. A komplex szdmok korében értelmes az osz-
tés, igy a differenciahanyados-fiiggvény is. Igy a valos-valos fiiggvények derivaltjanak a
differenciahényados-fiiggvény hatéarértékén alapulo definicioja (amely nem terjeszthetd
ki tetszGleges normalt térbdl normalt térbe képezd fliggvényre) a komplex fliggvények
korében értelmes.

17.2. Definicié. Az f : C — C fiiggvény differencidlhatd a zy € intD(f) pontban, ha
létezik a
f(z) = f(20)
2—20 zZ— 20

(C-beli) hatarértek. Ha létezik, akkor ezt a szamot az f figguény zo pontbeli derivdltidnak
nevezzik.
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Ennek értelmében tehédt a derivalt egy komplex szam, és nem egy 2 x 2-es métrix.

17.2. Feladatok

A, komplex szdmok O

1.

Hozzuk egyszeriibb alakra a kiévetkezd kifejezéseket!

a, 1+4)(1—1); b, (14+i)?; ¢, %; d, 9.

Irjuk 4t a kovetkezé komplex szamokat a masik két alakba! (algebrai/ trigo-
nometrikus/ exponencialis)

a, 1—i: b, V3+i; ¢ 2i; d,1; e, cos g +ising; f,cos%”—l—z’sin%’r;
g, sina —icos .

Hozzuk egyszeriibb alakra a kiévetkezd kifejezéseket!
a, (1_i)2011; b7 8—1—337 C, V_la d7 \/iv €, %7 f: 51_Z

Adjunk formulat sin 3« és cos 3a-ra sin «, cos a segitségével!

5. Oldjuk meg az alabbi egyenleteket a komplex szamok korében!

7.

a, 224+1=0; b, 22-224+2=0; ¢, 22=ilz|]; d, 22-2iz—1=0; e,
23 —212+20=0.

Igazoljuk a kiévetkezd azonossagokat!

a,Z=2; b [zl =|z; ¢ zz=22=2; d, |azn|=|allnl; e znnm =
Z21%Z2 -

Mutassuk meg, hogy a komplex szamtest nem rendezhets (mtivelettartoan)!

B, folytonossdg, differencidlhatdsdg

1.
2.

3.

4.

Mutassuk meg, hogy az f(z) = 22 fiiggvény folytonos!

A definiciot hasznalva szamitsuk ki f/(z)-t, ha

a, f(z) =2%; b, f(z) = 1££.

Mutassuk meg, hogy az alabbi fiiggvények nem differencialhatéak!

a, f(z) = Re(z); b, f(z) =%; ¢, f(2) =z

Mutassuk meg, hogy az alabbi fiiggvény folytonos, illetve allapitsuk meg, hogy
létezik-e f'(0)!

52
= ,haz#0,
0 ,haz=0.
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17.3. Megoldasok-Eredmények-Utmutatasok

A/1/a,
A/1)b,
A/l/c,

1+9)(1—-i)=1-2=1—(-1)=2.

(1+14)%=1+2i+*=2i.

11 __1_i_y
z‘3_(z’2)z’_ [
1+i . (A+9)(A+26) _ 143i42i%2
1-2¢ = (1-2i)(1+2¢) —  1-4i2 —

270 270

17.1. abra. a) A/2/a-f feladat, b) A/3/a (21005 — 21905 helyett —2 — i2) és b feladat.

A/2/a,

A/2/b,

A/2/e,
A/2/d,
A/2/e,
A/2/t,
A/2/g,
A/3/a,

A/3/b,

r=12+(-1)2=v2 tgp=-1=p=-%

= 1 — i trigonometrikus alakja: v2(cos(—%) + isin(—7)), exponencialis alakja:
\/Qe_i%. Lasd 17.1.a abra.

r=v3+1=2sinp=3=¢p=72=3+i=2(cos% +isinf) = 2¢'6. Lasd
17.1.a abra.

2i = 2(cos T +isinT) = 2¢'2. Lasd 17.1.a ébra.

1 =1(cos0 +isin0) = €. Lasd 17.1.a 4bra.

cos T +isin ¥ = ¢'5 = 1 43 Lgsd 17.1.a dbra.
COSQ?”+ZSIH2%2613 :—%—f-l@ Lasd 17.1.a abra.

sina —icosa = cos(a — §) +isin(a — F).

—21005 _ ;91005 1,454 17.1.b abra.

(e — e VRSt T V2" (cosdr+isin d) = 2. Lisd 17.1.1
abra.
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17.2. dbra. a) A/3/c feladat, b) A/3/d feladat, c¢) A/3/e feladat, d) A/3/f feladat. Piros
szin jeloli a komplex szdmot, amelybdl gyokot kell vonni, kék szin a gyokoket.

A/3/c, +i. Lasd 17.2.a ébra.

A/3/d, Vi = \/cosT +isin} = cos (g?kﬂ) + isin (g+22k7r> L k=0,1= (Vi) =
iY2 (Vi)g = —¥2 — 2. Lésd 17.2.b dbra.
A/3/e, /1 = \/cosO +isin0 = cos (%T”) + isin (%T”), k= 0,1,2 (ezek az egységnyi

abszolut értékd, 0, 2% és %’T iranyszogi komplex szamok). Lasd 17.2.c abra.

S

_|_

A/3/f V1T —i= 3{/cos(—F) +isin(—-F) = V2 (COS —g:k% + isin _%;k%r) ,k=0,1,2,3,4.
Léasd 17.2.d abra.

A/4 Irjuk fel a cosa + isin a komplex szam kobét kétféleképpen:
1. (cosa + isina)? = cos 3a + i sin 3a;
2. (cosa+isina)® = cos® a+ 3 cos? ai sin a+ 3 cos a(i sin a)? + (i sin a)® = cos® a —
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3cos asin? a + i(3 cos? asina — sin® a).

A két egyenl@ség jobb oldalan ugyanaz a komplex szam all, tehat kiilon-kiilon a
valos és a képzetes résziik is megegyezik. Ebb6l cos 3a = cos? 2
sin 3o = 3 cos? asin o — sin® a.

o — 3cosasin® o és

A/5/a, 21,2 = +3.
A/5/b, g = "2 = 14

A/5/c, Trjuk fel a z komplex szamot x + iy alakban, ahol z,y € R. Ezzel az egyenlet
(22 — y?) + 22y = i/22 + y2. Az egyenlSség két oldalan 4ll6 komplex szam valos
és képzetes része is meg kell, hogy egyezzen. Ebbél az 22 — 32 = 0 és 20y =
V22 + 2 egyenleteket kapjuk. Az elsé egyenlet megoldasa x = +y. A masodikba
behelyettesitve:

I) 2 = y esetén a 222 = /222 = /2|z| egyenletet kapjuk. Négyzetre emelve 4z =
222, Az = 0 megoldas (ekkor y = 0). Ha x # 0, akkor oszthatunk z%-tel, és igy a

222 = 1 egyenlethez jutunk, amelynek megoldasa = = - (y = £-1)

V2 V2o
) © = —y esetén a —222 = V222 egyenletet kapjuk. Ennek megoldisa z = 0
(y=0).
Osszegezve, az egyenletnek hdrom megoldasa van: z; = 0, z9 = % + i%, z3 =

L ;1
V2o V2
AJ5/d, 22 —2iz—1=(2—i)? =2 =1.

A/5/e, A Cardano-képlet a kovetkez6képpen adja meg a gyokoket a 23 +pz+q = 0 egyenlet

Ezt alkalmazva tehdat z = i/—lO—i— 102+ (=7)% + {’/—10— 1024 (=7)3 =

{’/—10 + =243 + \3/—10 — +/—243 értékét kell meghataroznunk.
A tovabbiakban hasznaljuk fel, hogy v/—10 4+ /—243 = (2 £ v/—3)>. Majd a kob-

gyokvonast haromféleképpen elvégezve kapjuk, hogy z = 1,4,5 a gyokok.

A/6/a, Legyen z = x + iy.

Z=xtiy=x—1iy=1x+1iy = 2.
AJ6/b, [Z] =1 —iy = /224 (—y)2 = Va2 +y2 = |z

AJ6/c, (z+iy)(z —iy) = (x —iy)(z +iy) = 2 +iyxr —izy — i%y? = 22 + 9% = |2]?

A/6/d, 21 =21 +1y1, 22 = T2 + 1Y
z120] = |(@1+iy1) (w2+iye)| = [T122—v1y2+i(zoyi+x192)| = /(T122 — Y192)2 + (2291 + T192)% =
Vates + yiys + 23yt + =iy
|21||22] = Vat +a3\/yf +y3 = Vaies +yiys + eyt +aty)
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zZ172 = (21 +iy1) (22 + iy2) = 122 — Y1y2 + i(x2y1 + T1Y2) = T1x2—y1y2—i(T2y1+
$1y2)
7172 = (1 —iy1) (w2 — iy2) = 2122 — Y1y2 — i(@2y1 + T1Y2)

A valos szamok rendezésének ismert tulajdonsiga, hogy ha a > 0 és b > 0, akkor
ab > 0. Megmutatjuk, hogy a valés szdmokon hasznélatos rendezést nem tudjuk a
komplex szédmtestre ugy kiterjeszteni, hogy ezzel a tulajdonsaggal rendelkezzen.
Tegyiik fel elgszor, hogy @ > 0. Ekkor @ = b = i mellett ab = > = —1 > 0, ami
ellentmondés. Masodszor tegyiik fel, hogy ¢ < 0, azaz —i > 0. Ekkor a = —1¢ és
b = —i szereposztéssal ab = (—i)2 = —1 > 0 szintén ellentmondés. Azaz i és a 0
kozé nem tudunk semmilyen relacios jelet irni, igy a komplex szamokat nem tudjuk
miivelettartéan rendezni.
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1. minta zarthelyi

. Legyen f(z,y) = (z%y,xy?), az r 1t pedig a (0,0) pontbél az (1,2) pontba halad egyenes

mentén. Szamitsa ki az [ f vonalintegralt! (3p)

. Legyen f(z,y) = (vy?, 2%y), az r Gt pedig a (0, 0) pontbél a (7, 0) pontba halad az y = sinx

gorbén. Szamitsa ki a kovetkezs vonalintegralt! [ f. (4p)
. Cserélje fel az integralas sorrendjét az alabbi kettds integralban! (3p)
e Inzx
[ ] rew .

1 Jo

. Szamitsa ki a kovetkez6 kettds integralt! (5p)
cos(v/2? + y?) dady.
72 <a?4y? <Anm?

. Szamitsa ki annak a testnek (tetraédernek) a térfogatat, melyet az x = 0, 2 = 0, = = y,

z = 1 — y sikok hatérolnak! (4p)
. Hozza egyszertibb alakra a kovetkezd kifejezéseket)! (2+2p)
(2—1)° ’
——: (b 1.
@ s Vi
. Legyen f(z) = |2|* 4 2iRezlmz. (3+1p)

(a) A komplex szamsik mely pontjaiban teljesiilnek f(z)-re a Cauchy-Riemann-féle dif-
ferencidlegyenletek?

(b) A komplex szamsik mely pontjaiban differencialhato az f(z) fiiggvény?
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Komplex fiiggvénytan II.

Kulcsszavak:

Cauchy—Riemann-féle differencidlegyenletek, Laplace-egyenlet, regularis fiiggvény,
hatvanysor, konvergenciasugar, Taylor-féle képlet

19.1. Elméleti 6sszefoglalé

Egy f: C — C fliggvény differencidlhatosdgara sziikséges és elégséges feltételt adhatunk
a Cauchy—Riemann-féle differencidlegyenletek segitségével.

19.1. Tétel. Legyen f: C — C, f(z +iy) = u(z,y) + iv(z,y).

1. Ha f differencidlhaté a zy = xo + iyo € intD(f) pontban, akkor ebben a pontban
teljesiilnek az igynevezett Cauchy—Riemann-féle differencidlegyenletek:

0 0 0 0
8—Z($o,yo) = 8—2(330,3/0)7 és a—z(%,yo) = —a—Z(l‘o,yo)- (19.1)

2. Megforditva, ha teljesil (19.1), tovdbbd, ezek a parcidlis derivdltak léteznek és folyto-
nosak zo eqy kérnyezetében, akkor f differencidlhatd zo-ban (s6t zo eqy kornyezetében

is).

Ez azt jelenti, hogy egy komplex fiiggvény differencidlhaté egy zg pontban, ha a megfe-
lel6 R? — R? fiiggvény (w0, yo)-pontbeli derivaltmatrixdnak f6atlojaban megegyeznek az
elemek és a masik két elem egymdas minusz egyszerese, tovabbé a derivaltmatrix elemei
folytonosak az (z¢, yo)-pontban.

A differencialhaté komplex fiiggvények szép tulajdonsagokkal rendelkeznek.

19.2. Tétel. Ha f : C — C figgvény differencidlhatd a T tartomdnyon, akkor ott tetszd-
legesen sokszor differencidlhato.

Tehat, ha egy komplex fiiggvény differencidlhaté egy tartomanyon, akkor ott reguldris.
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19.3. Tétel. Ha f : C — C requldris a T tartomdnyon, akkor ott a valds- és képzetes-
részfiigguényer harmonikusak, azaz kielégitik a Laplace-egyenletet:
Pu  0%u 0% 0
— + — =0, — +— =0.
ox?  0y? ox?2  Oy?
Ha f: C — C regularis a T tartomanyon, akkor hatvanysorba is fejthetd, vagyis f(z)
elgall

f(2) =) calz —a)"
n=0

alakban, ahol @ € T. Ennek a hatvanysornak a konvergenciasugara
1

P= limsup {/]cn|

Amennyiben a nevez§ 0, akkor a konvergenciasugar oo, tehat a konvergenciahalmaz az
egész komplex szamsik. Ha a nevezd oo, akkor a konvergenciasugar 0, tehat a konvergen-
ciahalmaz egyetlen pontbol all. A hatvanysor a konvergenciatartomanyan beliil abszolit
konvergens, azon kiviil divergens.

A hatvanysor a konvergenciatartomanyan beliil tagonként differencidlhaté. A derivalt
hatvanysornak szintén p a konvergenciasugara. A hatvanysor egyiitthatoit a

£ (a)
A

Taylor-féle képlet adja.

19.2. Feladatok

A, Cauchy—Riemann-féle differencidlegyenletek, Laplace-féle differencidlegyenlet

1. Differencialhaté-e az f(z +iy) = 23 —i(1 — y)? fiiggvény?
2. Dontsiik el, hogy a komplex szdmsik mely pontjaiban teljesiilnek a Cauchy—
Riemann-féle differencialegyenletek az alabbi fiiggvények esetén!

a, f(z) =2%; b, f2) =z|2]; o f(2) =15 d, flz+iy) = /|ayl.
Differencidlhatéak-e ezen pontokban az adott fiiggvények?

3. Mutassuk meg, hogy a kovetkezs fiiggvények harmonikusak, vagyis kielégitik
a Laplace-féle differencidlegyenletet!

a, f(z,y) =2 —y*; b, flz,y) =e"cosy; ¢, flz,y) =In(z®+¢?).
4. Legyen D C C egyszeresen 0Osszefiiggs tartomany, f : D — C differencidlhato,
és Ref(z) allandé D-n. Mutassuk meg, hogy f(z) is allando D-n!

B, hatvdnysorok

1. Hatarozzuk meg a kovetkez6 hatvanysorok konvergenciasugarat!

o] n. o] n. oo 2, o] non. oo  zZn .
a, anoza ba anlnza C, anlﬁa da anln'z; €, anlﬁa
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2. Hatarozzuk meg az exp z, sin z, cos z hatvanysorainak konvergenciasugarat!
3. Hatarozzuk meg az exp z, sin z, cos z fliggvények derivaltjat!

4. Igazoljuk a kivetkez azonossagokat!
a,e”® =cosz+isinz; b, e ¥ =cosz—isinz; c,cosz= %(e“’—i—e*”); d,
: _ 1/ 1z —iz) .
sinz = 4 (e —e™"%);

Zel; h,e* = e%(cosy+isiny);

e,chiz =cosz; f,shiz=isinz; g et =e
i, |e*| =e€".

5. Igazoljuk, hogy az exp z fiiggvény periodikus! Hova képezia H = {(z,y) : —7 <y < 7}
halmazt az exp z fliggvény? Vezessiik be a log z fliggvényt!
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19.3. Megoldasok-Eredmények—Utmutatasok

A/1, folyan (z,y) € C pontokban lehet csak differencialhato, ahol fennallnak a Cauchy—
Riemann-egyenletek: d,u = 322 = 9yv = 3(1 — y)? illetve dyu = 0 = —d,v = 0,
ami csak akkor teljesiil, ha y = 1 — |z|.

u és v parcidlis derivéltjai az egész komplex szamsikon folytonosak (tehat w és v
differencialhato), tehat f az y = 1 — |z| feltételnek eleget tevé pontokban differen-
cidlhato is.

AJ2/a, f(z) = f(z+iy) = (z—iy)* = 2° —y* = 2izy = u(z,y) = 2* —y°, v(z,y) = —2zy.
Cauchy—Riemann-egyenletek:
Oyu = 22 = Oyv = —2x, ami akkor teljesiil ha x = 0; illetve Oyu = —2y = —0,v =
2y, ami akkor teljesiil ha y = 0.
u és v parcidlis derivéltjai az egész komplex szamsikon folytonosak (tehat w és v
differencialhato), tehat f a z = 0-ban differencialhato.

A/2/b, f(2) = flz +iy) = (x +iy) /22 +y? = /22 + 2 +iyV/22 + 42 = u(z,y) =
/2?2 +y2, v(x,y) =y 22 + 2.

2

2?4y + = ha (z,y) # (0,0)

Dz, y) = e
limg 0 * x{{;O = lim, o Va2 = lim, o |z| =0, ha (z,y) = (0,0)

2
e P+ ha (o) £ (0.0
oz, y) = 5 ‘ ‘
limy 0 Y20 — lim, o /52 = limy [yl = 0, ha (2,y) = (0,0)

S ba (3.9) # (0.0)

04/04+y%2-0
yf% = 07 ha (xay) - (070)

Opv(z, y) :{ e ha (@) #(0,0)

ayu(x» y) =

0, ha (z,) = (0,0).

A O,u = 0Oyv egyenlet azon (x,y) pontokban &ll fenn, amelyekre |z| = [y[]. A
Oyu = —0,v egyenlet azon pontokban 4all fenn, amelyekre x -y = 0. A két egyenlet
egyszerre csak a 0-ban 4ll fenn. u és v parcialis derivaltjai az egész komplex szam-
sikon folytonosak (a O-ban is!) (tehat u és v differencialhato) = Az f fliggvény a
z = 0 pontban differencidlhatoé.

AJ2/e, f(2) = ol = S - 2o il S u(ay) = ot voy) = ks f
értelmezési tartomanya C\ {0}.

2 2 2 2
Y“—x Y“ —x 2xy 2xy
axU(fL',y) = (1’2 + y2)2 ’ 897)(];7?]) = (ZE2 "‘ y2)2 ’ ayu(x7y) = - (56‘2 +y2)2 ) 8wv(a:,y) = (562 + y2)2
= 0,u = Oyv és Oyu = —0,v teljesiil az értelmezési tartomany minden pontjaban,

illetve folytonosak is itt = f differencidlhaté is ezeken a helyeken.

A/2/d, A Cauchy-Riemann egyenletek az z- és y-tengelyeken allnak fenn. Viszont a 0 pont-
ban nem differencidlhato a fliggvény. Ennek belatasdhoz tekintsiik a O pontbeli dif-
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ferencialhanyadost és tartsunk kiilénb6zé egyenesek mentén 0-hoz. A hatarérték
fiiggeni fog az egyenestdl, igy nem létezik, tehat ott nem differencialhato.

A/3/a, Opaf =2, Oyyf = =2 = Ogaf + Oyyf = 0.
A/3/b, Oy f = €% cosy, Oyyf = —€*cosy = Oppf + Oyyf = 0.

Af3)c, Opf = 2RO g f = 2V IWE o o f + 0y f =0,

A/4, Feltevésiink szerint u(z, y) =konstans. Ezért d,u(x,y) = 0és 0yu(z,y) =0V(z,y) €
D. Mivel f regularis D-n, D minden pontjaban fennéllnak a Cauchy—Riemann-
egyenletek. Az elsé egyenletbdl 0,v = 0, amibél v(x,y) = f(z) kovetkezik. A méso-
dik egyenletbdl d,v = 0, kovetkezésképpen v(z,y) = g(y) alaku. v(x,y) tehat csak
olyan fiiggvény lehet, amely sem z-t6l, sem y-t6l nem fiigg, azaz v(x,y) =konstans.
Ha u és v konstans, akkor f is konstans.

B/1/a, A Y0 a,z" hatvanysor konvergenciasugarat az
1

lim sup < Y/ \ano

képlet szolgaltatja. Itt a, = 1, tehat limsup(¥/|1]) =lim(¥/1)=1= R=1.

R=

B/1/b, lim /n=1=R=1.

B/1/c, lim {/} =1=R=1.
B/1/d, lim ¥/n"® =limn =400 = R=0.

B/1/e, lim {/ X =lim1 =0= R = +o0.

nn

B/2, Mivel lim \/— = 0, ezért mindharom fiiggvényt definial6é hatvanysor konvergencia-
sugara +00 .

B/3, Hatvanysort tagonként derivalhatunk a konvergenciahalmazan.

=1 22
expz:zﬁz”:1+z+§+...

o0 o0 o0 1
exp’z:Z—nz Z —Z—'z =expz
n=1 n:l n=0 n
(o)
1 23 20
3 — _1 n _ 2n+1 = _ —_ — ...
sin z 7;)( ) ont 1)!2 7o g + ]
oo o0

s/ n 1 n n n
smz:Z(—l) m(2n+1)22 :Z(fl) (2n)!z = cosz;
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> 1 2 4

cosz = ;(—1)”%)!%” —1- 'i I % _
- —2(—1)”@%1 — —sinz.
B/4/a,
¢ = i (i) = 2 197+ i:; e
g) et 2>“+:0 S i) =§;sz),< e 2 e

cosz+isinz.

B/4/b, Az a, rész alapjan:
e~ = cos(—z) +isin(—z) = cosz — isin 2.

B/4/c, Az a, és b, rész alapjan
1(e" + e %) = L(cosz +isinz + cosz — isinz) = $2cosz = cos 2.

B/4/d, Az a, és b, rész alapjan
2 (e — e7¥) = - (cosz +isinz — cos z + isin z) = 2-2isin 2z = sin z.

21
B/4/e, chiz = %(eiz + e7%) , majd hasznéljuk a c, részt.
B/4/f, shiz = %(eiz — e7%%), majd hasznaljuk a d, részt.
B/4/g,

1 > L > 11
i S-SRk

k—Hn
knk n! kn—k
t t =
I
n=

z+t e~ tt

n

Z
0 k=

1
7

[e.e]
o
B/4/h, e = et = e%eW = e¥(cosy + isiny) .

B/4/i, |e*| = [e*e™| = |e®| - || = e®/cos? y + sin®y = e” .
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Komplex fiiggvénytan IlI.

Kulcsszavak:

Komplex vonalintegral: Primitiv fiiggvény, Newton—Leibniz-formula, Cauchy-féle
integraltétel, Cauchy-féle integralformula

20.1. Elméleti osszefoglalé

Egy f: C — C fiiggvény v : R — C gorbe mentén vett vonalintegraljat a valés vonalin-
tegralhoz hasonléan kozelité Osszeg hatarértékeként definidljuk, és a fv f szimbdélummal
jeloljiik.

Legyen a tovabbiakban mindvégig v : [, 8] — C folytonos, rektifikalhat6 gorbe, és legyen
f: C — C folytonos a v gorbén. Ekkor létezik a fv f vonalintegral és a kévetkez?képpen
szamithatjuk ki:

L ;= / T F )0 a

érték. Tovabba ha az f valos- és képzetesrészfiiggvényét u és v jeldli, akkor f7 f kiszami-
téasa a kovetkezGképpen vezethetd vissza valds integrélokra:

/szly(u,—v)—i-ify(v,u),

ahol az egyenl?ség jobb oldaldn szerepl? ~-t, mint valos gorbét tekintjiik.
A tovabbiakban Osszegytijtjiikk a komplex fiiggvények vonalintegraljaval kapcsolatos
legfontosabb allitasokat.

20.1. Tétel. (Cauchy-féle alaptétel)
Legyen T C C egyszeresen dsszefiiggd tartomdny. Ekkor ha f : T — C differencidlhato
fiigguény, akkor minden T'-beli zdrt v gorbe mentén f,y f=0.

A primitiv fiiggvény fogalmat ugyanugy értelmezziik, mint valés esetben. Legyen T
tartomany. Belathato, hogy egy f : T' — C folytonos fliggvénynek pontosan akkor 1étezik
F primitiv fiiggvénye T-n, ha a vonalintegralja minden zart gérbe mentén nulla. Ha pedig

119
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létezik F', akkor a Newton—Leibniz-formula értelmében tetszdéleges T-ben halad6 v gérbére
[ £=F0i) - Fir(a),
-

vagyis a vonalintegral csak a gorbe kezdd- és végpontjatol fligg.

20.2. Tétel. Ha f : T — C differencidlhaté a T egyszeresen dsszefliggd tartomdnyon,
akkor ott van primitiv fiigguénye.

20.3. Tétel. (Cauchy-féle integrdlformula és kovetkezménye)
Tegyiik fel, hogy f differencidlhato a T C C tartomdnyon, és v egy T-beli szakaszonként
sima, pozitiv irdnyitdsi zdrt gorbe. Ekkor

1) =5 [ L ae

3

minden z € B(vy) pontban, ahol B(vy) a vy gorbe belsejét jeloli. Tovdbbd
|
() — O 4

18 teljesiil.

20.2. Feladatok
A, komplex vonalintegrdl kiszdmitdsa, primitiv fiiggvény, Newton—Leibniz formula

1. Szamitsuk ki f(z) vonalintegraljat az a és a b pontokat 6sszekots kiilonbozd
utakon! Legyen
a, f(z) =z, a=1és b= —i, egyenes illetve éramutat6 jarasaval ellentétes
bejarasu félkor az utak;
b, f(2) =%,a=0¢és b=1+1, egyenes illetve az y = x> parabola az utak;
¢, f(2) =1z|, a = —i és b = i, egyenes illetve 6ramutatd jarasaval azonos
bejarasu félkor az utak.
2. Szamitsuk ki f(z) vonalintegréljat az a és a b pontokat Osszekotd utakon a
Newton—Leibniz-formula segitségével! Legyen
a, f(z) =€*,a =0 és b =1, éramutato jarasaval ellentétes bejarasu felkor
az ut;

b, f(z) =sinz,a=—iés b=1.
B, Cauchy-féle integrdltétel, Cauchy-féle integrdlformula

1. Legyen f(z) = zin ,n €N, a vy at pedig az origd kozéppontu egységsugaru kor
az Oramutatd jarasaval ellentétes irdnyban bejarva. Szamitsuk ki Cauchy-féle
integralformula nélkiil f,y f értékét, ha
a, n>1; b,n=1.
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2. Legyen f(z) = Shz”‘ , a v ut pedig az origd kdzéppontu egységsugari kor ora-
mutatd jarasaval ellentétes irdnyban bejarva. Szamitsuk ki Cauchy-féle integ-

ralformula nélkiil fv f értékét.

3. Oldjuk meg az el6z6 két feladatot a Cauchy-féle integralformula felhasznéla-
saval!
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20.3. Megoldasok—Eredmények—Utmutatasok

A/1/a, Az f(z) figgvényt és az utakat lasd a 20.1.a abran.

e Az egyenesszakasz mentén vett vonalintegral kiszamitésa:
A szakasz paraméterezése: 1 (t) =i —it, t € [0,2], 7| (t) = —i.

/71 f= /Ozf(’h(t))fyi(t) dt = /;(i—it)(—i) dt = /021—75 dt = [t_ t;K —0.

o A félkér mentén vett vonalintegral kiszamitésa:
A gorbe paraméterezése: Yo(t) = e, t € [T, 3T], 44(t) = ie't.

2072 2
327T 327r ezit 3m
[ 1= [ stan e e = [ ettiety ae= 501 F —o
vo L3 3 21 "2
2
1
a
! 0.8
0.5
w « 0.6
= 0 | £
- ~0.4
-0.5]
) 0.2
0
-2 -1 0 1
Rez
1 ————
¢ = = —> f(2)
:: ﬁ
0.5 = e —m(t)
=
. = - - ()
= 0 —
— '%
[ I%
_05 i ,’,%
— ‘=
-1 —>;%§
0 1 2
Rez

20.1. abra. a) A/1/a, b) A/1/b, ¢) A/1/c feladat.

A/1/b, A fiiggvényt és az utakat lasd a 20.1.b abréan. Az f(z) = Z fliggvény sehol sem

regularis (lasd az 17/B/3 feladatot), igy nem tudjuk a Newton-Leibniz-formulat
hasznalni.

e Az egyenesszakasz mentén vett vonalintegral kiszamitéasa:
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A szakasz paraméterezése: vy, (t) =t +it, t € [0,1].
1 1 1
/ f :/ fln)-v1(t) dt:/ (t —it)(1+1) dt:/ 2t dt = [t2](1) =1.
7 0 0 0
e A parabola mentén vett vonalintegral kiszamitasa:
A gorbe paraméterezése: yo(t) =t + it t € [0,1].

' ' ! 2t e
/ f=/ (t—it?)(14-2it) dt:/ (t+2t%) dt+i/ 2 dt = [Jr ] i, [}
Y2 0 0 0 2 2 3

0
A/1/c, A figgvényt és az utakat lasd a 20.1.c abran.
o u(t)=0+it, te[-1,1]. [ f=[" [t idt=i.
o« w(t) = te (5,5,

_ 7 ity ity qg — [oit
[mf_/g e e de = e

1

MR |

=i+i=21.
A/2/a, f(z) = e€® (lasd 20.2.a abra) regularis C-n, egy primitiv fiiggvénye F(z) = €7, igy a
Newton-Leibniz-formulabol: f7 f=F0b)—Fla)=e"—et =¢ —e¥ =¢! — 1.

A/2/b, f(z) =sinz (lasd 20.2.b abra) reguléris C-n, egy primitiv fiiggvénye F(z) = — cos z,
igy a Newton-Leibniz-formulébol: [ f = F(b) — F(a) = — cosi + cos(—i) = 0.

1 a 1 b
0-8 0.5
® w
é 0.6 ._(E 0 |
0.4 -05
0.2 -1
0
0 0.5 1 -1 0 1 2
Rez Rez
—> f(2) Y1(t) == =72(t)

20.2. dbra. a) A/2/a, b) A/2/b feladat.

B/1/a, 0, mert létezik primitiv fiiggénye.

B/1/b, 7(t) =", te(0,2a], [ }dz= o Lie' dt = 2ir .
B/2, Felhasznaljuk a kovetkezs tételt: Ha f a zp pont kivételével reguléris egy D tarto-
méanyon, v olyan szakaszonként sima D-beli zart ut, amely a belsejében tartalmazza
20-t, €s lim, ., f(2)(z — 20) = 0, akkor fvf =0.

1

0

1
1+—-17.
+32
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Az f(2) = % fiiggvény a 0-ban nem regularis, ugyanakkor lim,_, SiIlez = lim, ,osinz =
0, ezért falK(o) 222 dz = 0, ahol 01 K(0) jeldlte az origd kbzéppontt egységsugari

pozitiv irdanyitasa kort.

1/b. feladat:
Legyen f az azonosan 1 fliggvény, erre alkalmazzuk a Cauchy-formulat az a = 0
pontban:

1 1 1 1
2T nK(0) 2~ 0 207 1K(0) % 01K (0) %

2. feladat:
Alkalmazzuk a Cauchy-formulét a sin fliiggvényre az a = 0 pontban:
sin(0) =0 = = EELLA P L, P

2 Jo,k(0) 2 — 0 aK0) %
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Komplex fiiggvénytan IV.

21.1. Feladatok

A, Cauchy-féle integrdlformula és kovetkezményei

1. Legyen a v zart gorbe a K kozéppont, r sugart, 6ramutato jarasaval ellentétes
bejarasu kor. Szamitsuk ki j;v g értékét, ha
1

a, 9(2) = =, r =1
b, g(z) = FZx,r=1
c, g(z)z%,KzQ,er;
d, g(z):;—;,K:%,r:L
2. Legyen a vy zart gorbe a K kézéppontd, r sugari, éramutato jardsaval ellentétes
bejarasi kor. Szamitsuk ki fw g értéket, ha

a,g(z):%,K:%,r—l;

b,g(z):z;i:lz,K:i,r: ;

¢, 9(2) = 52
(cl) K=5,r=1; (2) K=4,r=1; (c3) K = —i,r=1; (c4)
K=0,r=3;

d, 9(2) = =55

dl)K=1,r=1; (d2) K=-3,r=1; (d3) K=6,r=1.
3. Legyen a vy zart gorbe a K kozéppontd, r sugari, éramutaté jardsaval ellentétes
bejarasa kor. Szamitsuk ki fv g értéket, ha

z

a, g(Z) = (Z—K)2 ;
b, g(z) = (Z_Z[()G .

B, komplex vonalintegrdl alkalmazdsa valds integrdlok kiszdmitdsdra

1. Hatarozzuk meg az aldbbi improprius integralokat!
+oo |
a, of SBE g

125
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+002

b, [ S22 dp.
0
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21.2. Megoldasok-Eredmények—Utmutatasok
A/1/ Hasznaljuk a Cauchy-féle integralformulét:
f@= g § I 4

2mi J, 2z —a
ahol f differencidlhat6 a T' tartomanyban, mely a belsejében tartalmazza a ~y pozitiv

irdnyitasa zart gorbét, amely az a pontot a belsejében tartalmazza.

)

a, f(z) =1, a = K szereposztassal j; % dz = 2mil = 27i;

8

) =
b, f(z) =z,a=
)

) in8 .. .
c, f(z) =sin®z, a= 5 szereposztassal fv % dz = 2misin® § = 2mi;

d7 f(Z) = 627

ZQ
AJ2/a, f(2) = 57, a =1 szereposztassal

2
2 e* 1

% ez d f2+1 d 2 € .
zZ = Z = ] = mie.
221 -1 T

AJ2/c, 1422 = (2 —i)(z+1)

(c1) Ezen a tartoményon g regularis = fw g=0;

(c2) Ezen a tartomanyon Z%ﬂ regularis =

1
1 1 o
. — Z+Z,dz:>7{g:7r;
141 2z7r z—1 ~

(¢3) Ezen a tartomanyon —L- reguléris =

1
1 1 >
L e,
—7—1 20 zZ+1 ~

(c4) A tartomanyt hatarolé gorbe a g fiiggvény mindkét szingularis pontjat korbe-
veszi. Parcialis tortekre bontéssal:
1 A B

i
= = A=-
14 22 z—i+z+i 2

Tehat

i 1 (N .
/1_'_22 z = 2</Z_Zdz—/z+idz>—2(2171'—227r)—0.

A/2/d, Hasznaljuk fel, hogy 22 +2z —3 = (z — 1)(z + 3).

(d1) F (d2) —4% (d3) 0.
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A/3/ Hasonlo feltételekkel, mint a Cauchy-féle integralformulanél a kovetkezd osszefiiggés

igaz:
f(”)(a)—n!j{(f(z)dz n=0,1,....
v

2mi ), (z — a)"t!

a, f(z) =2z, a= K, n=1 szereposztassal

, R z z o
f(K)_l_Ziﬂ[/(z—K)Z dz:>/7(z—K)2 dz = 2irm.

b, 0, mert f(z) = z-nek mar a masodik derivéltja is 0.

B/1/a, A figgvény a 21.1. abran lathato. Jelolje Ig az

In = /R sinx da
0

T

integralt. A keresett improprius integral ennek hatarértéke, mikozben R — oco. Irjuk
fel sin z-et két tag Osszegeként a kdvetkezGképpen:

. 1 T
= — — —1) — —
SN T (6 % (6 )

24

R _ix R —ix
-1 1—
Ir = / € - d:U—{—/ %e dx .
o 2ix 0 2ix

A maésodik tagot felirhatjuk -R-t6l 0-ig mend integralként az y = —x helyettesitéssel

0 €=l zlakban. Ebbél
R _ix
1
IR:/ ¢ dz.

T e—i:v) —

Ezzel

—R 2z

—R 2ix
Mivel lim,_q ew% = %, igy ha kiterjesztjiik az integralando fiiggvényt a komplex
szamsikra a z = 0-ban %—nek definidlva a fliggvényértéket, akkor ez a fiiggvény

mindenhol differenciidlhato. Ezért —R és R kozott tetszéleges uton integralhatunk.
Valasszuk a v(t) = Re, t € [0, 7] gorbét. Ekkor v/(t) = Rie®.

T _iRe' s s s
Ip=— / M 1 it g = L / (e ~1) at = - / L TR, / eifi(cost+ising)
0 0 0 0

2iRett 2 2 2 2 2
Jelolje B := 1 [ etfilcostisint) gz Fkkor
/ﬂ e—Rsint d
0

1 /™ . - 1 /™ . . 1 [T ) .

|ER‘ _ ‘/ €zR(cost—l—zsnlt) dt| < / |€7,R(cost+zsmt)‘ dt = / |6R(zcost—smt)‘ dt =
2 Jo 2Jo 2Jo

Belatjuk, hogy |Er| nulldhoz tart, mikézben R — oo, amibdl kovetkezik Er nul-

lahoz tartésa is. Mivel a szinuszfiiggvény a [0, 7] intervallumon szimmetrikus a 3

pontra, igy Ep = [i? e 5% dt. A szinuszfiiggvény a [0, 3] intervallumon a 2 me-

redekségi linearis fiiggvény folott halad, ezért ezen az intervallumon sint > %t.
=

N | —

3 2 eiiRt 2 ™
Ep < / iRt dt = | = _Rl-eF) =0
0 R 2
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0.6f ,

0.4r ]

—-0.2r 1

04 10 20 30 40 50

T

21.1. abra. B/1/a, (kék gorbe) és b, (piros gorbe).
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Fiiggvénysorozatok

Kulcsszavak:

fiiggvénysorozat, (pontonként) konvergens, konvergenciahalmaz, fliggvénysorozat
hatarfiiggvénye, egyenletes konvergencia

22.1. Elméleti osszefoglal6

22.1. Definicié. Legyenek f, : R — R (n € N) adott fiiggvények, amelyek mindegyike
értelmezve van a D C R nemiires halmazon. Az n — f,, leképezést valods fiigguénysoro-
zatnak nevezziik. Jelolése: (fy).

22.2. Definici6é. Azt mondjuk, hogy az (f,) fiiggvénysorozat (pontonként) konvergens
egy ¢ € D pontban, ha az (f,(x)) szdmsorozat konvergens.

22.3. Definicié. Jelolje B C D azon pontok halmazat, amelyekben az (f,,) fiiggvényso-
rozat konvergens. Ezt a halmazt a fiiggvénysorozat konvergenciahalmazanak nevezziik.
Jeldlje f azt az R — R fiiggvényt, amelynek értelmezési tartomanya az ( f,,) fliggvénysoro-
zat B konvergenciahalmaza, és tetsz6leges x € B pontban az (f,(x)) konvergens sorozat
hatarértéekét veszi fel (azaz f(z) = lim f,,(z)). Ezt az f fiiggvényt az (f,,) fliggvénysorozat
hatdrfiggvényének nevezziik.

A fiiggvénysorozatok vizsgalatanak egyik alapkérdése: mi annak a feltétele, hogy az f,
fiiggvények bizonyos tulajdonsagai (pl. folytonossag, differencidlhatosag, integralhatosag)
megbrzddjenek a hatarfiiggvényre? Ehhez dltaldban nem elegendé a pontonkénti konver-
gencia.

22.4. Definicié. Azt mondjuk, hogy az (f,,) fiiggvénysorozat egyenletesen konvergdl az
f fliggvényhez a C' C R halmazon, ha minden ¢ > 0 szdmhoz létezik olyan n € N
termeészetes szam, hogy minden z € C pontban minden n > N esetén |f,(x) — f(x)| < e.

131
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Az egyenletes konvergenciabol kovetkezik a pontonkénti konvergencia. Egyenletesen kon-
vergens fiiggvénysorozatokra érvényesek az alabbi tételek.

22.1. Tétel. Legyen (fy) olyan fiigguénysorozat, amely egyenletesen tart az f figgvényhez
a C halmazon. Ha f, folytonos az xg € C' pontban ¥Yn € N esetén, akkor f is folytonos
To-ban.

Ennek kévetkezménye, hogy ha (f,) egyenletesen tart az f fiiggvényhez a C' halmazon,
és minden n € N esetén f, folytonos a D C C halmazon, akkor f folytonos D-n.

22.2. Tétel. Tegyiik fel, hogy (fn) egyenletesen tart f-hez az [a,b] intervallumon. Ha f,
Riemann-integrdlhato [a,b]-n ¥Yn € N esetén, akkor f is, és

/ableim/abfn.

22.3. Tétel. Tegyiik fel, hogy f, : I — R differencidalhato az I nyilt intervallumon
Vn € N esetén, (fn) pontonként tart f-hez I-n, és a derivdltfigguények (f)) sorozata
egyenletesen tart eqy g fiiggvényhez I-n. Ekkor f differencidlhaté I-n és f' = g, azaz

(lim f,,)" = lim(f},)-

22.2. Feladatok

A, egyenletes konvergencia

1. Vizsgaljuk meg, hogy egyenletesen konvergensek-e az alabbi fiiggvénysorozatok
a megadott intervallumon!

a, fo(z) =2", (al)a [0,1] illetve (a2) [0,1] intervallumon;

b, fa(x) =2" — 2™ a]0,1] intervallumon;

¢, fo(z) = xin a (0,00) intervallumon;

d, fo(z) = % a (—00,00) intervallumon;

e, fn(x)= a (—o00,00) intervallumon;

f, fn (a;) ( )", (fl) tetszéleges véges intervallumon, illetve (f2) a
(—00, 00) intervallumon;

g;

0 hao<ax<n,
fal) =<1 han<z<n+1,
0 hant+tl<zx

a [0, 00) intervallumon:;
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h,
n2z ha0<x§%
fa@)=<Sn*(2-2) hal<z<?2,
0 ha%<m

a [0, 1] intervallumon.
2. Lehetséges-e, hogy szakadasos fliggvények egyenletesen konvergens sorozata
folytonos fiiggvényt allitson els?

B, midwveletek fiigguénysorozatokkal

1. Mutassuk meg, hogy az f,(z) = %arctg " fiiggvénysorozat egyenletesen kon-
vergens a (—o00,00) intervallumon, de

(1im fu@) (1) # tim f(1).

2. Mutassuk meg, hogy az f,(z) = z* + L sinn(z + J) fiiggvénysorozat egyenle-
tesen konvergens a (—o0o, 00) 1ntervallumon de

(tim (@) # Jim fofo)

3. Mutassuk meg, hogy az f,(z) = nze™"*" fiiggvénysorozat konvergens a [0, 1]
intervallumon, de
1

0 0

4. Mutassuk meg, hogy az A/1/g.h példa fliggvénysorozataira sem cserélhetd fel
a lim és az [ !

5. Mutassuk meg, hogy az f,(x) = na(1—z)" fliggvénysorozat nem egyenletesen
konvergens a [0, 1] intervallumon, mégis teljesiil, hogy

Jim /1 fal@) /1 lim f,(x) dz) .
0 0
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22.3. Megoldasok—Eredmények—Utmutatasok

A/1/a,

A/1/b,

A/l/c,

A/1/d,

A/l/e,

AJ1/t,

(al) A fiiggvénysorozat néhany tagjat lasd a 22.1.a abran. A [0, %] intervallumon
a fliggvénysorozat tetszéleges n indexi elemeére |z"| < (%)” — 0 = egyenletesen
konvergens.

(a2) Tudjuk, hogy a fiiggvénysorozat a [0, 1) intervallumon az azonosan nulla fiigg-
vényhez tart pontonként (z = 1-ben 1-hez). Ha egyenletesen konvergens lenne,
akkor pl. € = %—et valasztva minden x € [0,1) pontban z" < %—nek kellene telje-
siilnie egy kiiszobindext6l kezdve, de tetszGleges n-t valasztva az 2™ fliggvény az

1

T = elnT2—ben éppen %—et vesz fel. Tehat a [0,1)-en nem egyenletesen konvergens a
fiiggvénysorozat (igy a [0, 1]-en sem).

Masképp: Ha egyenletesen konvergens lenne, akkor abbél, hogy a fiiggvénysorozat
minden tagja folytonos, kovetkezik hogy a hatéarfiiggvénye is folytonos [0, 1]-en, de

ez nem teljesiil. Tehat nem egyenletesen konvergens.

A fliggvénysorozat néhany tagjat lasd a 22.1.b dbran. A fiiggvénysorozat pontonként
az azonosan nulla fiiggvényhez tart. Keressiik meg az f,(x) fiiggvény maximumbhe-
lyét és értékét! Az f,(r) = 2™ — 2" ! fiiggvényt derivalva és a derivaltat nullaval
egyenl6veé téve az x = 7 pontot kapjuk. =

n
n n+1 n n n 1
— = 1-— < 1-— < — 0,
[ . =l $)|_<n+1> < n+1) n+1

azaz a fliggvénysorozat egyenletesen konvergens.

A fiiggvénysorozat pontonként az azonosan nulla fiiggvényhez tart (lasd 22.1.c ab-
ra). A (0,00) intervallumon

1

r+n

1
<—==0,
n

igy egyenletesen konvergens.

sinnz) < Ly 0 = egyenletesen konvergal (az azonosan nulla fiiggvényhez). Lasd

n

22.1.d abra.

Mivel tetszéleges x € R helyen > — 0, és igy sin = — 0, azaz f,, pontonként tart az
azonosan nulla fiiggvényhez. A konvergencia azonban nem egyenletes, ugyanis pl.
a fliggvénysorozat minden eleme felveszi az 1 értéket, pl. az x = §n helyen (lasd
22.1.e 4bra).

(f1) A fiiggvénysorozat néhany tagjat lasd a 22.1.f dbran. [a,b]-n (az a > 0 esetet
targyaljuk, de a tobbi is hasonlo) f, — e® pontonként és egyenletesen is:

G AN A CH AR CHOEESET

(f2) a (—o00,00)-en nem egyenletesen konvergens: az z = n pontban a fiiggvényso-
rozat Osszes tagja 2"-t vesz fel, mig a hatarfiiggvény e™ — ¢, igy ebben a pontban az
eltérés nem tehetd tetszélegesen kicsivé.




22.3.

A/1/g,

A/1/h,

A2,

B/1,

B/2,

B/3,

B/4,
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Pontonként az azonosan nulla fliggvényhez tart, de nem egyenletesen, mert minden
tagja felveszi az 1-et (lasd 22.2.a bra).

Pontonként az azonosan nulla fiiggvényhez tart, de nem egyenletesen, mert max f,,(z) =
n (lasd 22.2.b abra).

Igen, pl. az

fn(m):{o ha z € R\ {0},

1 _
- haz=0.

fliggvénysorozat minden eleme szakad, de egyenletesen tart az azonosan nulla fligg-
vényhez.

A fiiggvénysorozat néhany tagjat lasd a 22.3.a dbran. | f,(z)] < 12 — 0= f, egyen-
letesen tart az azonosan nulla fiiggvényhez, igy (lim, o fn(x)) (1) = 0. Ugyanak-
kor )

/ o " / _ 1 . / _ 1

A fiiggvénysorozat néhany tagjat lasd a 22.3.b abran. f,, pontonként az f(z) = z?

fliggvényhez tart. Ez a konvergencia egyenletes is, hiszen

9 1. T 9 1. T 1
x +—smn<x+—> — x| = —‘smn(m—i——)‘ <—-—=0.

n 2 n 2 n
A derivaltak: (limy, 00 fn(2)) = 2z, és f)(x) = 22 + cosn(x + T). Specidlisan,
az x = 0 pontban (lim, ;e fn(z))" = 0, & f/(0) = cosn(F). Az utobbi sorozat
valtakozva 1,0, —1,0, ... értékeket vesz fel, igy nincs hatarértéke.

A fliggvénysorozat néhany tagjat lasd a 22.4.a abran. x = O-ra f,(x) = 0és z €
(0, 1]-re | fn(2)| < n(ef‘rQ)” — 0= f, — 0 pontonkeént,

<1
igy Jo (limp o0 fa(2)) = 0. Ugyanakkor

1 1 , 1 /1 , 1 . 1 )
) ey e = [ = g [ oanne e ar = =gl = g 1) o g #0
0 0 2 Jo 2 2 2

(Ebbdl kévetkezik az is, hogy a konvergencia nem lehet egyenletes.)

Mindkét feladatban nulla a hatarfiiggvény integralja, mikdzben a fiiggvénysorozat
mindegyik elemének 1 az integralja, igy az integralok sorozata 1-hez tart, nem pedig
nullahoz. (Ebbél kovetkezik az is, hogy a konvergencia nem lehet egyenletes, amit
korabban be is lattunk, lasd A/1/g,h, feladatokat.)
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1 0.25 .
a —n=1 b L [—n=1
0.8 """"""""""""""""""""" 02 .................... ....................
0.6 0.15
- = |
04y S o1t 4 ....................
0.2 0.05 }
1
0 0 2
0 0.5 1 0 0.5 1
T T
=>4l +] = [[>te]l+]
1
I Cl — 0.25 - e
oRl - o2t S ____________________
0.6 0.15
- o™
0.4 oir-4 ....................
0.2 0.05 ;
4
0 0 -
0 10 20 30 40 50 0 0.5 1
£ €T
= [[>te] +] = [[>te] +]
| —— — — 150 e
SN {\ ro =
. . . . . . B i
O 1 T O N S [
] 1 ] [ ] I
= 0 = I'
50 ............................. fl ............
1
: 1
0 Ny /
. . B 4
0_.____I__ i
-10 -5 0 5 10

Shrdrdml2r—m 0 7 27 3w 4w b

I T
[=pe] +] (=] +]

22.1. 4bra. a) A/1/a, b) A/1/b,c) A/1/c,d) A/1/d,e) A/1/e, f) A/1/f feladat
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1.2 10
1 a 9t b
8
0.8 7
0.6 6
= n=1 = 5 n=1
0.4 4
0.2 3
2
0 1
on o /\
0 2 4 6 0 1 2 3
T I
=l +] =+
22.2. abra. a) A/1/g feladat, b) A/1/h feladat.
/2 5 —
a =2
4 =3
/4 =10
3
=0 1 = 2
1
—7/4 — T
—nz3 0
— =10
—m/2 -1
=20 -10 0 10 20 -2 -1 0 1 2
T x

22.3. abra. a) B/1 feladat, b) B/2 feladat.
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04

S3III3
[T

U= OUT—
[e]oV]

= O 0T
oW

S3III3
[T

0.3

0.2

0.1

22.4. dbra. a) B/3 feladat, b) B/5 feladat.
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Fliggvénysorok

Kulcsszavak:

fiiggvénysor, (pontonként) konvergens, konvergenciahalmaz, fiiggvénysor
Osszegfiiggvénye, egyenletes konvergencia

23.1. Elméleti osszefoglalé

Legyenek f, : D — R (D C R, n € N) adott fiiggvények, és jelolje s, az (f,) figgvény-
sorozat n-edik részletosszegét, azaz

n
Sp 1= an
i=1

gy definialtunk egy tjabb R — R fiiggvénysorozatot. Az ((f.), (s,)) rendezett pért
fiigguénysornak nevezziik, és a > f,, szimbolummal jeldljiik.

23.1. Definicié. Azt mondjuk, hogy a > f, fiiggvénysor (pontonként) konvergens az
x € D pontban, ha az (s,) fiiggvénysorozat konvergens ezen pontban.

23.2. Definicié. Azt a B C R halmazt, amelyen a fiiggvénysor konvergens, a fliggvénysor
konvergenciahalmazéanak nevezziik.

Jelolje f azt a fliggvényt amit gy kapunk, hogy elkészitjiik a limy, o0 Sn () = > oo | fn(2)
hatarértéket minden x € B-re. Ezt az f-et a fiiggvénysor dsszegfiigguényének nevezziik.

23.3. Definicié. Azt mondjuk, hogy a > f,, fliggvénysor egyenletesen konvergens a H C
D halmazon, ha az (s,,) fliggvénysorozat egyenletesen konvergens H-n.

Fontos kérdés a kovetkezs: ha az (f,) fiiggvénysorozat elemei rendelkeznek bizo-
nyos tulajdnsagokkal (pl. folytonosak, differencialhatok, integralhatok), akkor f is ilyen
tulajdonsagi-e? Teljesen hasonlo tételek kovetkeznek, mint a fiiggvénysorozatok esetében.

139
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23.1. Tétel. Tegyiik fel, hogy > fn fiigguvénysor egyenletesen tart f-hez H-n, és f, foly-
tonos az xo € H pontban minden n € N esetén. Ekkor f is folytonos xg-ban.

Kovetkezésképpen, ha > f,, egyenletesen tart f-hez a H halmazon, és f,, folytonos H-n,
akkor f is folytonos H-n.

23.2. Tétel. Tegyiik fel, hogy > fn egyenletesen tart f-hez az [a,b] intervallumon, és
fn Riemann-integrdlhato [a,b]-n minden n € N esetén. Ekkor f is Riemann-integrdlhato

[a,b]-n, és
b = b
/a f(z) dl':;/a fn(x) da.

23.3. Tétel. Tegyiik fel, hogy > fn pontonként tart az f figgvényhez az I nyilt inter-
vallumon, f, differencidlhaté I-n minden n € N esetén, és > f egyenletesen tart eqy g
fiigguényhez I-n. Ekkor f differencidlhato I-n, és

fll@)=)_ fu(z) =g(x) Vzel
n=1

23.2. Feladatok

A, egyenletes konvergencia

1. Bizonyitsuk be, hogy az alabbi fliggvénysorok egyenletesen konvergensek a
megadott intervallumokon!

o0
a, >, ﬁ a (—o0,00) intervallumon;
n=1

S~ (1"

b, > a (—2,00) intervallumon;
o0

¢, > x%e™™ a[0,00) intervallumon.

o0
2. Tegyiik fel, hogy a > f,(x) sor abszolut és egyenletesen konvergens az (a,b)

n=1

o0
intervallumon. Mutassuk meg, hogy ebbdl nem kovetkezik, hogy a > |fn(z)]
n=1
sor egyenletesen konvergens!

[e.@]
Hasznéljuk ehhez a > (—1)"(1 — x)z™ fiiggvénysort a [0, 1] intervallumon!
n=1

[ee) o0
3. Tegyiik fel, hogy > a, konvergens. Igazoljuk, hogy > a,e™"* fliggvénysor
n=1 n=1
egyenletesen konvergens a
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a, [a,00) intervallumon, ahol a > 0!

b, [0, 00) intervallumon!

B, mdveletek fiigguénysorokkal

1.

o0 .
Mutassuk meg, hogy a ) *3% fiiggvény folytonosan differencialhat6 az egész
n=1
szamegyenesen!

o0

. Hatarozzuk meg az alébbi hatarértéket! lim > (2" —z"1).

rz—1-0 n=1

oo
. Szabad-e tagonként differencialni a ) arctg % fiiggvénysort?

n2
n=1

1

o0
. Szabad-e tagonként integralni a (:JJTH - xﬁ> fiiggvénysort a [0, 1] in-
n=1

tervallumon?
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23.3. Megoldasok—Eredmények—Utmutatasok

A/1/a, A fiiggvénysor néhany részletdsszegét lasd a 23.1.a abran. Tudjuk, hogy a > "2, k%
numerikus sor konvergens, igy (Cauchy tétele szerint) barmely ¢ > 0-hoz tudunk
ng € N kiiszobindexet talalni, hogy minden m > n > ng esetén | Y jL 2| < e. Vi-
szont ez a kiiszobindex jo lesz a fiiggvénysor esetén is (ugyanahhoz az e-hoz), hiszen
| > e, T—lkkﬂ < | Y4, 7z]- Ekkor pedig a fiiggvénysorokra vonatkoz6 Cauchy-tétel
szerint a fiiggvénysor egyenletesen konvergens.

A/1/b, Egyenletesen konvergens, mert hasonldéan az a, részhez tudjuk becsiilni a részlet-
_1\k
osszegeket egy konvergens numerikus sor részletosszegeivel: | YL EH—E)M <S>, ]ﬁ\ <
Dy 2,6%1, az utobbi sor pedig konvergens. A fiiggvénysor néhéany részletosszegét
lasd a 23.1.b dbran.

k
A/1/c, Felhasznalva, hogy a [0, co) intervallumon ™ =3 7° o ("kx!) > ”22:’“"2 , tehédt x2e "% =
2
X X

2 2 . .
2 < S = % gy | Y0, a?e kel < |00 k%|, az utobbi sor pedig konvergens,

nex

2
tehat hasznalva Cauchy tételét kapjuk, hogy a fiiggvénysor egyenletesen konvergens.
A fiiggvénysor néhany részletdsszegét lasd a 23.1.c abréan.

2 0
a b
1.5 -0.5
= 1 = -1
0.5 -1.5
0 -2
-10 0 5 10
T
n=3 n =10
0.8 0
c d
0.6 -0.05
-0.1
=04 1 >
-0.15
0.2 —0.2
0 -0.25
0 5 10 0 0.5 1
T T

23.1. abra. a) A/1/a feladat, b) A/1/b feladat, c) A/1/c feladat, d) A/2 feladat.

A2, e Y (—1)"(1 — x)z™ fiiggvénysor [0,1] intervallumon valé abszolut konvergen-
n=1
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o0 [&.8]

cidja azt jelenti, hogy a > [(=1)"(1 —xz)2"| = > (1 — z)a™ fiiggvénysor
n=1 n=1

(pontonként) konvergens. Ez teljesiil, mert 2z = 1-re minden tag 0, mésrészt

x € [0,1)-re ez egy teleszkopikus sor:

o0 o0

1—2)2™ = 22"t = (2—2)+ (22— + (2P —2H+. .. = lim z—2" = 2.
> (1-z)am =
n=1 n=1 oo

Tehat pontonként konvergal az
x L,haze€l0,1),
flz) =
0 ,haz=1
fliggvényhez.
oo
e Ez az f fiiggvény viszont nem folytonos, tehat a > [(—1)"(1 — z)z"| fiigg-
n=1
vénysor konvergencidja nem egyenletes.

o0
e Ugyanakkor a > (—1)"(1 — z)z™ fiiggvénysor a [0, 1] intervallumon egyenle-
n=1

tesen konvergens (abszolut érték neélkiil):
Pontonként konvergens, mert Leibniz-tipusi minden rogzitett x-re, jeloljiik az
osszegfiiggvenyeét g(x)-szel. Ekkor

n—1
k k n 1
kZ:l(—l) (1—-2)2" —g(z)| < (1 —2)z" < nEl’

ahol felhasznaltuk, hogy Leibniz-tipust sor esetén az n — 1-edik részletosszeg
hibdjat az m-edik tag abszolut értékével lehet feliilbecsiilni, illetve az el?z?
gyakorlat A/1/b feladatat. Ebbdl pedig kovetkezik az egyenletes konvergencia.
A fiiggvénysor néhany részletdsszegét lasd a 23.1.d abran.

B/1, A fiiggvénysor néhany részletosszegét lasd a 23.2.a abran.

oo )
e A ) 3% pontonként konvergens, mert minden régzitett z-re ) % alaki.
n=1 n=1

o A fiiggvénysor tagonkénti derivaldsaval kapott sorra alkalmazhatjuk Cauchy

tételét, mert
(FRT) = 572 s [272] < % Tehét a fliggvénysor tagonkénti derivalasaval

kapott sor egyenletesen konvergens.

= A fiiggvénysor differencialhat6 tagonként, azaz derivaltja a ) 0 | €S3E fiiggvény.
Ennek a fliggvénysornak minden tagja folytonos, igy az 0sszegfiiggvény is folytonos.
o0

Vagyis a > S“%# fiiggvény folytonosan differencialhato.
n=1

B/2, Felhasznalva az A /2, feladatot adodik, hogy a keresett hatarérték 1. Viszont a lim

és a »_ nem felcserélhetdek, hiszen ) lirln o (2™ — z"™') = 0. (Ebbdl szintén ko-
n=1T—1—
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vetkezik, hogy a fiiggvénysor nem egyenletesen konvergens.) A fiiggvénysor néhany
részletosszegét lasd a 23.2.b adbran.

B/3, A fiiggvénysor néhany részletosszegét lasd a 23.2.c dbran.

e Pontonként konvergens a fiiggvénysor, mivel |arctgz| < |z| Vax € R (mert
oo
|tgx| > |z]), és igy |arctg 5| < % Ve € RoA lf—Ql sor pedig minden
n=1
rogzitett x-re konvergens.

e A tagonkeénti derivalasaval kapott fliggvénysor egyenletesen konvergens, mert
x\/ 1 1 1 1

<arctg —2)
n

1+ (%) 2+ 5] Tt
Ezekbdl pedig kivetkezik, hogy a > és a ()’ felcserélhetGek, vagyis szabad tagonkeént

derivalni.
1.5 1
a b
1
0.5 ] 0
= 0 =N
-0.5 — =1 -1 — =1
— =2 — =2
-1 —_—n= 1 —n=3
e —n=10 , —n =100
210 -5 0 5 10 21 -o05 0 0.5 1
X X
10 1
c Pd —n=1
0.8 —n=2 |
5 : —n=3
—n =100
0.6 ]
> 0 >
0.4
— =1
=5 —n=2 0.2
—n=3 -
—n =100 0
10 -5 0 5 10 0 0.5 1
X X

23.2. abra. a) B/1 feladat, b) B/2 feladat, c) B/3 feladat, d) B/4 feladat.
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Fourier-sorok

Kulcsszavak:

Fourier-sor

24.1. Elméleti 6sszefoglald

Legyen f : R — R Riemann-integralhat6 a [—m, 7] intervallumon. Ekkor f Fourier-soran
az

o
% + Z(an cosnx + by, sinnx)
n=1
fliggvénysort értjiik, ahol
s
ap = — f(z)cosnz de, n=0,1,...,
7T —T
1

s
b, = — f(z)sinnx dz, n=1,...
™ —Tr

Kérdés, mikor és milyen = pontokban teljesiil, hogy a fenti fiiggvénysor elGéallitja f-et,
azaz

oo
f(z) = % + Z(an cos nx + by, sinnx)?
n=1

24.1. Tétel. Legyen f 2w szerint periodikus, Riemann-integrdlhaté a [—7,m| intervallu-
mon, €s teqyik fel, hogy xo-ban létezik a bal és jobb oldali derivdltja. Ekkor a Fourier-sor

zo-ban tart az
f4(z0) + f=(20)
2
értékhez, ahol fi(xo) és f_(xo) a figguény xo pontbeli jobb ill. bal oldali hatdrértékét
jelols.

A tétel kovetkezménye, hogy ha f differencidlhaté xzg-ban, akkor a Fourier-sor xg-ban
elgallitja f-et.
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24.2. Feladatok

A, Fourier-sorok

1. Fejtsiik Fourier-sorba a kivetkezd fiiggvényeket a megadott intervallumokon!

al,

fz) =

=% Lhaze(0,27),
0 ,ha x =0 vagy x = 27.

a2, Majd helyettesitsiink = §-t. Milyen Osszefiiggést kapunk?
bl,

-1 ,haz e (—m0),

f(x)=40 ,haz=0vagy z ==,

1 L,haze(0,m).
b2, Majd helyettesitsiink x = §-t. Milyen 6sszefiiggést kapunk?
cl, f(x)=22; 2z € [-m,7].
c2, Majd helyettesitsiink z = m-t. Milyen 6sszefiiggést kapunk?

B, alkalmazdsok

1. Oldjuk meg a kiévetkezd differencidlegyenleteket hatvanysoros modszerrel!

e N e U B Rt it
o lyO)=1 " ly0)=a Tl w(0)=0, y(0)=1
2. Oldjuk meg a kovetkezd (hdvezetési) egyenletet Fourier-soros modszerrel!
% = % , z € (0,m)
u(0,t) = u(m,t) =0
u(z,0) = g(z) =>.07 | ap sinna

n=1
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24.3. Megoldasok-Eredmények—Utmutatasok
A/1/al,

2
ak:/ f(x)coskx dz =0,
0

s

mivel f(z) paratlan fiiggvény.

1 2w 1 2T
b = — f(z)sinkzx dm:/ 7TQHCsink:x dz,
0

m™Jo 7T
amit integraljunk parcialisan (u = 5%, v’ = sin kx):
1 [[r—2 [—coskz\]*" T —cos kx 1
b = — - o) (SR g b=
T2 k), S 2 k k
Vagyis

i sin k:x

k=1

Az f(x) fiiggvényt és a Fourier-soranak néhany részletosszegét lasd a 24.1. abran.

A/1/a2, x := § behelyettesitésével a T = 1— % + %—i—. .. numerikus sordsszeghez jutunk.

Y=

A/1/bl, a; =0, mert f(z) paratlan.
1 2 1 T 0
b, = — f(a;)sinkxda::{/ sinkxdx+/ —sinkx dx}:
0

™ 0 i -
l —coskz|”™ I cos kx 0 _ 1 (_1)k+1 +1 N 14+ (_1)k+1 B Eﬂ
T k 0 ko] o k k o k '
Tehat

_ 4 i sin ((21 — 1)z)
T 20 —1 ’
=1
Az f(x) fiiggvényt és a Fourier-soranak néhany részletosszegét lasd a 24.2 abrén.

A/1b2, 1=2401 -1+ +..) = T=1-i41-14

=

(S

A/1/cl, by =0, mert f(z) paros.
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1 [7 1 i T & i
ap = / 22 coskx doz = = [332 S kﬂ —/ 2$smkkx dz » =
m —7

) n k .
—
0
1 — kx]™ [ k 2 kaxl™ T
T { [236 CZS x} B — /_WQC(;: a: dx} =7 { [xCOZ2 x} - — /_Wcoskx d:v} =
[z cos kz|" _ — [sin kz]” i(w(—l)"C +m(=1)F) = i(_l)k
mk? - h,_iﬂ/ wk? k2
0
Tehat
= % + kZ:l -5 COS kx.

Az f(x) fiiggvényt és a Fourier-soranak néhany részletosszegét lasd a 24.3 abran.

2 00
A/1/c2, n* = +Zk (= )%( nr = ?:Zkzlk%'

77;"12

']'l_llr"l—l

(=] +]

24.1. dbra. A/1/a feladat.

B/1/a, Keressiik a megoldast y(t) = Y roaxt® alakban. Az y(0) = 1 kezdeti feltételbol
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H

-3 27 —T 0 ™ 2T 3

(=]l +]

24.2. dbra. A/1/b feladat.

adodik, hogy ap = 1.
oo (o)
y(t) = apkt* ' = ap(k+ 1tF,
k=1 k=0

amit az egyenletbe visszairva és Osszevetve az egyiitthatokat:

o o
1
Zaktk = Zakﬂ(k +1)tF = ap = appa(k+ 1) = appr = ZES
k=0 k=0 ’
Tehat
< Lk
4 t
y(t) = i
k=0

B/1/b, Hasonl6an, mint az a, részben: y(t) = > 0% jcnt™, y/(t) =D o0 cpt™ In.

n=1

k
co=a, ke, =cppi(n+1) = Cn+1:£11.

. no kt)™
Igy ¢, = %, sy(t)y=ad 2, (n? = aeft .

B/2, Keressiik a megoldast u(x,t) = > 7 b, (t) sin nz alakban!
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1

L
-3 =27 —T 0 s 2T 3

I
(=] +]

24.3. abra. A/1/c feladat.

A kezdeti feltételbsl b, (0) = ay, .

o0

2 o0
E;: = Zb;(t) sinnz, g;; = an(t)(—nQ sinnx)
n=1 1

) = (b,

Lasd 1/b = by(t) = ape ™t. Tehat u(x,t) = > re ane ™ tsinnx . (Lasd 24.4.

abra.)
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5 ! ! T
: : {——% =10.000]

w(z,t)

0 /4 /2 3r/4 T

€I
[=Jtef[+]

24.4. abra. B/2. feladat: u(z,t) a t = 0 id6pillanatban (a, = cosn, nmez = 10). (A ¢ id6
nem telik egyenletesen, ¢t = 0.01, t = 0.1 és t = 1 idGegységnél a tizszeresére gyorsul.)
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2. minta zarthelyi

. Legyen a v ut a —i kezdGpontot az 1 végponttal 6sszekots egyenes szakasz. Szamitsuk ki a
kovetkez6 komplex vonalintegral értékét! (3p)

/Edz.

Y

. Legyen a v a (0,1) pontbdl az y = 2% gorbén az (1,2) pontba érkezd ut. Szamitsuk ki a

kovetkezs komplex vonalintegral értékét! (3p)
/ —cosz dz.
b
. Szamitsuk ki a kovetkezd komplex vonalintegral értékét! (2+2+2+2p)
sin z
% 211 dz,
il

ha a v 4t a kovetkez§ pozitiv kérbejarasu zart gorbe:
a, |[z+i|=1; b,|lz—i|=1; ¢, |2|=5; d,|z+10]=2.

. Egyenletesen konvergens-e a (—o0, 00) intervallumon a kovetkezo fliggvénysorozat? (3 p)

fn(x) = arctgna .

o0
. A [0,0.9] intervallumon értelmezett . 2™ fiiggvénysor segitségével hatarozzuk meg a ko-

n=0
vetkezd numerikus sor Gsszegét. (5p)
()
nl= .
2
n=1
. Fejtsiik Fourier-sorba a kévetkez6 fiiggvényt! (4p)
—x ,haze(—mmn),
fz) =
0 shaz=-—nmvagyz=m.
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folytonossag, 45, 111

Fourier-sor, 155
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generatorrendszer, 27

157

harmas integral, 105
hatarérték, 45
hatarpont, 11
hatvanysor, 121
hengerkoordinatak, 105

implicit alakban megadott fiiggvény dif-
ferencidlasa, 57
irAnymenti derivalt, 57

Jacobi-matrix, 51

kérnyezet, 11
kiils§ pont, 11
kettds integral, 97
kisrendd fiiggvény, 51
komplex vonalintegral, 129
kompozicié differencidlésa, 57
kontrakcio, 19
konvergencia, 19
konvergenciahalmaz, 141, 149
konvergenciasugar, 121
konvergens

pontonként konvergens, 141, 149
konvergens sorozat, 33
korlatos leképezés, 39

Laplace-egyenlet, 121
linedris fiiggetlenség, 27
linearis kombinécio, 27
linearis leképezés, 27

masodfaji vonalintegral, 83
metrika, 11
metrikus tér, 11

négyszogtartomany, 97
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Newton—Leibniz-formula, 83, 129
normélt tér, 33
normaltartomany, 97, 105
norma, 33

nyilt halmaz, 11

parcialis derivaltak, 45
polartranszformacié, 97
pontozott kornyezet, 11
primitiv fliggvény, 83, 129

reguléris fliggvény, 121

szélsGérték, 65
szakaszonként sima ut, 73

téglatartomany, 105
Taylor-féle képlet, 121
Taylor-polinom, 65
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teljes metrikus tér, 19
torlédasi pont, 11

vektortér, 27

zart halmaz, 11
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