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1. fejezet

Bevezetés, véletlen kisérletek

1.1. Bevezetés

Ez a jegyzet cime alapjan akar egy egyszerti bevezets is lehetne a valoszintiségszamitéas
sokak szamara csodalatos, masok — elsGsorban a témaval még csak ismerkedd didkok —
szamara ijesztd vilagdba. Reményeink szerint azonban mégis kicsit mést ad, mint a sok
hasonl6 téméju jegyzet. Ami miatt raszantuk magunkat a megirasara az egyrészt a sok
éves oktatasi tapasztalatunk, masrészt a mara mindenki szdmara kénnyen hozzaférhets
szamitogépes hattér. Nem titkolt célunk a sok abraval, szimulacioval és kiilonosképpen
a fliggelékben mellékelt szamitogépes kodokkal az, hogy kedvet csindljunk az olvasonak
az 6nallo programirashoz is. Az abrak nemcsak az olvashatosagot javitjak, hanem a sok
esetben bonyolult képletben végzddd eredményt szempillantés alatt érthetévé, a nem
matematikus olvas6 szaméra is felfoghatova teszik. Egy-egy abra tipikusan nemcsak az
adott példa megoldasat mutatja be, hanem egyszerre rengeteg hasonlé feladatét is. Igy
lathatova valik az eredmények fiiggése a kiilonboz6 paraméterektsl - és igy reményeink
szerint minden sokkal érthet&bb lesz.

Arra is batoritjuk a szamitastechnikaban legalabb alapfoku jartassaggal bir6 olvasot,
hogy maga is probalja ki a mellékelt kodokat, futtassa le tetszése szerinti paraméterezésre
a megadott webcimeken talédlhato programokat. Fzzel két legyet is lithet egy csapasra: a
valoszintiségszamitashoz is kozelebb keriilhet, hiszen a modositashoz nyilvanvaléan sziik-
séges a képletek értelmezése, masrészt begyakorolja a gyakorlatban kivaléan hasznalhato
R programnyelvet.

Sok esetben az abrak nem képleteken, hanem szimulaciokon alapulnak. Ez ugyancsak
nagyon lényeges technika: ha nem tudunk egy feladatot explicit médon képletekkel meg-
oldani, algoritmust akkor is gyakran fel tudunk ré irni. Ekkor mar csak egy kis tiirelemre
van szilikség, amig a kell§ szamu ismétlés lefut és maris kezlinkben van a kérdésre egy jo
kozelités. Ez ismét nagyon sok, nehéznek ting gyakorlati problémanal jarhato t.

Reméljiik, hogy az elektronikus jegyzet el6nyeit ilymodon kihasznalva mindenkinek



hasznos jegyzetet sikeriilt késziteniink, amelynél iigyeltiink arra, hogy az elsé fejezetek
akar kozépiskolasok szamaéra is érthetGek, kedvesinalok legyenek a valoszintiségszamités
mélyebb eredményeit mar az egyetemen megszokott médon targyald tovabbi fejezetekhez.

A bevezetés utan elGszor a véletlen fogalmét ismertetjiik, majd sok példan keresztiil
megismerkediink a leszamlalason alapul6d (kombinatorikus) valoszintiségszamitas fogal-
maival, modszereivel.

A fliggetlenség a valoszintiségszamitas és a raépiilé tudomanyagak, igy példaul a ma-
tematikai statisztika kdzponti fogalma, ezért 6nallo fejezetet szenteltiink neki és a hozza
kapcsolodo témakoroknek. Mivel a kisérletek jellemzd értékei — a valaszott természetes,
a lehetd legkevesebb formalizmussal terhelt megkozelités esetén — mésképpen szamolha-
tok a diszkrét (legfeljebb megszamlalhatoan végtelen sok értéket felvevd) és a folytonos
modellek esetén, ezért a diszkrét esetre kiilon is bevezetjiik ezeket a fogalmakat. Itt
a gyakorlati (statisztikai) alkalmazasokba is bepillantunk, amikor a mintara szamolunk
jellemzé értékeket.

A kovetkez6 nagy részt a folytonos modelleknek szenteljiik. Itt mar a célkdzonséget
is kicsit szikitjlik, az egyetemi hallgatok szamara mar lényeges lehet a tételek formaélis
bizonyitasa is, ezért ezekbdl is adunk izelit6t. Természetesen nem lehetett célunk egy
terjedelmes tankonyv részletességével bemutatni minden bizonyitast, sokkal inkdbb az
alkalmazasokra, a példakra helyeztiik itt is a hangsilyt.

A fiiggetlenség altalanos definiciojat és az Osszefiiggdséggel kapcsolatos fogalmakat
mutatja be a kovetkezs fejezet. Ezutan mar csak egy 1épés a modern valoszintiségszami-
tas kozponti kérdésének, az aszimptotikus tulajdonsédgoknak a bemutatasa. Altalaban
ez az a pont, ameddig egy egy féléves BSc szintid valoszintségszamitas ora soran el lehet
jutni. Mivel azonban az ELTE-n szamos magasabb szint kurzus is szerepel a tanszé-
kiink kinalatdban, ezért célunk volt, hogy egy kicsi izelit6t adjunk ezekbdl is. ElGszor
is a Markov lancok elemei keriilnek sorra, ami fontos tovabblépés a bonyolultabb szto-
chasztikus folyamatok iranyaba, és szamos érdekes feladat révén reményeink szerint az
olvaso jartassagra tehet szert az alkalmazasaikban. A témat specialis Markov lancokkal,
a bolyongasokkal folytatjuk.

A martingalok pedig ezek altalanositasai, szamtalan izgalmas modern teriileten al-
kalmazhatoak — példaul a pénziigyi matematikiban — ez a fejezet mar mértékelméleti
alapokra is épit. Az eddig targyalt sztochasztikus folyamatok mind diszkrét idejtek vol-
tak, a téma lezarasaként rovid izelitét adunk egy olyan egyszerd esetbdl, ahol nemcsak
diszkrét idépontokban vannak megfigyeléseink, ez pedig a Poisson folyamat.

Minden fejezet végén szamos gyakorld feladatot ismertetiink, amelyek megoldasa a
tanultak elmélyitését nagyban elGsegiti. A fliggelék nagyobb része az abrakat, szimuléci-
okat elGallitdé programok koziil ad valogatést. Ezeknél a programoknal nem torekedtiink
a programozasi szempontbol optimalis megoldésra, inkabb az egyszerid, kozismertnek
tekinthetd utasitasokat hasznaltuk, bizva abban, hogy igy tobben fogjék tudni ezeket
értelmezni és akar sajat otleteikkel tovabb alakitani.

Végiil az interaktiv szimulaciokra hivjuk fel az olvasok figyelmét. Ezek a szovegben



megadott honlapokrol érhetdk el, és mindenkinek nagyon ajanljuk a tanulmanyozasukat!
Segitségilikkel az éppen ismertetett fogalmak gyakorlati tulajdonsagai, a bemutatott pél-
dak kiilonb6z6 paraméterezés melletti eredményei figyelhet6k meg. Néhény esetben a
tovabbi paraméterbeallitdsok melletti eredményeket a Fiiggelék 2. részében is bemutat-
juk.

A feladatok nagy részét folyamatosan hasznéljuk az oktatéasban, eredetiik igy legtobb-
szor homalyba vész. Néhany speciélis feladatnal megjeloltiik a forrast is. Az irodalom-
jegyzék néhany angol nyelvi szakkonyvet, példatarat tartalmaz, amelyek a jegyzetiink
kiegészitéseként haszonnal lehet forgatni. Magyar nyelvi szakirodalmat szandékosan
nem valogattunk ki, mert rengeteg kiilonbo6zé szint és megkozelitésmodi anyag talal-
haté akar elektronikusan akar hagyoméanyos konyv forméaban és nem szerettiink volna
senkit sem megbéantani azzal, hogy véletleniil pont az 6 munkajat kihagyjuk a listabol.

A tananyagunk elkészitésében segitséglinkre voltak tanszékiink PhD diédkjai, igy kii-
16n6sen Martinek Laszld és Varga Laszlo jegyzetei, munkajukat koszonjiik!

1.2. A véletlen fogalma

Matematikai definiciéval nem érdemes kisérletezni, hiszen a véletlen nem az absztrakt
matematikai fogalmak kozé tartozik, hanem mindannyiunk altal tapasztalt jelenség.
Mennyi id6§ alatt ériink be a munkaba? Fog-e esni a kirandulés alatt? Ezek mind
tekinthetéek a véletlen megvalosulasanak, nemcsak a klasszikus kockadobéssal, illetve
lottohiizassal kapcsolatos kérdések.

Kicsit formalisabban, tekinthetjiik véletlennek azokat a kisérleteket, jelenségeket,
amelyek kimenetelét a rendelkezésiinkre all6 ismeretek alapjan nem tudjuk el6re meg-
hatarozni. Ebbe a korbe illeszkednek a klasszikus véletlen kisérletek: a lottohuzas, a
kockadobas.

Ehhez a véletlenhez konnyen tarsithatunk valészintiséget is, de ez a szubjektiv, "ér-
zés" alapjan hozzarendelt szam méar nem biztos, hogy meg fog felelni azoknak a kri-
tériumoknak, amiket a kovetkez§ pontban a valdszintiség matematikai definiciojaként
fogunk bevezetni. Ennek ellenére hasznos ez a megkozelités, mert igy a legtébb olvaso
szaméara mar ismerds fogalmakrol kell beszélniink és ez minden bizonnyal megkonnyiti a
megértést.

1.3. Véletlen jelenségek a mindennapokban

A fenti példak mellett szamtalan esetben talédlkozhatunk a véletlennel, mégha ez nem is
tudatosul benniink. Mikor szolal meg a telefonunk? Hany emailt kapunk egy napon?
Meddig tart a fényképezégépiink akkumulatora? Mind mind olyan kérdések, amik a vé-
letlennel kapcsolatosak, és a késGbbiekben vizsgélandd modellek segitségével akéar valaszt



is kaphatunk rajuk - no nem feltétleniil elérejelzést, de legalabbis becslést a kapcsolodd
események valoszintiségére.



2. fejezet

Leszamlalasok, modelljeik: véges
alaphalmazok

Az els6 részben az el6zéekben emlitett példdkhoz (kockadobés) hasonlo egyszert, véges
sok kimenetellel leirhato kisérleteket vizsgaljuk. Ez a témakor is nagyon sok érdekes
problémat vet fel és a kevesebb technikai nehézség miatt célszerd a valoszintiségszamitas
tanulményozasat itt kezdeni.

2.1. Szorzasi elv

A legtobb feladatban a lehetdségek szamat 1épésrdl 1épésre haladva tudjuk meghataroz-
ni. Ennek a lényege, hogy sorra vessziik a kisérleteket és megnézziik, hogy az egyes
lépésekben hany lehet6ségiink van. Ha az egyes lépések utan mindig ugyanannyi a lehe-
tGségek szama, akkor a teljes kisérletnél ezt az egyes 1épések esetszdmainak szorzataként
kaphatjuk meg.

A legegyszeriibb esetet egy példéan keresztiil is bevezethetjiik:

2.1 Feladat Tegyiik fel, hogy egy csoportban 6 fiti és 8 lany van és hogy a keresztneveik
mind kiilonbozéek. A szalagavatd nyitotancara egy part kell kivalasztani. Hanyfélekép-
pen tudjuk ezt megtenni?

Megoldas. Az Osszes esetek szama 6 - 8, mert 6 fitbol és 8 lanybol véalaszthatunk.

Hasonloképpen tobb csoport esetére is:

2.2 Feladat Tegyiik fel, hogy egy négy osztalyos kozépiskolaban a 4 évfolyam a kovetke-
z8 megoszlasban delegalt tagokat a didkonkorméanyzat vezetésébe: 2 elsGs, 3 masodikos,
5 harmadikos és 3 negyedikes van a vezet&ségben. Tegyiik fel, hogy egy bizottsagot kell
koziiliik kivalasztani, amely minden évfolyamrol pontosan egy tagot tartalmaz. Héanyfé-
leképpen tehets ez meg?



Megoldas. Az Osszes esetek szama 2 - 3 -5 - 3, mert az egyes osztalyokbol a megadott
szamu diakbol valaszthatunk és barki barkivel egyiitt bekeriilhet a bizottsagba.

2.3 Feladat Hanyféle rendszamtéabla képzelhets el a mai rendszerben, ahol az elsé ha-
rom helyen bettik, a méasodik harom helyen pedig szamok &llnak? (A felhasznalhato
abc 26 bet(it tartalmaz és az egyszertiség kedvéért tegyiik fel, hogy 000 is megengedett
szdmsorozat.)

Megoldas. Az dsszes esetek szama 26% - 103 azaz tébb, mint 17,5 millio, mert az egyes
helyekre a megadott lehetdségek koziil barmelyiket valaszthatjuk.

2.2. Kombinatorikai alapfogalmak

Ahhoz, hogy az egyes feladattipusokra minél hatékonyabban talaljuk meg a megoldést,
érdemes a leszamlalasi (kombinatorikai) fogalmakat attekinteni. Ha ezeket értjiik, akkor
kénnyen fogjuk tudni a médszereket alkalmazni a konkrét feladatokra is.

2.2.1. Permutacidk

Hanyféle sorrendben érhet célba harom versenyz6? Az eredmény természetesen 6, ahogy
arrol barki akar egyszert felsorolassal meggy6z&dhet. De természetesen alkalmazhato a
szorzasi szabaly is, hiszen a gy&ztes 3 féle, a méasodik 2 féle és végiil a harmadik mér csak
1 féle lehet. Az eredmény tehat valoban 3-2-1 = 6. Ugyanigy megkaphat6 az altalanos
eredmeény is, miszerint n dolog sorbarendezéseinek a szama n - (n —1)-----1 =nl.

2.2.2. Kombinaciok

Gyakori az olyan kérdés, amire a valaszt bizonyos csoportok elemszédmanak 6sszeszamo-
lasaval kaphatjuk meg. Erre a kdvetkez6 egy tipikus kérdés: hanyféleképpen tudok egy
part kivalasztani 5 emberbdl? A valasz az el6z6ek alapjan mar nagyon egyszert: a par
elsé tagjat bH-féleképpen, a masodikat pedig a megmaradok koziil 4 féleképpen vélaszt-
hatjuk ki. Viszont ez a 20 lehetdség kiilonbozének szamitja az AB part a BA-tol, ami
nem felel meg a feladat szévegének. Mivel minden egyes parra ugyanez a kétszeres szorzo
vonatkozik, ezért a végeredmény a 20/2 = 10. Ugyanez a gondolatmenet altalanosan is
végigvihets: n dologhdl k elemet

n-(n—‘l) ----- ‘<‘@'—.k+1) _ (n) (2.1)

féleképpen vélaszthatunk ki.




2.3. Klasszikus valoszintiség

A fenti leszamléalasok alapjan mér valoszintséget is definidlhatunk: ehhez csupéan arra van
sziikség, hogy minden egyes kimenetelhez ugyanakkora esély tartozzon. Ekkor tetszdleges
A esemény valoszintisége megadhato ugy, mint P(A) = |A|/|2] ahol 2 az 6sszes lehetséges
kimenetel Osszessége, egy A halmazra pedig |A| a halmaz elemszamat jeldli.

Természetesen a kés6bbiekben ennél bonyolultabb esetekkel is fogunk talalkozni, de
az alapfogalmak megértéséhez ez a véges sok lehetdséget tartalmazo egyszerd modell is
elegendd.

2.4 Feladat Tegyiik fel, hogy egy szabélyos kockaval dobunk haromszor. Szamoljuk ki
annak a valdszintiségét, hogy héarom kiilonb6z6 eredményt kaptunk!

Megoldas. Az dsszes esetek szama 63, mert mindhéarom esetben 6 lehetdségiink van, és
ezek barmelyike kombinalhat6 a tobbi dobas bermelyikével. (Megjegyzendd, hogy ezzel
megkiilonboztetjiik példaul az 123 eredményt a 321-t6l, mert igy lesznek egyenld valo-
szintiségiiek az esetek.) A kedvezd esetek leszamlalasahoz azt kell észrevenniink, hogy az
els6 dobasnal még barmelyik eredmény el6fordulhat, azaz 6 lehetGségiink van, a maso-
diknél viszont mar csak 5 - hiszen nem dobhattuk ugyanazt, mint amit elsére kaptunk - a
harmadiknal pedig mér csak 4, hiszen sem az6 sem a masodik dobés eredménye sem johet
ki qjra. A keresett esetszam tehat 6 -5-4 = 120. Ebbdl a valoszintiség 120/216 = 5/9.
A megoldis modszerét konnyen altalanosithatjuk tetszéleges oldali "kockara" és dobas-
szamra. Az eredményeket mutatja néhany esetre a 2.1 abra.

2.5 Feladat Tegyiik fel, hogy 10 emberbdl valasztunk ki véletlenszertien kettét. Ha a
10 koziil 5 né, akkor mi a valészintisége, hogy 1 né és 1 férfi keriil a kivalasztottak kozé?

Megoldas. Az osszes lehetGségek szama az elézdek értelmében (120) = 45 ezek koziil
férfit és nét is tartalmaz 5% 5 = 25 par. A keresett valoszintiség tehat 25/45 = 5/9.
Masik megoldasi lehetGség, ha a rossz eseteket szamoljuk 6ssze. Egynemt parbol 2(;) =
20 van (a valoszintségszamitasban ezt a komplementer eseménynek nevezziik). A jo
esetek szdma tehat 45-25, vagy a valoszinilségszamitasban gyakran hasznéalt moédon a
komplementer esemény valoszintisége 1— az eredeti esemény valoszintisége.

2.6 Feladat Mi a valosziniisége, hogy 25 emberbdl van kettd, akinek az év azonos nap-
jara esik a sziiletésnapja?

Megoldas. Az Osszes lehetéségek szdma: 3652, ebbdl a kedvezétlenek szdma (azaz,
amikor nincs egyezés) 365 - 364 - -+ - (365 — 24). A keresett valoszintiség ez alapjan
-feltéve, hogy barmely napon ugyanakkora a sziiletés valdszintisége és hogy a csoport
tagjai kozott nincs kapesolat - 1 — 365 - 364 - - - - - (365 — 24)/365%° = 0, 569.

10



Csupa killénbdz6 eredmény vszge

10

1% — 12 oldald kocka
— 9 oldall kocka
— B oldali kocka

08
|

06
|

04

02
1

0o
|

Dobé&sszam

2.1. abra. Csupa kiilonb6z6 dobéas valoszintsége (2.4 feladat, 11.1 kod)

Az eredmény elsé ranézésre igencsak meglepd, hiszen akar még 50 fGs csoportban
is ritkdnak gondolhatnank az egybeesést, pedig ahogy ezt a 2.2 abrardl leolvashatjuk,
az eredmény ebben az esetben mar meglehetésen kozel van az egyhez. A latszolagos
paradoxon magyarazata az, hogy val6jadban nem a csoport 1étszaméat kell a 365 naphoz
viszonyitani, hanem a parok szamaét.

A 2.2 abréabol lathato, hogy a valodi sziiletési gyakorisagok (melyek kissé nagyobbak
a nyari honapokban, mint az év t6bbi napjan, és a szokénap is megjelenik) alapjan
szimulalt relativ gyakorisagok szinte teljesen pontosan visszadjak az elméleti értékeket
(a szimulaci6-szam minden n-re 10000 volt). Animalt szimulacios abra a www.cs.elte.

hu/~zempleni/anim/szulnap cimen talalhato
Ebbdl egy screenshot a 2.3 dbra. Ez a 2.2 abrahoz hasonlo, de szimulécioval adodik.

2.7 Feladat Egy zsakban 10 par cipé van. 4 db-ot kivalasztva mi a valoszintisége, hogy
van kozottiik par, ha

1. egyforméak

2. kiilonbozéek a parok?

Megoldas.

10\ /10 10\ /10
1. P(van par)=1-P(nincs par)=1 — (0)(4);<4)(°> = 2= hiszen csak akkor nem ka-

4
punk part, ha vagy 4 ballabas vagy 4 jobblabas cip6t htizunk.

11



Azonos szill.napok valdsziniisége
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2.2. abra. FEgyezs sziiletésnap valosziniisége a csoport létszamanak (n) fiiggvényében
(2.6 feladat, 11.2 kod)

Legalabb egy egyezés relativ gyakorisaga
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2.3. abra. Egyezd sziiletésnap relativ gyakorisdga a csoport létszaméanak (n) fliggvényé-
ben (2.6 feladat), szimulalt adatokra
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_20-1816-14 __ 99 £ e . P I
2. 1= 55900507 = 333 & szorzasi szabaly értelmében: az els6 cip6 még akarmi lehet, de

innen kezdve mindig ki kell hagyjuk a mar kihtizott cipd parjat a "rossz" eseteknél.

Latszolag mashogy okoskodtunk a két résznél, mert az els§ esetben a sorrendre nem
voltunk tekintettel, mig a masodik esetben igen, de mivel mind az 0sszes esetszam, mind
a kedvezs esetszam szamolésanal kovetkezetesen ugyanugy szamoltunk, ezért mindkét
eredmény helyes.

2.8 Feladat Ugy helyeziink el n urnaba n golyét. hogy barmelyik a tobbitél fiiggetleniil
barmelyik urndba ugyanakkora eséllyel keriilhet. Mi a valdszintisége, hogy

1. nem lesz tres urna

2. pontosan egy lires urna lesz?

Megoldas. Az osszes esetszam a feladat szovegének értelmében n™.

1. Akkor nem lesz iires urna, ha minden urnéba pontosan egy goly6d keriil. Ennek
2 s 2 |
valoszintisége .
n

2. A kivant helyzet nyilvan csak tugy éllhat el, hogy egy urna iires, egy urnédban 2
goly6 van és a tobbi urnaban pedig 1-1 golyo. A kedvezd esetszamoknél figyelembe
kell venniink, hogy n urna maradhat iiresen, n —1 urnaba keriilhet 2 goly6 és ezeket
(72’) féleképpen valaszthatjuk ki. A maradék n — 2 golyé az n — 2 urnaba az el6z6
rész értelmében (n — 2)! féleképpen keriilhet. A végeredmény tehat

w02 =
nn onn

A 2.4 dbra mutatja az iires urnak szaménak eloszlasat a 2.8 példaban, 10° szimulacié
alapjan. Jol latszik, hogy a feladat viszonylag konnyen szamolhato esetei igen ritkan
fordulnak el6.

2.9 Feladat Mennyi a valoszintisége, hogy 2 (altalanosan n) kockadobas maximuma 57

Megoldas. A maximumra vonatkozo kérdéseknél tipikusan azt konnyid megvalaszolni,

hogy mennyi annak a val6szintisége, hogy a maximum kisebb egy adott szamnéal. Béar

a 2 kocka esetére még enélkiil is kénnyen célt érhetiink, mi mar itt is ezt a konnyen
altalanosithaté6 modszert alkalmazzuk. Legyen X és Y a két kockadobés eredménye.
P(max(X,Y) < 6) = 25/36, hiszen mindkét dobas legfeljebb 5 lehet. Ugyanigy P(max(X,Y) <
5) = 16/36, és mivel {max(X,Y) < 6)} D {max(X,Y) < 5)}, ezért a két esemény kii-
16nbsége éppen a {max(X,Y) = 5} esemény, aminek tehat a valoszintisége 9/36.

13



Ures urnak szama
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— n=10

valdszinlseg
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Ures urnak szama

2.4. dbra. Az iires urnak szamanak eloszlasa az urnak szamanak (n) fiiggvényében (2.8
feladat, 11.3 kod)

Az altalanositashoz (az n kockadobas eredménye most legyen X, ..., X,,): P(max(Xj, ...

6) = 5"/6", és P(max(Xy,...,X,) < b) = 4"/6", a keresett valoszintiség tehat (5" —
4m) /6",

A 2.9 példa feladatdnak &altalanos megoldasat mutatja a 2.5 abra. Ezen 2.5,8 és
12 kocka esetére lathaté a maximum eloszlasa (azaz az egyes értékek bekovetkezésének
valoszintisége). Jol lathato, hogy a 6-os maximum valosziniisége folyamatosan né, mig a
tobbi eredmény egy id6 utan mar egyre kevésbé valoszind.

2.10 Feladat Hany kockadobésnéal a legnagyobb annak a valészintisége, hogy pontosan
egy hatost dobunk?

Megoldas. Ez is tipikus példa: megszamlalhaté sorozat maximumat keressiik. A so-
rozatoknal a lokalis szélsGértéket egyszertien az egymas uténi értékek vizsgalataval meg
tudjuk talalni. Ha a szomszédos tagok kiilonbségét tekintjiik:

1 5!
n =N~ - y
p 6 6n71

tehéat
(n+1)5" — 6n5"~! 5" —n5n~!

Prnt+1 — Pn = Gl = Gl )

14



n kockadobas maximumanak az
eloszlasa

08
1

0B
I

04

02
1

00

eredmeny

2.5. abra. A legnagyobb dobott szam eloszlasa kiilonb6z6 kocka-szamokra (2.9 feladat)

Pont 1 hatos dobasanak valésziniisége

04

03
1

waldsziniiség

01

dobasok szama

2.6. abra. A pontosan 1 hatos dobéasanak val6szintisége a dobasok és a "kocka" oldal-
szamanak (k) fiiggvényében (2.10 feladat)
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ami pontosan akkor pozitiv, ha n < 5. n = 5-re 0 a kiilonbség, ezutdn pedig negativ.
Tehat n = 5 és n = 6 adja a maximumot, ennek értéke 5°/6° = 0, 4.

A 2.6 dbra mutatja a pontosan 1 hatos dobas valdszintiségét néhany kilonbozd k
oldalszamu "kocka" esetére (ekkor az 1-t6l k-ig barmely szam egyformén valoszind, k >
6). Jol latszik, hogy a maximum mindig az oldalszam és az oldalszam-1 kocka esetén
maximalis. Erdekes, hogy a maximum csak lassan csokken az oldalszam névekedtével.

2.4. Szita formula

Bevezetés

2.11 Feladat Mi a valoszintisége, hogy egy magyar kartyacsomaghol visszatevéssel két
lapot hiizva lesz kozottiik piros?

Megoldas. Tobb lehet6ség is adddik a megoldasra. Az egyik modszer szerint a komple-
menter eseményt vizsgalhatjuk: annak valdszintisége, hogy nem huztunk pirosat % =
9/16, azaz a keresett valoszintiség 1 —9/16 = 7/16.

De més megkozelitést is valaszthatunk. Ha ugy latunk neki a megoldasnak, hogy
barmely htzasnal 1/4 a piros huzas valoszintisége, akkor ebbdl els§ kozelitésben 1/2
adddna. De persze ez nem jo, mert kétszer szamoltuk azokat az eseteket, ahol mindkét
huzasra pirosat kaptunk. Ha tehat ezt az 1/16 valészintiséget levonjuk, akkor éppen 7/16
adodik.

Maés esetekben is gyakran szembesiiliink hasonloé probléméval, amikor korrigalnunk
kell az els6 kozelitésben ad6do eredményt a metszetek tobbszori beszamitasa miatt. For-
malisan az el6z6 feladatban arrol volt szo, hogy a P(A; U Ay) = P(A;)+ P(As) — P(A1 N
As) képletet alkalmaztuk. Itt A; az az esemény, hogy az els6 huzas piros, A, pedig az,
hogy a masodik hizés piros. Ez a képlet még kdnnyen atlathato és ellendrizhets. De mi
torténik, ha nem 2, hanem 3 eseményiink van és a kérdés az el6z6ekhez hasonléan az
unidjuk valoszintisége?

Erre ad vélaszt az tgynevezett szita-formula, melyet mas teriileteken is gyakran al-
kalmaznak leszamlalési feladatok megoldasara. A valészintiségszamitéasban Poincaré for-
mula néven is ismert allitas a kdvetkezs:

n
P(A;U--UA,) = (-1)*1s, (2.2)

i=1
ahol Si(n) az Osszes i-tényezGs metszet valosziniisége, formalisan

S = > P(Ag, N A, NN Ap).

7
1<k <ka<--<k;<n
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Ezzel a képlettel mar konnyen megoldhatunk olyan feladatokat, amiknél a kozvetlen,
"nyers erén" alapuld szamolés szinte reménytelen. Sok esetben pedig az az egyszerd
atfogalmazas még praktikusabb, ahol unié helyett metszet szerepel:

1=0

ahol legyen Sé”) = 1. A két allitas ekvivalencidja abbol adodik, hogy a komplementerek
metszete éppen azt jelenti, hogy egyik esemény sem kovetkezik be — ez pedig éppen az
uni6 komplementere. A jobb oldal pedig éppen 1- a (2.2) képlet jobb oldala, tehat a
komplementer esemény valoszintisége.

Nézziink is néhany példat!

2.12 Feladat Mi a valoszintisége, hogy egy szabalyos kockaval 12-szer dobva, minden
szam legalabb egyszer kijott?

Megoldas. A szita formula alkalmazasanak sziikségességére abbol lehet rajonni, hogy a
lehetGségeket szamba véve rengeteg szoba jové megoszlast kellene figyelembe venni (pl. az
1—6 értékek gyakorisdgairaa 7—1—1—1—1—1¢ésa2—2—2—2—2—2 is megengedett meg-
oszlas). A szita formula alkalmazasahoz azt kell csak észrevenni, hogy itt is események
metszetének valoszintiségét kell kiszamolnunk. Ha a A;={nem dobtunk i-t} vélasztassal
alkalmazzuk a formulat, akkor éppen a komplementerek metszetére felirt alakot kapjuk,

és ebbol S = (°)(55%)", azaz a keresett valoszintség 1 — S0 (—1)"1(8)(61)12.

A 2.7 dbra a 2.12 példaban szerepls valoszintiséget n = 10, illetve n = 20 esetére
mutatja. Az x tengelyen azt lathatjuk, hogy a szita formulaban az elsé i tag milyen jol
kozeliti az eredményt. Ebbdl latszik, hogy az els6 2 — 3 tag a dominans (az igen valoszi-
nitlen, hogy az adott dobésszamok mellett maximum 3 vagy még kevesebb kiilonb6z8
eredményt kapjunk).

2.13 Feladat Mi a valoszintisége, hogy ha n ember bedobja a névjegyét egy dobozba,
majd ezutan véletlenszertien mindenki ki is huz egyet, akkor nem lesz senki, aki a sajat
névjegyét huzza?

A 2.9 abrabdl lathato, hogy .a valoszintiség nagyon gyorsan kozelit 1/e-hez (vizszin-
tes kék vonal). Animéalt szimulacios dbra a www.cs.elte.hu/"zempleni/anim/nevjegy
cimen talalhat6. Egy screenshot a 2.9 dbra. Ebbdl az lathato, hogy kiilénb6z6 csoport-
méret (n) esetén a szimulaciok soran atlagosan hany egyezés volt. Lathato, hogy az
értékek minden n-re kozel vannak 1-hez.

Megoldas. Itt is a szita formula a megoldéas kulcsa. Ezittal is események metsze-

tének valoszintiségét kell kiszamolnunk. Legyen A;—{az i-edik ember a sajat névjegyét
1
(n—it1)>

a keresett valoszintség 1 — 1" | (—1)""!(3), ami éppen 1/e-hez tart, ha n — oo,

n

hazta}. A keresett esemény a komplementereik metszete, Si(n) = (Z) = azaz
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A szita formula a gyakorlatban

—— 20dobas
— 10 dobas

waldsziniseq

2.7. abra.  Annak val6szintisége, hogy 20, illetve 10 kockadobésnal minden szam kijon,
a valoszintiséget a szita formulaban szerepld Gsszeg elsd i tagjaval kozelitve (2.12 feladat,
11.5 kod)

Annak a valosziniisége, hogy nincs egyezé névjegy

05

04

01

2.8. abra. A névjegy probléma valoszintisége a csoport létszaméanak (n) fiiggvényében
(2.13 feladat, 11.4 kod)
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Egyezések szamanak atlaga
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2.9. abra. A névjegy problémanal az egyezések szamanak atlaga a csoport létszaméanak
(n) fliggvényében

A kovetkezs, 2.10 dbra azt mutatja, hogy a szita formula képletében rendre i-ig
Osszegezve mennyire jo kozelitést kapunk a keresett valoszintiségre,

Vegyiik észre, hogy az el6zGekben a szita formulat arra a specialis esetre alkalmaztuk,
amikor minden k& tényezss metszet valoszintsége azonos. Ekkor a (2.2) képlet a kovetkezd,
egyszertibb alakba is irhato:

P(AjU---UA,) =) (1) (n> P(A;NAy NN A). (2.3)
1
i=1
De nem minden esetben tudunk ilymédon egyszertisiteni a megoldasunkon. Ezt il-
lusztralja a kovetkezd feladat.

2.14 Feladat Tegyiik fel, hogy egy hazban az els6 emeleten 2, a masodikon 3, a har-
madikon pedig 4 lakas van. Ha a foldszinten 5-en széllnak be a liftbe, akik egyméstol
fiiggetleniil, barmely lakdsba ugyanolyan valdszintiséggel mennek, akkor mi a valdszinii-
sége, hogy minden emeleten megall a lift?

Megoldas. Itt is azt a valoszintiséget konnyd szamolni, hogy egy (vagy néhany) emeleten
nem &ll meg a lift. A szita formuldban tehat legyen A;={az i-edik emeleten nem all meg
a lift} (i@ = 1,...,3). A keresett esemény a komplementereik metszete. Most kiilon-

kiilon ki kell szamolni S;°) elemeit: S° = (2)5 + (8)° + (2), S = (2)° + (2)> + (1)° és

értelemszerten S5 = 0. Innen a keresett valészintiseg 1-S°2  (—1)"~15® = 0, 553.

19



A szita formula a névjegyproblémara

valdszinlseg
06 03 10

04

0z

00

2.10. dbra. A névjegy problémanal a valészintiség kozelitése a szita formuldban szerepld
Osszeg els6 i tagjaval (2.13 feladat, 11.6 kod)

Az el6z6 példak eredményeinek kiszamitasanal és az dbrakon is jol latszik, hogy a
(2.2) formuldban a az utolsé tagok (amikor tehat ¢ kozel van n-hez), nem jatszanak
jelentGs szerepet. Ezt pontositja a kovetkezs allitas — egyuttal a kozelitések irdnyéat is
megadva:

2k 2k+1
S-S < P(A U UA,) < Y (—1)S, (2.4)

i=1 i=1

ahol 2k +1 < n. A (2.4) egyenlStlenség Bonferroni nevéhez fiiz6dik. A 2.11 és 2.10 abra
is szemléletesen mutatja gyakorlati alkalmazasat.

A feladattipusnak egy fontos alkalmazéasa az az eset, amikor nemcsak a konkrét ese-
mény (pl. az Osszes szam el6fordulasa) valoszintiségét, hanem annak valoszintiségét kell
kiszamolnunk, hogy az esemény pontosan az adott id6pontban kovetkezett be.

2.15 Feladat Mi a valészintisége, hogy egy szabalyos kockaval pont 12-edikre jon ki
minden szam legalabb egyszer?

Megoldas. A 2.12 feladat megoldasa szerint annak a valoszintisége, hogy k dobasbdl
méar minden szam megvan: P(B;) = 1 — Z?Zl(—l)i(?)(%)k. Innen mar csak azt kell
észrevenniink, hogy a keresett esemény éppen Bjs \ By és igy az eredmény P(Bjs) —

P(B11) =0,06. A 2.12 abran lathatjuk a 2.15 példahoz kapcsolodoan az eredményeket
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A szita formula a lift-problémara

valdszinlseg

2.11. abra. A valoészintiség kiszamitasa a lift problémanal, a szita formulaban szerepld
Osszeget az els6 1 tagjaval kozelitve, kiilonbozd utasszamra (2.14 feladat, 11.7 kod)

kiilonbozé dobasszamokra. Erdemes megfigyelni, hogy elég gyakran akar 25-nél tobb
dobésra is sziikség lehet az Osszes eredmény eléréséhez.

2.5. Gyakorl6 feladatok

1. Arithmetiaban az autok rendszamai hatjegyd szamok 000000 és 999999 kozott. Mi
a valoszintisége, hogy van 6 a jegyek kozott?

2. Ha 8 bastyat letesziink véletlenszertien egy sakktablara, mi a valdszintisége, hogy
semelyik sem tud leiitni egy masikat?

3. Egy dobozban 9 goly6 van: 3 piros, 3 fehér és 3 zold. 6 golydt hizunk

(a) visszatevés neélkiil

(b) visszatevéssel.
Mi a valészintisége, hogy mind a hédrom szinbdl van a kihtzottak kézott?

4. n szabalyos dobokockéaval dobunk. Mi a valoszintisége, hogy a kapott szamok 6ssze-
ge oszthato 6-tal?
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Az dsszes szam dobasanak valdsziniisége

— P(mind megvan n-bal)
—— Pipont n-bdl j&n ki az utolso)

valdszinlseg

foee o os o

2.12. abra. Az 0Osszes szam dobéasanak valoszintsége kiilonb6z6 dobasszamokra (2.15
feladat, 11.8 kod)

d.

10.

A spanyol labdarugé valogatott edzésének megkezdése el6tt, az edzésen résztvevs
20 mezoényjatékost két csoportba osztjak. Mi annak a valoszintisége, ha taldlomra
torténik a szétosztas a két 10-es csoportba, hogy Xavi és Raul egymés ellen jatszik?

Egy tétova hangya a szamegyenesen bolyong. 0-bol indul és minden 1épésnél egy-
forma valoszintiséggel vagy jobbra, vagy balra 1ép. Mennyi a valdszintisége, hogy
2n lépés utan a hangya 0-ban (k-ban) lesz?

Melyik a valoszintibb: az, hogy 4 kockadobasbdl lesz legalabb egy 6-os, vagy hogy
24 dupla kockadobasbol lesz legalabb egy dupla 67

Tegyiik fel, hogy 5 férfi és 5 nd vizsgazik egy adott targybol és hogy az eredmé-
nyeik egyértelmiien sorbarendezhetéek. Feltéve, hogy barmely sorrend egyforméan
valoszint, adjuk meg a legjobb helyezést elért né helyezésének eloszlasat

A 32 lapos kéartyacsomagbol visszatevés nélkiil kihtizunk 7 lapot. Mennyi annak a
valoszintisége, hogy a lapok kézott mind a négy szin eléfordul?

Egy kisfia "Sali baba" Kinder-figurakat gytjt. 10 fajta ilyen baba van. Mennyi a
valoszintisége, hogy a 20. "Sali baba"-nal lesz meg neki mind a 10 fajta (feltételezve,
hogy mindegyikbdl ugyanannyi van)?
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3. fejezet

A kisérletek fiiggetlensége, feltételes
eloszlasok

Ez talan az eddigiek koziil a legfontosabb rész, hiszen a fiiggetlenség kulcsfogalom a valo-
szintiségszamitasban. Tulajdonképpen mar az eddigiekben is hasznaltuk, mikor a keresett
kedvez§ és Osszes esetszamokat szorzéssal allitottuk el. Ahhoz, hogy a fogalmat a szem-
léletiinknek megfelelGen bevezethessiik, elGszor a feltételes valoszintség fogalméaval kell
megismerkedniink. Szemléletesen ennek az a lényege, hogy az A esemény bekdvetkezését
csak a B esemény bekovetkezésének feltételezése mellett vizsgaljuk (azaz abbol indulunk
ki, hogy tudjuk: a B esemény bekovetkezett).
Az A esemény feltételes valoszintisége a B esemény bekovetkezése esetén:

P(ANB)
P(B)

Ennek kiszamitasa torténhet kozvetleniil, vagy a kévetez6kben emlitésre keriil6 mod-
szer (Bayes tétel) segitségével. A gyakorlatban inkadbb annak felismerése szokott prob-
lémat jelenteni, hogy egy adott feladatban valéban feltételes valoszintiség szamitésara
van-e sziikség.

P(A|B) :=

3.1 Feladat Tegyiik fel, hogy két szabalyos kockaval dobva kaptunk hatost. Mi a valo-
szintiség e, hogy az elsé kockan 6-os jott ki?

Megoldas. Legyen A az az esemény, hogy az els6 kockan 6-os jott ki, a B esemény
pedig az, hogy kaptunk hatost. A kérdés P(A|B), ami definici6 szerint Pgég?). Mivel
P(B) = 1—25/36 (a komplementer esemény éppen az, hogy mindkét dobas soran az
{1,2,...,5} szamok valamelyike jon ki) és P(AN B) = P(A) = 1/6, ezért a keresett

valoszintség 6/11.

Hasonl6 jellegt a kdvetkezs feladat is, els6 ranézésre még meglepSbb eredménnyel:
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3.2 Feladat Tegyiik fel, hogy két szabalyos kockaval dobva kaptunk hatost. Mi a valo-
szintisége, hogy mindkét kockan 6-os jott ki?

Megoldas. Legyen A az az esemény, hogy mindkét kockan 6-os jott ki, a B esemény pedig

az, hogy kaptunk hatost. A kérdés P(A|B), ami definici6 szerint Pf;é;? ) PB)=1-

25/36 az el6z6 feladat alapjan és P(ANB) = P(A) = 1/36, ezért a keresett valoszintség
1/11.

Az eredmény azért tiinhet elsd pillantasra meglepének, mert logikusnak tiinik az 1/6
valaszként, mondvéan, hogy ha az egyik hatos, akkor a masik ekkora valoszintiséggel lesz
szintén hatos. A baj csak ott van, hogy a feladat nem mondja meg, hogy melyik is a
hatos, és ez eredményezi a lényeges kiilonbséget.

3.3 Feladat Harom kiilonb6z6 kockdval dobunk. Mekkora a valdszintisége, hogy az
egyik kockaval 6-ost dobunk, feltéve, hogy a dobott szdmok Gsszege 127

Megoldas. Legyen A: egyikkel 6-ost dobunk; B: az 6sszeg 12.
Irjuk Ossze az Osszes lehetséges esetet, amikor 3 kockadobas eredményének az Osszege 12:

12 felbontéasa | Esetek szdma | Van-e 6-os
6+5+1 3! =6 | igen
6+4+2 3! =6 | igen
6+3+3 3—: =3 | igen
5+05+2 g—: = nem
5+4+3 3l = nem
4+4+4 1 | nem
Osszesen 25

Tehat a jo esetek szama: 6 + 6 + 3 = 15, az Osszes eset szama pedig 25, igy a keresett
P(A|B) valészintség 0,6.

A 3.1 abra 2 és 3 kocka esetére is az Osszes lehetséges értékre mutatja a hasonloképpen
kiszamithato valoszintiségeket.

3.1. Teljes valoszintiség tétele

Sok esetben segit a feladatok megoldasanal, ha részekre bontjuk az eseményteret és kiilon-
kiilon szamolunk. Példaul mas lehet egy betegség elGfordulasi gyakorisaga a férfiakra,
mint a nékre. Ekkor a két rész: férfiak, illetve nék. Ezt az egyszerid megkozelitést
formalizalhatjuk a kovetkezsképpen:

3.1 Definicié Legyenek A, ..., A, események. Akkor mondjuk, hogy teljes esemény-
rendszert alkotnak, ha
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A hatos dobasanak feltételes valésziniisége
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3.1. dbra. Annak feltételes valoszintisége, hogy van 6-os dobés, kiilonb6z6 Gsszegekre és
kockaszamra (3.3 feladat)

1. paronként egymast kizarjak;

2. egyesitésiik az Q (biztos esemény).

Azaz a teljes eseményrendszer a biztos esemény felbontésat adja meg (az el6z6 bekez-
désben emlitetteknek megfelelGen). Ezzel a felbontéassal és a teljes valoszintség tétele
segitségével szamos feladat megoldasat megkaphatjuk. A Tétel a kdvetkezSképpen szol.

3.1 Tétel Legyen A4, ..., A, teljes eseményrendszer, pozitiv valdsziniségi eseményekbdl.

Ekkor P(B) = P(B|A1)P(Ay) + ... + P(B|Ay)P(A,).

Bizonyitds. A jobboldal definici6 szerint P(BN Ay) + ...+ P(BNA,) és ez a B esemény
felbontasa n diszjunkt részre, tehat a valoszintség additivitasa miatt megegyezik P(B)-
vel. O

3.4 Feladat Egy betegség a fiataloknal 1%-o0s, a kozépkoruaknal 2%-o0s, mig az id6seknél
10%-os valoszintiséggel 1ép fel. A lakossag 30%-a fiatal, 50%-a kozépkora és 20% pedig

idGs. Mi a valoszintisége, hogy egy véletlenszertien kivalasztott személy beteg?

Megoldas. A teljes valoszintiség tétele értelmében

P(B) = P(B|Ay)P(Ay) + ... + P(B|As)P(As)
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ahol Ay, ..., A3 a harom korcsoport. Innen

1 3 2 5 10 2 33
PB) = — .24 = . 2,0 2 90
(B) =100 70 T 100 10 T 100 10 _ 1000

3.5 Feladat Mennyi annak a valoszintsége, hogy 3 kockaval kétszer dobva, mindkét
esetben ugyanazt az eredményt kapjuk?

1. Ha a kockdk megkiilonboztethetdek,

2. ha a kockak nem kiilénboztethetGek meg.

Megoldas.

1. Ebben az esetben akarmi is a dobas eredménye, a masodik dobasnal minden koc-
kéval pontosan azt kell dobjuk, mint elsére. Ennek valosziniisége 1/6% = 1/216 =
0, 0046.

2. Ttt viszont kiilonbozs eseteket kell megkiilonboztetniink.

e Ha minden kockan ugyanaz jott ki (6 eset a 216-bol), akkor a masodik do-
béasnél ezt kockanként reprodukalnunk kell, ennek valoszintisége az el6z6hoz
hasonloan 1/6% = 1/216.

e Ha két kockan azonos szam jott ki és a harmadik ett6l eltérs (6-5-3 = 90 eset
a 216-bol), akkor a mésodik dobésnél haromféle eredmény adja szdmszerint
ezt (ezek csak abban kiilonboznek, hogy melyiken jott ki az a szam, amibdl
csak egyet dobtunk), ennek valosziniisége tehat 3/63 = 1/72.

e Ha minden kockéan kiilénb6z6 széam jott ki (6-5-4 = 120 eset a 216-bdl), akkor
a masodik dobéasnél hatféle eredmény is ugyanezeket a szamokat adja, tehét
a valoszintség itt 6/6% = 1/36.

A teljes valoszintiség tételébdl

6 1 +90 1 +120 1 1+45+120 166
216 216 216 72 216 36  216-36 7776

ami értelemszertien joval nagyobb, mint az el6z6 résznél kapott eredmény.

p = 10,0213

3.6 Feladat Iszakos Ivan a nap 2/3 részét kocsmaban t6lti. Mivel a faluban 5 kocsma
van, és nem valogatos, azonos eséllyel tartozkodik barmelyikben. Egyszer elindultunk,
hogy megkeressiik. Négy kocsméat mar végigjartunk, de nem talaltuk. Mi a valészintisége
annak, hogy az 6todikben ott lesz?

26



Az irat megtalalasanak valoszinlisége
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3.2. abra. Az irat megtalalasanak valoszintisége az utolso fickban kiilonb6z6 fioksza-
mokra és valoszintiségekre (3.7 feladat, 3.2 kod)

Megoldas. Legyen A: egy adott idGpillanatban kocsmaban van; B;: azi. kocsméaban van
(i=1,..,5). Igy P(A) = 2 és P(B;|A) = 1. Ebb6l P(B;) = P(Bi|A)P(A) =1%-2 =2
A keresett valoszintiség:

PBABN BN BTy = LB 0 B0 B0 B0 By P(Bs) —
° 2o P(BiNB.NB; N By) P(B,UB,UDB; UB,)
P(Bs) 5

2
" 1—(P(Bi)+ P(Bo) + P(Bs) + P(Bs)) 1—-4-2 T

3.7 Feladat Egy fontos irat egyforma eséllyel lehet otthon és a munkahelyiinkén. Utob-
bi esetben az iréasztalunk kilenc fiokjaban ugyanakkora eséllyel lehet. Méar 8 fiokot
atnéztiink, azokban nem volt. Mekkora a valdszintisége, hogy az utolsé fiokban van?

Megoldas. A kérdés itt is egy feltételes valoszintiség. Legyen A az az esemény, hogy az
utols6 fickban van az irat, B pedig az az esemény, hogy nincs az els§ 8 fiokban.
(ANB) P(A) 1/18

P
P(AlB) = P(B) ~ P(B) 10/18 1/10.
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A 3.2 abran a 3.7 feladat eredményét lathatjuk kiilonb6z6 fiokszamokra és annak p
valoszintiségére, hogy az irat a munkahelyiinkon van. Lathato, hogy ha kevesebb a fiok,
akkor nagyobb a valoszintiség, és értelemszertien a nagyobb p-hez nagyobb valoszintség
is tartozik.

3.2. A fiiggetlenség szemléletes bevezetése

Az eddigiekben is tobbszor alkalmaztuk a "szorzasi szabélyt", amely egymés utéani ki-
sérleteknél a lehetséges esetszamok Osszeszorzodasat mondja ki. A valoszintiségeknél ez
azt jelenti, hogy ezek is szorzatként allnak el§, mert mind a szamlaléra, mind a neve-
z0re vonatkozik a szorzatszabdly. Nézziink erre egy egyszerd példat. Ha magyarkartya-
csomagbol hizunk 2 lapot, akkor a kévetkezs esélyeket irhatjuk fel a piros lap huzasara:
legyen A; az az esemény, hogy az elsé piros, A, pedig az, hogy a masodik piros. Ekkor
P(A)) = P(Ay) =8/32=1/4.

Ha visszatevéssel huzunk, akkor a két piros hizasara vonatkozo kedvezd esetszamok
8 - 8, az Osszes esetszam pedig 32 - 32, azaz igy P(A; N Ap) = 1/16.

A visszatevés nélkiili esetben is miikodik a szorzatszabaly, de akkor a masodik kisérlet
mar az els6tél eltérd koriilmények kozott valosul meg, ezért a két piros hiizasara vonatko-
70 kedvezs esetszamok 8- 7, az Gsszes esetszam pedig 32-31, azaz igy P(A1NA) = 7/124.

Az els6 esetben az adodott, hogy P(A; N As) = P(A;) - P(Ay), mig a masodikban
P(A1 N As) < P(Ay) - P(Ay) (7/124 < 1/16 = 7/112). A visszatevéses esetben az elsg
huzasnak semmi hatasa nincs a masodikra, tehat fiiggetlen a két esemény. A visszatevés
nélkiili esetben viszont ez nincsen igy: ha elGszor pirosat hiztunk, akkor a mésodik
htuzasnéal mér kevesebb lehet&ségiink lesz ismét pirosat hizni.

Ebbdl mar adodik a definicio: Az A és a B esemény fiiggetlen, ha P(AN B) =
P(A) - P(B), ami éppen azt jelenti, hogy P(A|B) = P(A) (ha a feltételes valoszintiség
értelmes, azaz P(A) > 0).

3.8 Feladat Egy hamisitott érmével kétszer dobunk. A fejdobés valdszintsége p (0 <
p < 1). Legyen A az az esemény, hogy az els¢ dobas eredménye fej, B pedig az, hogy a
két dobas eredménye kiilonb6z6. Milyen p-re lesz az A és B esemény fliggetlen?

Megoldas. P(A) = p, P(B) = 2p(1 — p). Az AN B esemény azt jelenti, hogy az els
dobés fej, a masodik pedig irdas. Tehat P(AN B) = p(1 — p), amibdl adodik, hogy a
fiiggetlenség feltétele p - 2p(1 — p) = p(1 — p), ami (a trividlis p = 0 és p = 1 esetektd]
eltekintve) pontosan a 2p = 1, azaz a p = 1/2 esetben teljesiil.

A 3.3 abra mutatja, hogy 0 < p < 1/2 esetén ANB a valoszintibb, migha 1/2 < p < 1,
akkor P(A) - P(B) a nagyobb.

3.9 Feladat Milyen n > 1-re lesz fliggetlen
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3.3. abra. Az események Osszefliggdségének vizsgalata (3.8 feladat)

1. az a két esemény, hogy A: n érmedobasbdl van fej és iras is, valamint B: legfeljebb
egy iras van,

2. az a két esemény, hogy A: n érmedobasbol van fej és iras is, valamint B: az els6

dobés fej.
Megoldas.
1.
P(A) = P( van fej és irés is) = 1 — P(csak az egyik van) =
1 1
= 1 — 2P(csak fej van) =1 — 22—n -1 T

P(B) = P(legfeljebb 1 iras van) = P(pontosan 0 iras van) + P(pontosan 1 irds van) =

_1+n 111n_1_n+1
S2r o \1/\2) \2 on

P(AN B) = P(pontosan 1 iras van) = 2n_n
n-re megoldandé a P(A N B) = P(A)P(B) egyenlet, amibsl n + 1 = 2"! lesz.
Konnyen lathato, hogy az egyenlGség csak n = 3 esetén lesz igaz.
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2. P(A)=1— 5+, P(B) = P(az els fej) = 1.

P(AN B) = P(az els6 fej, a tobbiben van irés)
= P(az els6 fej) — P(az els6 fej és a tobbiben nincs iras) =

1 1 1
— (1 -Phfej)=~—(1-—).
n-re megoldando a P(AN B) = P(A)P(B) egyenlet, amib&l

1 1 1 1
“(1- =(1- -
2( 2n—1> ( 2n—1> 2

adodik, ez pedig azonossag = minden n > 1-re fliggetlenek.

3.10 Feladat Osztozkodasi probléma: hogyan osztozzon a téten két jatékos, ha 2 : 1
allasnal félbeszakadt a 4 gyGzelemig tarté mérkszésiik? (Tegyiik fel, hogy az egyes jatékok
egymastol fiiggetlenek, barmelyikiik 1/2 valoszintiséggel nyerhet az egyes jatékoknal.)

Megoldas. A jaték menetét graffal is lehet dbrazolni. Piros jeldli azt az allast, amikor
az elsé jatékos nyer, és zold, amikor a masodik. Akkor osztozkodnak "igazsdgosan", ha
a tét annyiad részét kapja az adott jatékos, amennyi a nyerési esélye.

2:1
ll
% 2
3:1 2:2
. 3
/ . / \
2 2
4:1 3:2 3:2 2:3
/ 1 /ll / \
v R 3
4:2 3:3 42 3:3 3:3 .
/ 1 /ll / \
1 2 1 2 1
2 2 2
4:3 4:3 4:3

Mivel az egyes mérkézéseket egyméastol fliggetlentil jatsszak le, ezért a masodik jatékos
egy agon tovabbi 3 jatékbol nyer (p = ), 3 4gon pedig tovabbi 4 jatékbol nyer (p = ).
Azaz P(a masodik jatékos nyer) = 1.5+ 3- 1z = 15 és P(a masodik jatékos nyer) = 1.
Tehat gy ossza fel a két jatékos a tétet, hogy az elsé jatékos kapja a tét % részét, a
masodik pedig a tét 1% részét.
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3.4. dbra. A végss gybzelem valoszintisége egy 4 gybzelemig tartd parosmérkdzésen, az
aktuélis allas fliggvényében, 3.10 példahoz, 11.10 kod

A 3.4 abra azt mutatja meg, hogy az egyes allasokhoz milyen gy6zelmi valoszintiségek
tartoznak. Természetesen az egyenls allasoknal ez 1/2. Példaul 3 : 0-nal kozel 0,95
adodott az dbra alapjaul szolgald 100000 szimulacié alapjan.

A kovetkez6 feladat pedig a késébbiekben, példaul a nagy szamok térvényénél (7.1
fejezet) fontossa valo gondolatot mutat be egyszerd forméaban.

3.11 Feladat Hanyszor kell két kockat feldobnunk, hogy p = 0, 99-nél nagyobb valdszi-
niiséggel legalabb egyszer két hatost dobjunk?

Megoldas.

0,99 < P(n dobasbol legalabb 1-szer dobunk 66-ot) =
35

= 1 — P(n dobasbdl egyszer sem dobunk 66-ot) =1 — (%) ,

ezt atrendezve n > 163,47, azaz legalabb 164-szer kell feldobni a két kockat. Az ered-
ményt kiilonbozé p értékekhez a 3.5 dbra mutatja.

3.3. Bayes tétel

Gyakran nem elég a teljes valoszintiség tétele szerinti felbontas, mert a kérdés ilyenkor is

lehet feltételes valoszintiség. Ekkor kombinalni kell a feltételes valoszintiség definicidjat
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3.5. abra. Kockadobésok szama dupla hatoshoz, p fiiggvényében, 3.11 példahoz, 11.11
kod

és a teljes valoszintiség tételét. Az eredmény a nevezetes Bayes tétel:

3.2 Tétel Legyen Ay, ..., A, teljes eseményrendszer, pozitiv valdsziniségid eseményekbdl
és B eqy pozitiv valdsziniségii esemény. Ekkor

P(B|A1)P(A)
(BIANP(Ar) + - + PBIA)P(4,))

Bizonyitds. A jobboldal szamlaloja definicié szerint P(A; N B), a nevezd pedig a teljes

valoszintiség tétele értelmében P(B). Ez pedig éppen a bizonyitandé allitast adja. [

3.12 Feladat Egy betegség a fiataloknal 1%-os, a kozépkoruaknal 2%-os, mig az id6-
seknél 10%-os valoszintiséggel 1ép fel. A lakossag 30%-a fiatal, 50%-a kozépkoru és 20%-a
idGs. Mi a valoszintisége, hogy egy véletlenszertien kivalasztott beteg fiatal?

Megoldas. A Bayes tétel értelmében (a 3.4 feladat jeloléseivel)
P(B|A1)P(A)

P(4,|B) = :
(A1] B) P(B|A1)P(A)) + ... + P(B|A3)P(A3))
Tehat . /
1.3 3/1000
P(A,|B) = 100 ~ 10 — =1/11.
s 2 T LT T 3371000



Fiatalok betegsegének valoszinisége
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3.6. abra. A (3.12) feladat valosziniiségének fiiggése az idGsek megbetegedési valoszini-
ségétdl, az dbra baloldalan lathatd paraméterbeallitas mellett, 11.22 kod

A feladathoz késziilt interaktiv animéacié a http://hpz400.cs.elte.hu:3838/ZA_
beteg/ cimen talalhato. Itt a felhasznald beallithatja a betegség valoszintiségét a fiata-
loknal és a kozépkoruaknal, valamint a fiatalok és kézépkoruak részaranyét (ebbdl érte-
lemszerten kovetkezik az id6sek részaranya: r; =1 —ry — . Az id6sek megbetegedési
valészintiségének fliggvényében megkapjuk a feladatban szerepls valdszintiség értékét. A
3.6 egy screenshot az eredményrsl. Tovabbi abrak talalhatdak a Filiggelékben: 11.1 és
11.2.

A 3.12 feladathoz hasonldéan oldhaté meg a kiovetkezs feladat is:

3.13 Feladat Tegyiik fel, hogy n = 100 érme koziil 1 hamis, ennek mindkét oldalan fej
van. Egy érmét véletlenszertien kivalasztottunk és ezt 10-szer feldobtuk. Az eredmény
mind a 10 alkalommal fej lett. Mi a valdszintisége, hogy a kivalasztott érme hamis?

Megoldas. A Bayes tétel értelmében (legyen F' a 10 fej dobas, A a jo, B pedig a
hamis érme vélasztasa, ez kételemd teljes eseményrendszer)
P(F|B)P(B)
(F|B)P(B) + P(F|A)P(A))

P(BIF) = —

Tehat a keresett valoszintiség

1.-L
P(B|F) = —— 10— 1024/1123.
1 155 + 515 " 100
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3.7. abra. A hamis érme valasztasanak valészintisége az érmék és a dobott fejek

szamanak fiiggvényében, a 3.13 példahoz, 11.12 kod

A 3.7 abra a hamis érme valasztasdnak valészintiségét mutatja kiilonbozé érme- és
dobésszamok esetén.

3.14 Feladat Egy didk a vizsgéan p valdszintiséggel tudja a helyes valaszt. Amennyiben
nem tudja, akkor tippel, és 1/3 a jo valasz esélye. Feltessziik, hogy a didk tudasa biztos
(azaz ha tudja a valaszt, akkor az jo is). Hatarozzuk meg p értékét, ha 3/5 annak a
valdszintisége, hogy amennyiben helyesen valaszolt, tudta is a helyes vélaszt!

Megoldas. Legyen A: helyesen valaszolt; Bi: tudta a valaszt; By: nem tudta a vélaszt.
P(B1)=p P(A|B,)=1
Alkalmazzuk a Bayes-tételt:

3 _ _ P(A|B,)P(B,) _ 1-p _ 3p
5 P(B1]A4) = P(A|By)P(B;) + P(A|Bs)P(Bs) 1 -p+ % (1 —p) N 2p+ 1

1

Ezt atrendezve, p = 5. A 3.8 abra mutatja a keresett valoszintiséget a p és a tipp

talalati valoszintisége fliggvényében.
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A tudas valoszinlisége
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3.8. abra. A vélasz tudasédnak valdszintisége a tudés és a helyes tipp valoszintisége
fiiggvényében, a 3.14 példahoz, 11.13 kod

3.15 Feladat Vandorlasai kbzben Odiisszeusz egy harmas utelagazashoz ér. Az egyik
ut Athénbe, a méasik Spartaba, a harmadik Miikénébe vezet. Az athéniek kereskedd
népség, szeretik amitani a latogatokat, csak minden 3. alkalommal mondanak igazat.
A miikénéiek egy fokkal jobbak: 6k csak minden mésodik alkalommal hazudnak. A
szigoru spartai neveltetésnek koszonhetGen a spartaiak becsiiletesek, 6k mindig igazat
mondanak. Odiisszeusznak fogalma sincs, melyik ut merre vezet, igy feldob egy kockat,
egyenld esélyt adva mindegyik utnak. Megérkezve a varosba, megkérdez egy embert,
mennyi 2-2, mire kozlik vele, hogy 4. Mi a valoszintisége, hogy Odiisszeusz Athénba
jutott?

Megoldas. Legyen A: igazat mondanak; By: Athénba jutott; By: Spartaba jutott; Bs:
Miikénébe jutott.

P(B)-1" P(A|B)-}
P(B))—1  P(A[By)-1
P(Bs)=3  P(A|Bs)=3
Alkalmazzuk a Bayes-tételt:
P(A|By)P(By) + P(A|By)P(Bs) + P(A|B3)P(B;)  +-141.141.1
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3.4. Val6szintiségi valtozok

Sok esetben nem maga az () eseménytér, hanem valamilyen szamszer eredmény és az
ezekhez kapcsolodo valdszintiségek az igazan érdekes kérdések. Ez a megkozelités abbol
a szempontbol is elényds, hogy igy az absztrakt eseménytér helyett a valos szamok hal-
mazan tudunk szdmolni. Formaélisan az X : 2 — R fliggvényt nevezziik valosziniiségi
valtozonak. Véges vagy megszamlalhatoan végtelen alaphalmazaink vannak, ezért nem
is kell semmilyen feltétel a fiiggvény tulajdonségairol.

A legegyszertibb példa lehet egy kockadobés, ahol a kapott eredmény maga definialja
a valoszintiségi valtozot. Eddig is kérdeztiink olyat, hogy mi a valdszintisége pl. a hatos
dobésnak, ezt most formalisan tgy irhatjuk fel, hogy P(X = 6) =? Ha az el6z6 képletben
a 6 helyett egy tetszGleges ¢ értéket irunk és ¢ végigfutja az Osszes lehetséges értéket 1-
t6l 6-ig, akkor megkapjuk az X eloszlasat (mivel P(X = i) teljes eseményrendszert
alkot, ezért a valoszintségeik Osszege 1). Ez most az {1,2,...,6} szamokon értelmezett
egyenletes eloszlas: P(X =1i) = 1/6.

Az el6z6ekben méar latott mintavételi példak is természetszertien leirhatok valdszi-
niiségi valtozokkal. Itt X a huzasok soran kapott selejtesek szamat jeldli. Legyen a
dobozban M selejtes és N — M jo termék. A huzasok szama pedig legyen n.

Ha visszatevéses a mintavétel, akkor

]

P(X =1i) = (") Mi(N];nM)n—i

(¢ = 0,..,n). Ezt nevezziikk (n,p) paramétert binomidlis eloszlasnak. p = M/N a
selejtarany, és igy a képlet a

n

P(X =1i)= <Z.)pi(1 )"

alakra hozhato. A binomiélis tétel alapjan azonnal adodik, hogy ez valéban valoszini-
ségeloszlas:

n n . .
1= 1—p)") = ‘(1 —p)" .
(p+(1=p)") ;0 (Z.)p( p)
A 3.9 abra annak a valészintiségét mutatja meg p és n fliggvényében, hogy pontosan 5

sikeres kisérletiink legyen.
A visszatevés nélkiili mintavételnél pedig

)
(1 =0,...,n). Megjegyzendd, hogy a minta- és a sokasag elemszaméatol fliggden elkép-
zelhetd, hogy nem minden ¢ érték johet ki pozitiv valészintiséggel, de ezt a képlet jol
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Pontosan 5 selejt huzasanak valdsziniisége
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3.9. dbra. Pontosan 5 selejtes hiizdsdnak valoszintisége a kisérletek szamanak és a p-nek
a fliggvényében, a visszatevéses mintavételnél 11.14 kod

tiikrozi, példaul ¢ > M esetén 0 az eredmény. A kapott eloszlds a hipergeometrikus,
(M, N,n) paraméterekkel. Ez is valoszintségeloszlas, hiszen ha i végigfutja az Osszes le-
hetGséget, akkor a szamlalok 6sszege pont kiadja az (]X ) Osszes lehet@séget, amit aszerint
bontottunk fel részekre, hogy hény selejtest valasztottunk az n elemi mintéba.

A 3.11 abra egylittesen mutatja a 3.9 és a 3.10 abrakat. Jol latszik, hogy a visszatevés
nélkiili mintavételnél (azaz a hipergoeometriai eloszlasnal) valamivel nagyobb a maxima-
lis valoszintiségek értéke, mert ezek koncentraltabb eloszlasok - az azonos mintaelemek
ismétleds kézbevétele itt nem fordulhat el§ és igy az egyéb paraméterek azonossaga
esetén a vart (tipikus) értékek nagyobb valoszintiséggel fordulnak eld.

3.16 Feladat Ha egy magyarkartya-csomagbol visszatevés nélkiil huzunk 3 lapot, akkor
mi annak a valészintsége, hogy

1. pontosan
2. legalabb egy piros szint lapot htizunk?

Es mi a helyzet visszatevéses esetben?
Megoldas. Oldjuk meg a mintavételes modell segitségével: N = 32 (Gsszes lap), M =8

(pirosak), n = 3.
Visszatevés nélkiil:
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Pontosan § selejt huzasanak valoszinlisége
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visszatevés nélkuli mintavétel, N=201

3.10. abra. Pontosan 5 selejtes termék huzasanak valoszinilisége a minta elemszamanak
és a sokasagban levé selejtesek szamanak a fiiggvényében, N=201, 11.15 kod

5 sikeres kimenetel valdészinlisége
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3.11. abra. A visszatevéses és a visszatevés nélkiili mintavétel Gsszehasonlitasa, 11.16

kod
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()  8x24%23x3 69

= = = (., 44.
(332) 32 %31 %30 155 ’
2.
(6) (5)
P(legalabb 1 piros) = 1 — P(0 piros) = 1 — - ot = = 0,59.
(3) =1— a0 =1~ 60
Visszatevéssel:

1. A "selejtarany"=8/32=1/4, igy a keresett valosziniiség: (f) (i)l (%)2 =21 —(,42.
2.1 (3)"=0,58

Lathato, hogy a kétféle mintavételi modszerrel kapott eredmény kézott nincs nagy eltérés,
mert a minta nagysaga kicsi a teljes sokasag elemszaméhoz képest.

3.17 Feladat Jelolje py, annak a valoszintiségét, hogy egy lottohuzasnal (90/5) a legna-
gyobb kihtzott szam k. Szamitsuk ki a p, értékeket, és mutassuk meg, hogy ez valoban
valdszintiségeloszlas!

Megoldas. . - -
P = G) 90( ) (g‘g), k=5,6,...,90

(5) (5)
ugyanis ki kell valasztanunk 5 szamot az els§ k-bol, viszont nem £ lesz a legnagyobb,
amennyiben az els6¢ k — 1- bdl valasztottuk ki Gket, igy ezeket a rossz eseteket le kell
vonni. (A végeredmény kozvetleniil is indokolhat6: a k bent van a kihtuzott szamok
kozott, a tobbi 4 szam pedig az {1,2,...,k — 1} halmazbol kell, hogy kikeriiljon.) Ez
valoszintségeloszlas, ugyanis

D)+ (@)~ @)+ (=) _ () _,

$ - (0 -

A 3.12 abran azt lathatjuk, hogy kiilonb6z6 szamu lottohuzas esetén mi lesz az addig
kihtzott legnagyobb szam eloszlasa. A k = 5-hoz tartozo eset éppen a 3.17 feladat
eredményét mutatja.

3.18 Feladat Egy urnaban K fehér és M fekete goly6 van. Visszatevés nélkiil kihtztunk
n golyot, s ebbdl k lett fehér és n — k fekete. Mi a valoszintisége, hogy az elsé hizés
eredménye fehér golyo volt?
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3.12. dbra. A kihuzott szamok legnagyobbikanak eloszlasa 1, 2, 3,4, 5 lottohizés alapjan
a 3.17 példaban

Megoldas. Legyenek A: az elsé hizéas eredménye fehér; B: n kihtuzott golyobdl k fehér.
Kiszamoland6 a P(A|B) valoszintség.

KM
P(B) = (n> BB TR

L (M1 EK)!
(M+K-—n)!
N B
B n— (K=k)!  (M=(n—R))!
P(ANB) =K (k _ 1) . (M+K)! ,
M+ RK—n)!

ugyanis az els6 hely fehér, oda K darab golyot valaszhatunk, és a maradék minta (n— 1)
elemt, ebbe kell valasztani (k — 1) fehéret és (n — k) feketét, tehat

(n—1)! (K—1)!

K 0=ty * (R=h)! _k

n! K! -
Kl(n—k)! = (K—k)!

P(A|B) =

3.19 Feladat Egy éallasra n palyazo koziil szeretnénk a legjobbat kivalasztani. A pa-
lyazok sorban bemutatkoznak, és a feltétel az, hogy rogton kell donteniink. Ha az a
stratégiank, hogy az elsé k palyazot biztosan nem alkalmazzuk, majd ezutéan az elsd
olyat kivalasztjuk, aki mindegyik el6z6nél jobb, akkor mi a valészintisége, hogy a legjobb
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A legjobb jelélt kivalasztasanak valosziniisége
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3.13. abra. A legjobb jelolt kivalasztasanak valoszintisége kiilonbo6zé k értékekre a 3.19
példédban, 11.17 kod

palyazot vessziik fel? Tegylik fel, hogy egyértelmii sorrend van a palyazok kozott, és
hogy barmely sorrend egyforméan valészind.

Megoldas. Tegyiik fel, hogy a legjobb pélyazo az m-edik helyen érkezik. Ha m < k,
akkor nincs esélyiink a legjobbat kivalasztani. Egyébként pedig azon miilik a dolog, hogy
a legjobb el6tt érkezdk legjobbika hanyadik helyen jon. Ha az els6 k-ban, akkor nyert
ligylink van, viszont ha utana, akkor 6t fogjuk valasztani, nem pedig a legjobbat. Ez
alapjan a keresett valoszintiség

1 «— &k
n m—1
m=k+1
Ha a fenti eredményt k-ban maximalizalni szeretnénk, akkora " % ~ log(n—k)

kozelitést alkalmazva, n — oo-re a k = n/e aszimptotikat kapjuk.

3.5. Végtelen kisérletsorozatok

Az eddigiekben véges sok lehetGségbdl kellett a kedvezSeket kivéalasztani, illetve véges
sokszor ismételtiink kisérleteket (esetleg kiilonbozd koriilmények kozott). Ugyanakkor
a gyakorlatban szamos olyan kérdés is felmeriil, amit a legcélszertibben végtelen ese-
ménytérrel irhatunk le. A matematikai axiomatizalas az tgynevezett Kolmogorov-féle
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Az elsé sikeres kisérlet idépontja
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3.14. dbra. Az elsG sikeres kisérlet sorszamanak eloszlasa kiilonbozé p-re, 11.18 kod

valoszintiségi mezdével adhatdo meg. Ennek lényege, hogy az additivitas helyett az al-
talanosabb, o-additivitast koveteljik meg: ha Aj, ..., A,,... paronként egymast kizaro
események, akkor

P(UZA) =P(A)+ ...+ P(A,) +

Ennek segitségével tobbek kozott a teljes valoszintiség tételét végtelen sok eseménybdl
allo teljes eseményrendszerre is atirhatjuk. El6bb azonban nézziink egy példat. Tegyiik
fel, hogy egy érmével addig dobunk, mig el6szor fejet nem kapunk. Konnyen lathato,
hogy annak a valészintisége, hogy ez pont az i-edik kisérletnél kévetkezik be, 2L Itt va-
lojaban végtelen kisérletsorozatot kell elképzelniink, mert ¢ értéke feliilr6l nem korlatos.
A gyakorlatban azonban ez nem jelent probléméat, mert a kapott valdszintiségi valtozd
értéke 1 valoszintséggel véges. Ez altalaban is teljesiil, akkor is, ha nem szabalyos érmé-
vel dobunk. Jelolje p a fej dobasanak valoszintiségét, X pedig az elsé fej bekovetkezéséig
sziikséges dobasok szamat. X eloszlasa: P(X = k) = p(1—p)*t (k= 1,2,...). Itt lénye-
ges annak ellendrzése, hogy ezen valoszintiségek Osszege 1, mert az {X = oo} esemény
sem zarhato ki. Mivel 22 (1 — p)F=t = 1/(1 — (1 — p)), ezért a véges k értékekhez
tartozo valoszintiségek Osszege 1 és igy P(X = oo) = 0.

A 3.14 dbra mutatja, hogy kiillonb6z6 p értékek esetén mekkora értékek elGfordulésara
szamithatunk. Jol latszik, hogy minden esetben a legkisebb érték (az 1) a legvalosziniibb.

Ha nem az els6, hanem az r-edik sikeres esemény id6pontjat keressiik, akkor a ko-
vetkezd eloszlashoz jutunk: P(X = k) = (fj)pr(l —p)* T (k=r,r+1,7r+2,..). Ezt
nevezziik r-ed rendid negativ binomialis eloszlasnak.
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Végiil tekintsiik azt az esetet , amikor a "kisérletek" szama nem is hatarozhato meg
egyértelmien. Hogyan modellezziik azt az X valoszintiségi valtozot, ami azt adja meg,

hogy...
1. ...hény hurrikan tor ki egy adott idészakban?

2. ...hany hiba van egy aut6 fényezésén?
3. ...hany baleset torténik egy adott teriileten egy napon?

Ezek mind olyan kérdések, amelyeknél kiilonboézéképpen felbontva a keresett tartomanyt
(példaul az idGszakot az 1. esetben) reélis lehet a binomiélis eloszlas alkalmazasa. Itt
az n az aktualis felbontas elemszama, p pedig annak a valdszintisége, hogy az adott
idgszakban van hurrikan (ha elég sok részre bontjuk fel az alaphalmazt, akkor realis
annak a feltételezése, hogy egy részen beliil nem kovetkezhet be két esemény). A felbontas
finomitasaval n — oo és p — 0. Belathato, hogy np — A > 0 esetén

A kapott eloszlas a A\ paraméterti Poisson eloszlds. Az, hogy ez valéban eloszlés, a

o ’,\C—T = e Osszefiiggésbol adodik. A 3.15 abra kiilonbozé paraméterértékek mellett
mutatja a Poisson eloszlast. Lathato, hogy mindig A kdzelében van a legval6szintibb
érték. A modell altalanositasaval a 10. részben még talalkozhatunk.

Ha mar bevezettiink olyan eseteket, ahol végtelen sok kisérlettel is szamolnunk kellett,
akkor érdemes megemliteni, hogy a teljes valoszintiség tétele is kiterjeszthets végtelen sok
elemd teljes eseményrendszerre. Legyen Ay, ..., A,,... teljes eseményrendszer, pozitiv
valoszintségl eseményekbdl. Ekkor P(B) = P(B|A1)P(A1) + ...+ P(BJ|A,)P(A,) + ...

Szémos esetben tudjuk hasznalni ezt az altaldnosabb felirast.

3.20 Feladat Annak a valoszintisége, hogy egy gyiimolesfan n virdg van p(1 — p)™
(n > 1) ez az el6z8ekben bevezetett, ugynevezett geometriai eloszlas). Minden egyes
viragbol a tobbitdl fiiggetlentil r valoszintiséggel lesz gyiimoles. Mi a valdszintisége, hogy

1. pontosan k gyiimolcs lett?

2. Ha pontosan k gyiimolcs lett, akkor mi a valdszintisége, hogy m virag volt?

Megoldas. Legyen Ay a keresett esemény (hogy pontosan k gyiiméles lett), B, pedig
az az esemény, hogy m virag volt a fan.

1. A teljes valoszintiség tétele értelmében
=Y P(Ay|B,)P(B).
m=1
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A Poisson eloszlas
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3.15. abra. A Poisson eloszlas kiilonb6z6 A-ra, 11.19 kod

P(Ag|By,) nyilvan 0, ha m < k, egyébként pedig a binomialis eloszlas alkalmazhato
a P(Ag|B,,) kiszamitasara (legyen elszor k > 0):

oo

Pl =3 () A=t =

m=k

Itt alkalmazhatjuk, hogy a k + 1-ed rendi és (1 — p)(1 — r) paraméterd negativ
binomialis eloszlés tagjainak 6sszege 1, tehat az eredmény

(1—(1=r)@=p)rt

A k = 0 esetet kiilon kell kezelni, mert a virdgok szdma legalabb 1.

p(1—7)

1= =r(1-p)

P(Ap) :Zrkl—r p(1—p)™ !t =
m=1

2. A Bayes tétel értelmében (m > k-ra)

P(Ax|B,)P(By)
2 =1 P(Ak|Bin) P(Br)

P(Bm|Ax) =
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3.16. abra. A viragok szaméanak szimulalt eloszlasa a (3.20) feladatnél, az abra baloldaléan
lathatd paraméter és szimulacidoszam esetén,11.23 kod

Tehat a keresett valoszintiség

(1= (=)L = )" ()L = ) p(L = pym!
P p)irh

— (7:) (1= (1 =)= p) (1= p)(1 = r) ",

P(Bm|Ax) =

A feladat els6 részéhez késziilt interaktiv animaciok a http://hpz400.cs.elte.hu:
3838/ZA_jovirag_a/ésahttp://hpz400.cs.elte.hu:3838/ZA_jovirag_b/ cimen ta-
lalhato. Az els6ben a felhasznalo beallithatja a viragok szamat meghatarozd geometriai
eloszlas paraméterét (p), a masodikban pedig annak r valoszintiségét is, hogy egy virag-
bol gyiiméles lesz, valamint a szimulaciok szamat. Eredményként egy-egy hisztogramot
kapunk: a virdgok szamérodl és a gylimolesok szamarol. A http://hpz400.cs.elte.hu:
3838/ZA_jovirag/ anmacioban pedig egyiittesen is megnézhetjiik az abrakat. A 3.16 és
3.17 abra egy-egy screenshot az eredményrsl. Tovabbi (6sszevont) abrak taldlhatoak a
Fiiggelékben: 11.3, 11.4 és 11.5.

A feladat mésodik részéhez késziilt interaktiv animéci6 pedig a http://hpz400.cs.
elte.hu:3838/ZA_jovirag2/ cimen talalhato. Itt az el6zGeken kiviil még azt is meg kell
adni, hogy hany gyiimoélcs is lett. Eredményként két hisztogramot kapunk: a gytimolcsok
szamarol és a kivalasztott gylimolesszamhoz tartozo virdgszém-eloszlasrol. A 3.18 abra
egy screenshot az eredményrdl.

3.21 Feladat Legyenek A, B, C, D egy szabalyos tetraéder cstcsai. Egy légy az A csics-
bol indulva sétél a tetraéder élein, mégpedig minden csiicsbol véletlenszertien vélasztva a
lehetséges harom irdny koziil. Jelolje X azt a valoszintiségi valtozot, hogy A-bol indulva,
hanyadikra ér vissza el6szor A-ba.Szamitsuk ki a P(X = n) valoszintiséget! Mutassuk
meg, hogy ez valéban valdszintiségeloszlas!
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3.17. dbra. A gyiimélesok szamanak szimulalt eloszlasa a (3.20) feladatnal, az abra
baloldalan lathato paraméterek és szimulacioszam esetén,11.23 kod
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3.18. &bra. A gytimolcsszam és a kivalasztott gylimolesszamhoz tartozd viragszam-

eloszlas szimulacioja a (3.20) feladatnal, az dbra baloldalan lathato paraméterek és szi-
mulécioszam esetén 11.24 kod
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Megoldas. Irjuk fel a megoldast a valoszintség klasszikus képlete alapjan:

3.2k

P =)= =2 (g)M (k=2,3,.),

ugyanis
e legaldbb 2 lépésre van sziikség, hogy visszaérjiink A-ba
e minden lépésben Gsszesen 3 iranyba haladhatunk, igy az Osszes eset 3F

e jO lépések: elsgként 3 helyre mehetiink, utdana (k — 2) alkalommal 2 helyre, végiil
vissza kell lépni A-ba

Ez valoszintiségeloszlés, mivel

3.22 Feladat Aladar és Béla pingpongoznak. Minden labdamenetet egymaéastol fligget-
lentil, 1/3 valoszintiséggel Aladar, 2/3 valoszintséggel Béla nyer meg. A jelenlegi allas
10 : 9 Béla javara. Mennyi annak a valoszintisége, hogy a jatszmat mégis Aladéar nye-
ri meg? (Az nyer, akinek sikeriil legalabb két pontos elény mellett legalabb 11 pontot
szerezni.)

Megoldas. Az abra mutatja a jaték lehetséges kimeneteleit, Aladar:Béla sorrendben. A
piros kimenetek azt mutatjak, amikor Aladar nyert, a zold azt, amikor Béla.

9:10

10:1

©|=

12:10 11:11

=
ol
%

13:11 ° 12:12

|
: Ol
/;

14 : 12



Az egyes labdamenetek egymastol fiiggetlenek, igy

11 141 1 /4\*1 1 < /4\" 1 1 1
P(Alada S e 2] cr = S (2] = -
(Aladér nyer) = -5+ 357573 (9) TR Z<9) 21 1-17 15

Matematikailag az egyik legfontosabb kérdés a véletlen jelenségek aszimptotikaja-
nak vizsgalata, amihez végtelen sok kisérletet is tudnunk kell vizsgalni. A leggyakoribb
modell, amit hasznalunk, a fiiggetlen kisérletsorozat. Itt minden n-re alkalmazhat6 a
szorzat-szabaly.

3.23 Feladat Legyenek az A, Ay és Aj egymast kizaré események, melyek a P(A;)=py,
P(Ay)=py és P(As)=ps valoszintiségekkel kovetkeznek be. Mennyi a valoszintisége, hogy
n fiiggetlen kisérletet végezve, a kisérletek soran az As el6bb kivetkezik be, mint az
Ay vagy az A3? Szamitsuk ki e valoszintiség hatarértékékét, ha a kisérletek szama a
végtelenhez tart!

Megoldas. Legyen B;: az i. kisérletnél Ay bekovetkezik; C;: az i. kisérletnél egyik se
kovetkezik be. Ekkor P(B;)=ps és P(C;)=1 — p; — ps — p3 =: q. Fel fogjuk hasznélni,
hogy a C; és a By, események fiiggetlenek egymastol. Irjuk fel a keresett eseményt A
els6 bekovetkezése szerint:

P(A; elsbb kovetkezik be, mint A; vagy Aj) =
=P(BiU(CiNB)U(CiNCyoNBs)U...U(CiN...NCpoiNBy)U.LLL) =
=P(B;1) + P(C1)P(B2) + P(C1)P(Cy)P(B3) + ... + P(Cy) - ... - P(C,_1)P(By) + ... =
b2 P2
l—q pi+pa+ps

Potaqpe+ Pt e+ =

A 3.19 abran azt latjuk, hogy a 3.23 feladatnal milyen gyorsan konvergal a valdszi-
niiség a hatarértékéhez. Mar 6 kisérlet esetén is igen jo a kozelités.
Végiil kovetkezzék egy érdekes és nem is konnyt feladat az aszimptotika témakorébol.!

3.24 Feladat Tegyiik fel, hogy egy dobozba 12 ora el6tt 1/2" perccel beletessziik a
10(n —1) 4+ 1,10(n — 1) + 2,..., 10n sorszamu golyokat (n =1,2,...) és

1. ugyanekkor ki is vessziik a 10n sorszamu golyot
2. ugyanekkor kivessziik az n sorszamu golyot

3. ugyanekkor kivesziink egy véletlenszertien valasztott golyot.

Forras: Ross, [0]
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3.19. dbra. Az elsG sikeres kisérlet sorszamanak eloszlasa kiilonb6zé p-re

Mennyi goly6 lesz a dobozban pontban 12 érakor?

Megoldas.

1. Ez még konnyt, hiszen csak a 10-zel oszthatod sorszamu golyokat vessziik ki, a tobbi
bent marad - tehat délben nyilvin végtelen sok goly6 lesz a dobozban.

2. Ez pedig meglepd: tekintsiink a k sorszami goly6t. Mivel 6t kivessziik 1/2% perccel
dél el6tt, ezért délben mar nem lesz a dobozban. Es mivel ez az érvelés tetszdleges
sorszamra elmondhato, ezzel belattuk, hogy a doboz iires lesz délben.

3. Itt pedig izelit6t kapunk a valoszintségszamitasban gyakori becsléses modszerbdl
és egyuttal bemutatjuk, hogy miképpen lehet végtelen sok eseménnyel szamolni.
Tekintsiink egy golyot, amit a k. csoportban tettiink be a dobozba. Annak a
valoszintisége, hogy ez 1/2" perccel dél el6tt bent van a dobozban (n > k):

(1_%11) (1_9(kz+—11)+1)”'(1_9(n—k1+1)+1>‘

Azt allitjuk, hogy ez 0-hoz tart, ha n — oo. FEzzel ekvivalens allitas, hogy a fenti
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szorzat reciproka végtelenhez tart.

9k+1 9(k+1)+1 9(n—k:+1)+1>
9k 9(k + 1) In—k+1) ~
(t+5r) (o) (o) 2
9k 9(k+1) 9n—k+1)
1 1 1
o 0k+D T 0kt 1)

Ez utobbi pedig a szamok reciprokainak részletosszegének kilenced része. Mivel ez
a sor divergens, a mi Osszegiink is végtelenhez tart, ha n — oo. Tehat barmely
szam (0-hoz tart6 valoszintséggel marad bent a dobozban. Mivel a valoszintség
folytonos, ezért ebbdl kdvetkezik, hogy barmely szam 0 valoszintiséggel lesz délben
a dobozban. Ebbdl viszont

P(U az i. goly6 bent van délben) < Z P(az i.goly6 bent van délben) = 0.

3.6. Gyakorl6 feladatok

1.

Egy kockaval (amelyik nem feltétlentil szabalyos) kétszer dobunk. A hatos dobas
esélyét jelolje p (0 < p < 1). Legyen A az az esemény, hogy a masodik dobéas hatos,
B pedig az az esemény, hogy pontosan egy hatos van a két dobas kozott. Milyen
p-re lesz az A és a B esemény fiiggetlen?

Egy varosban ugyanannyi férfi él mint né. Minden 100 férfi koziil 5 és minden
10000 né kozil 25 szinvak. Mennyi a valoszintsége, hogy a szinvakokrol vezetett
nyilvantartasbol egy talalomra kivalasztott karton férfi adatait tartalmazza?

Egy dobokockéaval addig dobunk, amig valamelyik korabban dobott szam tdjra els-
fordul. Mekkora az esélye annak, hogy harmat dobtunk?

Egy szabalytalan érmével (fej valoszintisége 2/3) addig dobunk, amig el§szor fordul
az el6, hogy a dobott fejek szama pontosan kettével haladja meg a dobott frasok
szaméat. Mennyi az esélye, hogy 6-ot kellett dobnunk?

Egy jatékos annyiszor 16het egy léggdmbre, ahany hatost dob egymaéas utédn egy
dobokockaval. Mennyi a valoszintisége, hogy szétlovi a léggombot, ha egy 16vésnél
erre 1/1000 az esély?

20



6.

10.

11.

12.

13.

14.

Széz kocka koziil 99 szabélyos, egy pedig szabalytalan, ennek mindegyik oldalén
6-os van. Talalomra valasztunk egy kockat a szazbol, majd a kivalasztott kockéaval
haromszor dobunk. Mindharom dobés eredménye hatos. Mekkora az esélye, hogy
a szabalytalan kockaval dobtunk?

Két kockadobasbol az elsé eredményét jeloljiik X-szel, a méasodikét Y-nal. A ko-
vetkez§ eseményeket vizsgaljuk:

(a) 2 osztoja X-nek, 3 osztoja Y-nak.
(b) 2 osztoja Y-nak, 3 osztoja X-nek.
(¢) Y osztoja X-nek.

(d) X osztoja Y-nak,

(e) 2 osztoja X + Y-nak,

(f) 3 osztoja X + Y-nak.
Melyek lesznek koziiliik fliggetlenek?

3 kockaval dobunk, Y jeloli a dobott szamok koziil a legnagyobbat. P(Y = 4) =7

. Mi a valoszintisége, hogy egy hatgyermekes csaladban 3 fin és 3 lany van? (Tegyiik

fel, hogy mindig 1/2 — 1/2 a fitk, ill. a lanyok sziiletési valoszintisége).

Mi az esélye annak, hogy a 90/5-6s lottonal a lottészamokat sorbarendezve a k.
szam éppen [-lel egyenls?

Ha visszatevéssel huzunk n-szer abbdl a sokasigbol, ahol a selejtarany p, akkor
mely selejtszam lesz a legvaloszintibb?

2 érmével dobunk, majd még annyi érmével, ahany fejet az els6 két érmével kap-
tunk. Jelolje X az Gsszesen kapott fejek szamat. P(X = k) =7

Két doboz koziil az elsében k db fehér és m db piros, a méasodikban m db fehér
és k db piros golyd van. Visszatevéssel hiizunk az aldbbi szabaly szerint: ha a
kihuzott golyo fehér, akkor a kovetkezs huzasnél az elsé dobozt, ha piros, akkor
pedig a masodik dobozt hasznéljuk. (Az elsé golyot az elsé dobozbol huzzuk.) Mi
a valoszintisége, hogy az n-edik htizasnal fehér golyot hizunk? Mihez tart ez a
valoszintség, ha n — oo?

Egy jatékos annyiszor 16het egy léggombre, ahany 6-ost dobott egyméas utéan egy
dobodkockaval (példaul, ha elsére 6-ost, méasodikra 2-est dob, akkor egyszer 16het).
Mennyi a valoszintisége, hogy szétlovi a léggdémbat, ha egy 16vésnél 1/1000 valoszi-
niséggel talal?
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15.

16.

17.

18.

19.

Jelolje X, hogy egy szabalytalan érmével dobva (p a fej valoszintisége), hanyadik
dobésnal lesz elGszor két egymés utani dobéas azonos. Adjuk meg X eloszlasat.

Addig dobunk két kockaval, amig kétszer el nem fordul az, hogy a két kockan 1évé
szamjegyek Osszege 10.

(a) Mennyi a valoszintisége, hogy Gsszesen nyolcszor dobunk?

(b) Mennyi annak a valoszintisége, hogy pontosan nyolcszor dobunk 10-nél kisebb
Osszeget, miel6tt a keresett esemény bekdvetkezik?

Egy célba loviink addig, mig el nem taléljuk, de legfeljebb haromszor. Az elsé
lovéstink 60% eséllyel talal, de utana tigyesediink és, igy a masodszorra mar 70%,
harmadszorra pedig 80% a talalati valoszintiségiink. Mi a valdszintisége, hogy

(a) 3 16véshdl sem talaljuk el a célt?
(b) a 3. lovéssel talaljuk el?

(c) nem talaljuk el, feltéve, hogy az els6 16vést elhibaztuk?

Egy szabalytalan érmével dobunk (p a fej valoszintisége). Jelolje X az els6, azono-
sakbol allo sorozat hosszat,Y pedig a masodik, azonosakbol allo sorozat hosszét.
Tehat példaul, ha a dobéssorozat FFIIIF, akkor X = 2 és Y = 3 (1 hosszu "soro-
zat" is lehetséges.) Adjuk meg X, illetve Y eloszlasat.

Harom egyforméan erds teniszjatékos: A, B és C' jatszik mérkézéseket. A és B
kezd, majd a gyGztes jatszik C-vel, és igy tovabb, mindaddig, amig valaki kétszer
egymés utan nyer és igy megnyeri az egész meccset. Tegylik fel, hogy barmely
mérkdzést barmely jatékos a tobbi mérkézéstdl fiiggetleniil 1/2 valoszintiséggel nyer
meg. Mennyi a valdszintisége, hogy A, B ill. C nyeri meg a meccset?
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4. fejezet

A kisérletek jellemz6i: kozépértékek,
ingadozas, varhat6 érték, szoras

Kisérletsorozatok eredményeinek 0Osszefoglalasa gyakori feladat. Gondoljunk csak ar-
ra, hogy mennyi adat keletkezik a legkiilonb6z6bb kisérletek soran nap-mint nap és hogy
ezek lényegének rogzitése nélkiil teljesen attekinthetetlenek lennének az eredmények. Te-
kintsiik példaul a nap mint nap latott, hallott idGjaras-jelentést! Ez az adott idészakra
vart (gyakran éppen véletlen szimulacioval vizsgalt) kimenetelek osszefoglalasa. Szerepel
benne a legalacsonyabb, illetve legmagasabb hémérséklet-érték, gyakran az atlagos csapa-
dékmennyiség és szélsebesség is. Tehat egyszerre az ingadozas egy lehetséges mérdszama
és a kozépértékek is szerepelnek benne. Kezdjiik a vizsgalatainkat a kozépértékekkel.

4.1. Kozépértékek

A mért adatok legfontosabb kozépértékei az atlag (szamtani kozép) és a median (a nagy-
sag szerint sorbarendezett értékek koziil a kozépss. Paros sok megfigyelés esetén ez nem
egyértelmii, ilyenkor a két kozépss érték atlagaval szoktak definialni.)

Erdemes megjegyezni, hogy bar az atlag sok eloszlas esetén optimalis statisztikai tu-
lajdonsag, ha kiugro értékek is vannak az adataink kozott, megbizhatatlan mérészamma
is valhat. Ezt tgy mondjuk, hogy az atlag érzékeny a kiugro értékekre. A mediant vi-
szont nem befolyéasoljak ezek az értékek, ezért ajanlhatd az alkalmazéasa, ha szamitani
lehet (esetleg kevésbé megbizhato) kiugro értékekre.

Mind a két kozépérték rendelkezik optimum-tulajdonsaggal: az atlag a minimumhelye
a min,{> ;" (z; — a)?} szélsGérték-feladatnak, a median pedig a min,{> , , |z; — al}
szélsGérték-feladatnak.

Ennek illusztrélasat interaktiv animacié formajaban a http://hpz400.cs.elte.hu:
3838/ZA_median_a/ és a http://hpz400.cs.elte.hu:3838/ZA_median_b/ weblapon
talalhatjuk. Egy-egy screenshot a 4.1 és 4.2 abra. Tovabbi abrak pedig a fiiggelékben
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talalhatoak: 11.6, 11.7 és 11.8. Jol lathato, hogy mennyire eltéré az optimumok értéke
az egyes eloszlédsokra. A http://hpz400.cs.elte.hu:3838/ZA_median/ animacio pedig
egy abraban mutatja a kétfajta veszteségfiiggvényt és a két optimumot.

A median optimumtulajdonsaga

“Walasazon L 2= aloaziast Abarolut eferes
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4.1. dbra. A medidn optimumtulajdonsidga az abra baloldalan lathatod eloszlasra és
mintanagysagra

A median és az atlag optimumtulajdonsaga
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4.2. abra. Az atlag optimumtulajdonsaga az abra baloldalan lathato eloszlasra és min-
tanagysagra

Ha nem adatok, hanem az eloszlés alapjan szeretnénk mondani valamit a jévébeni
értékek kozépértékérsl, akkor célszerd bevezetni az atlag elméleti megfelelGjét, az ugy-

nevezett varhato értéket F(X). Ez a most vizsgalt esetekben egyszertien a lehetséges
értékeknek a hozzajuk tartozo valoszintiséggel vett stilyozott Osszegeként kaphatd meg:

E(X) = inP(X = 1),

azaz az atlag ugy is felfoghatd, mint a tapasztalati eloszlas — ez minden megfigyeléshez
1/n valoszintiséget rendel — varhato értéke. A median elméleti értéke pedig definialhatod
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Atlag és medién
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4.3. abra. Az atlag és a medidn Osszehasonlitdsa az &dbra baloldalan lathato eloszlasra
és szimulacioszamra, 11.25 kod

gy, mint
inf{r e R: P(X <z)>1/2}.

A nevezetes eloszlasok varhato értékét gyakorlatilag minden tankonyv levezeti, ezért itt
csak hivatkozunk ezekre az eredményekre:

Az (n,p) paramétertd binomialis eloszlas varhato értéke np.

A X paramétert Poisson eloszlés varhato értéke .

A p paramétert geometriai eloszlas varhato értéke 1/p.

Néhany folytonos eloszlasbol szérmazo minta atlagat és medianjat hasonlithatjuk
Ossze a http://hpz400.cs.elte.hu:3838/ZA_mean/ lapon talalhato interaktiv szimu-
lacio segitségével. Itt kivalaszthatjuk az eloszlast (normélis, exponenciélis vagy 2 pa-
részben adjuk meg.) A 4.3 &bra egy screenshot a szimulaciobol. A folytonos eloszlasok
varhato értékét a 5.2 fejezetben fogjuk definiélni.

Gyakran hasznalhato a varhaté érték azon fontos tulajdonsaga, hogy X = X1+...+X,
esetén (ha léteznek a valoszintiségi valtozok varhato értékei) E(X) = E(Xy)+...+ E(X,).

4.1 Feladat Egy betegség a fiataloknal 1%-os, a kozépkoruaknal 2%-os, mig az id&sek-
nél 10%-os valoszintséggel 1ép fel. A lakossag 30%-a fiatal és 50%-a kozépkora. Ezer
véletlenszertien kivalasztott személy koziil mennyi lesz a betegek szamanak varhatod ér-
téke?
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Megoldas. A 3.4 feladatban lattuk, hogy egy véletlenszeriien kivalasztott személy 33 /1000
valészintiséggel beteg. A betegek szama X = X+ ...+ Xygg0, ahol X; annak az esemény-
nek az indikatora, hogy az i-edik személy beteg (azaz X; ekkor 1, egyébként pedig 0).
Az el6z6ekben latott additivitas miatt F(X) = 1000E(X;) és mivel E(X;) = P(X; =
1) = 33/1000, igy a végeredmény E(X) = 33.

4.2 Feladat Egy sorsjatékon 1 darab 1 000 000Ft-os, 10 db 100 000Ft-os, és 100 db1 000F't-
os nyeremény van. A jatékhoz 10 000 db sorsjegyet adtak ki. Mennyi a sorsjegy éra, ha
egy sorsjegyre a nyeremény varhato értéke megegyezik a sorsjegy araval?

Megoldas. Most is az additivitast hasznalhatjuk. Az Osszes sorsjegyen kiosztott Ossz-
nyeremény 2,1 millio Ft. Feltételezhetjiik, hogy minden sorsjegy ugyanakkora eséllyel
nyer, tehat az egy szelvényre es§ varhat6é nyeremény 210 Ft.

4.3 Feladat Tegyiik fel, hogy egy dobozban van 2N kartyalap, melyek koziil kettén 1-es,
kettén 2-es szdm van és igy tovabb. Valasszunk ki véletlenszertien m lapot. Varhatéan
hény par marad a dobozban?

Ez a feladat még Bernoullitol szarmazik, eredetileg N parbol m halaleset utan meg-
marado hazassagok szamat modellezte ezen a médon. Megoldas. Most is az additivitast
hasznalhatjuk. Legyen X; annak az eseménynek az indikatora, hogy az i-edik par bent
maradt a dobozban (azaz X; ekkor 1, egyébként pedig 0).

E(X)=PX;=1)= (2J7Vn_2> _

(2N—2)
vy _ (2N —m)(2N —m — 1)
—en IN(2N — 1 ‘
m!(2N—m)!

Tehat a keresett varhato érték

(2N —m)(2N —m — 1)
ON(ZN — 1

EX)=EX1+Xo+ -+ X,))=N

(2N —m)(2N —m — 1)
202N — 1)

4.4 Feladat Varhatoan hanyszor kell dobni egy szabélyos kockaval, hogy minden szamot
legalabb egyszer megkapjunk?

o6



A megmarado parok szama

warhato érték

kihuzott lapok szama

4.4. dbra. A megmaradé parok szamanak varhato értéke kiilonboz6 N és m-re (a 4.3
feladathoz, 11.20 kod)

Megoldas. Most is hasznalhatjuk az Osszegrebontéast, de egy kevésbé trivialis modon.
Most azt célszert észrevenniink, hogy az 1j szdmok dobasa egyre nehezebbé valik, ahogy
méar egyre tobb szamot dobtunk. Tehat X (a sziikséges dobéasok szama) kiilénbozs
eloszlasu tagokra bonthato:

X:X1+X2++X6,

ahol X; az a dobédsszdm ami ahhoz kell, hogy i — 1 szam utan az i-edik is kijojjon.
X1 = 1, hiszen elsére barmit dobhatunk. Ezutan X, annak felel meg, hogy mennyit
kell varni egy 5/6 valoszintiségl eseményre, tehat X, geometriai eloszlasu, F(Xs) = 6/5.
Ugyanigy E(X;) = 6/(7—1), mert ekkor mér i — 1 rossz szam van. A végeredmény tehat
E(X)=1+6/5+3/2+2+3+6=14,7.

4.5 Feladat Tegyiik fel, hogy egy dobozban van n fehér és m piros golyd. Visszatevés
nélkiil hizunk addig, mig az elsé fehér goly6t meg nem kapjuk. Varhatéan hany huzasra
van ehhez sziikség?

Megoldas. Jelolje X a kérdéses mennyiséget. Ezt tugy kaphatjuk meg, hogy az els6

fehér el6tt kihuzott piros golyok szamahoz hozzdadunk 1-et. Feltehetjiik, hogy ezek meg
vannak sorszamozva 1-t6l m-ig. Tekintsiik ezeknek az indikatorait: X; = 1 pontosan
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Az dsszes eredményhez varhatéan szilkséges kisérletszam

warhato érték
20 40 50 60 70
1

10

lehetdségek szama

4.5. abra. Ahhoz sziikséges kisérletek szamanak varhato értéke, hogy egyforméan valoszi-
ni kimenetelek mindegyike legalabb egyszer kij6jjon, a lehetséges kimenetelek szamanak
fliggvényében (a 4.4 feladathoz, 11.21 kod)

akkor, ha az ¢ sorszamu pirosat az elsd fehér elstt huztuk ki (kiillonben pedig 0). Ezekkel
a jelolésekkel
EX)=1+EX))+E(X2)+ -+ E(Xn),

hiszen X =1+ X5+ Xo+ -+ X,. E(X;) = P(X;=1) = n+r1, hiszen az n fehéret
és az adott pirosat barmilyen sorrendben ugyanakkora valoszintiséggel huzhatjuk, és a

sorrendek koziil pontosan 1 olyan van, amikor a piros az els§. A végeredmény tehéat

m

B(X)=1+

A teljes valoszintiség tételéhez hasonlo allités a varhato értékekre is megfogalmazhato.

4.1 Tétel Legyen Ay, ..., A, teljes eseményrendszer, pozitiv valdsziniségi eseményekbdl.
Ekkor E(X) = E(X|A1)P(Ay)+...4+ E(X|A,)P(A,), ahol E(X|A) az X A bekivetkezése

melletti, igynevezett feltételes varhato értéke.

4.6 Feladat Dobjunk egy érmével annyiszor, amennyit egy szabalyos kockaval dobtunk.
Jelolje X a fejek szamat. E(X) =7

Megoldas. A teljes eseményrendszer most a kockadobés lehetséges eredményének meg-
felelGen 6 elemi. A teljes varhato érték tétel értelmében E(X) = E(X|A1)P(Ay) + ... +
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E(X|Ag)P(As) = (1/24+1+3/2+245/243)/6 = 7/4, ami teljesen természetes, hiszen
a kockadobas varhato értéke 3,5 és varhatoan ezek fele lesz a fejre es6 érmék szama.

4.2. Az ingadozas mértéke és lehetséges mérészamai

Az ingadozasra még tObb mérdszamot vezethetiink be, mint a kozépértékekre. A leg-
gyakrabban hasznalt mérészam a szorasnégyzet (D?, variancia), mely a varhato értéktsl
vett atlagos négyzetes eltérés, képlettel:

D(X) = E[(X — B(X))?.
A szorasnégyzetet a gyakorlatban altaldban a

D*(X) = B(X?) — E*(X)
képlettel a legegyszertibb kiszamitani.

4.7 Feladat Legyen X p paramétert indikitor valtozo. D*(X) =?

Megoldas. E(X?)=p-1+ (1 —p)-0=p, tehat D*(X) =p—p*=p(1l — p).

4.8 Feladat Legyen X ) paraméterii Poisson eloszlast valtozo. D*(X) =?

Megoldas.

[e.9] o0

Ne=> M=
2\ -2 _ .
B =2 "= = L iy

amit tovabbalakitva

o0 oo

9 . Ae™ S A=A )
E(X ):Z<2_1+1)(i—1)! :Z;m+z;(z‘—1)! — N4,

i=1

tehat D*(X) = E(X?) — EX(X) = A2+ A — A2 = \.

Kiilonb6z6 becsléseknél gyakran célszerd a szorasnégyzet négyzetgyokének, a szoras-
nak (D(X)) a hasznélata.

Ugyanakkor a szoérasnégyzetre még inkabb igaz, amit a kiugré értékek jelents haté-
sarol a varhato értékkel kapcsolatosan mondtunk.

Ha nem az elméleti eloszlas, hanem adatok alapjan szeretnénk mérészamokat kapni az
ingadozasra, akkor erre is tobb lehetdségiink van. Kiszamolhatjuk példaul a tapasztalati
eloszlas kvantiliseit, vagy ezek széls6 értékét: a minimumot és a maximumot.
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Pareto kvantilisek

Valaseza b 8 parameledt: Farein [1.060) sosztis. jnud)

v

Meghgyelessk szama:

.

Kvanths:

e r— r 2

"1 o iie . e ;8 E:."-":' A udh B 4 -.‘-r.-. :--."..
RN S e LB AP DRA,

100 e L) Ll 50

4.6. abra. A 97, 5%-os kvantilis a 3 paramétert Pareto eloszlasra 500 szimulécio alapjan,
11.33 kod

Els6sorban az egyszeri kiszamitasa miatt volt régebben népszeri a terjedelem: R =
max (X7, ..., X;;) — min(Xy, ..., X,,), amely azonban mint elméleti mennyiség nem kiilé-
nosebben érdekes. Viszont vannak valtozatai, amelyek a kiugr6 értékekre érzéketlenek,
ezek koziil elsGsorban az interkvartilis terjedelmet (a felss és also kvartilisek kiilonbségét
— azaz annak a tartomanynak a szélességét, amelybe a megfigyelések kozépss 50%-a esik
—) szoktak erre a célra a gyakorlatban hasznalni.

Kiilonb6z6 paramétert szimulélt Pareto eloszlasok kvantiliseit vizsgalhatjuk a http:
//hpz400.cs.elte.hu:3838/ZA_quantile/ lapon talalhato interaktiv szimulacio segit-
ségével. Itt kivalaszthatjuk az eloszlas paraméterét, a kvantilist és megadhatjuk a szi-
mulacié elemszamat. Erdemes a szimulaciot akar ugyanarra a beallitasra is tobbszor
lefuttatni, ezzel is ellendrizve a kapott értékek szordédasat. Minél magasabb kvantilist és
minél kisebb paramétert valasztunk, annal nagyobb lesz az ingadozas. A 4.6 abra egy
screenshot a szimulaciobol.

A szorasnégyzet legfontosabb tulajdonsaga, hogy fiiggetlen (s6t: korrelélatlan — lasd
a 6.4 szakaszt) valoszintiségi valtozokra 6sszeadodik. Ha még konstans szorzot is megen-
gediink, akkor az alabbi formulat kapjuk:

D?*(aX +bY) = a*D*(X) + 0*D*(Y), (4.1)
ahol XY fiiggetlen valészintiségi valtozok, a,b € R.

4.9 Feladat 5-szor dobunk egy szabalyos kockaval. Legyen X a 6-osok szama. D?*(X) =?
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A hatosok szamanak szérasa

— p=if2
—— p=1/3(2/3)
— p=1/6 (5/6)

20

SZOras
15

10

05
1

dobasok szama

4.7. abra. A dobott hatosok szaménak szorasa a dobasok szédmanak fiiggvényében, a
hatos dobasanak kiilonb6z6 p valoszintiségére (a 4.9 feladathoz)

Megoldas. X = X; + -+ -+ Xj, ahol X; akkor 1, ha az i-edik dobés hatos (kiilénben 0).
X; indikator valtozé 1/6 paraméterrel, gy D*(X;) = 1/6 — 1/36 = 5/36. A 4.1 képlet
alapjan D?(X) = 25/36, ami specialis esete a binomialis eloszlasra vonatkozé altaldnos
np(1 — p) formulanak.

4.10 Feladat Legyenek X és Y filiggetlen, nulla varhato értéki valoszintiségi valtozok.
E(X?)=3¢s F(Y?)=1. Mennyi D(X —Y)?
Megoldas. A 4.1 képlet alapjan D*(X —Y) = D?*(X) + (—1)2D?(Y). Es mivel a 0

varhato érték miatt D?(X) = E(X?), az eredmény D*(X —Y) = 3+ 1 = 4, azaz
DX —Y)=2.

4.3. Gyakorlé feladatok

1. Egy dobozban az 1,2, 3,4 feliratd 4 cédula van. Visszatevéssel huzunk, amig 4-es
nem keriil a keziinkbe. Mekkora a kihtzott szamok 6sszegének varhato értéke?

2. Jelolje X az otoslotton kihtzott lottészamoknal

(a) a parosak szamat.
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10.

11.

12.

(b) a legkisebbet. Adjuk meg X varhato értékét.

Legyenek X ésY fiiggetlen 0 varhato értékd valoszintiségi valtozok. Mennyi D?(XY'),
ha F(X?) =2 és E(Y?) =37

Egy urndban 3 piros, 3 fehér és 3 zold golyd van. Visszatevéssel hizunk, mig leg-
alabb egyet nem kapunk minden szinb6l. Mennyi lesz a kihtizott golyok szaméanak
varhato értéke?

Egy banyasz a banya egy termében rekedt. A terembdl harom ajto nyilik: az elsé
ajto 3 oranyi ut végén a szabadba vezet. A masodik ajté egy alagutba nyilik, mely
5 orényi séta utan visszavezet ugyanebbe a terembe. A harmadik ajtoé szintén egy
alagutba nyilik, mely 7 6ranyi séta utan vezet vissza ugyanebbe a terembe. A
banyész minden alkalommal, amikor ebbe a terembe ér, e harom ajté koziil valaszt
egyet egyenld valdszintiséggel, az el6z valasztasoktol fiiggetleniil. Legyen X a
szabadba kijutashoz sziikséges ids. E(X) =7

Dobjunk egy érmével annyiszor, amennyit egy szabélyos kockaval dobtunk. Jelolje
X a fejek szamat. F(X) =7

Jelolje X az 6toslotton kihuzott lottdészamoknal

(a) a parosak szamat.
(b) a legkisebbet.

Adjuk meg X varhato értékét.

Két kockaval dobunk. Egy ilyen dobést sikeresnek neveziink, ha van 6-os a kapott
szamok kozott. Varhatéan hany sikeres dobasunk lesz n probélkozéasbol?

A zsebemben levd 5, 10, 20, 50, 100 és 200 forintos érmék szama fiiggetlen Poisson(\)
eloszlasu valoszintiségi valtozok. Hatarozzuk meg apropénzem értékének varhatod
értékét!

Legyen X A-paramétert Poisson eloszlastu. F(1/(X + 1)) =7

Huzzunk egy francia kartyacsomagbol két lapot visszatevés nélkiil. Jelolje X a
kérok, Y pedig az dszok szaméat. Adjuk meg X és Y egyiittes eloszlasat!

Tegyiik fel, hogy egy adott teriileten és id&szakban a hurrikdnok szama Poisson fo-
lyamattal modellezhets. Varhato értékben hetente 1 hurrikanra szdmithatunk. Mi
a valoszintisége, hogy 4 hét alatt legfeljebb 2 hurrikan lesz? Ha az egyes hurrikdnok
ereje p = 1/5 valosziniiséggel haladja meg a 2-es fokozatot, akkor varhatéan héany
ilyen hurrikan lesz egy honap alatt?
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13.

14.

15.

16.

17.
18.

Egy 10 emeletes haz foldszintjén 15 ember szall be a liftbe. Mindenki a tobbitél
fiiggetlentil 1/10 eséllyel szall ki az egyes emeleteken. Varhatéan hany emeleten &ll
meg a lift?

Tegyiik fel, hogy 13-szor hiizunk visszatevéssel egy magyarkartya-csomaghol. Je-
16lje X azt, hogy hany kiilonb6z6 értékid lapot huztunk. Adjuk meg az X varhato
érteket.

10 ember (5 par) véletlenszertien leiil egy kerek asztalhoz. Varhat6an hany par
tagjai keriilnek egymés mellé?

n ember bedobja a névjegyét egy dobozba, majd mindenki véletlenszertien huz egy
névjegyet. Varhatéan hany ember htuzza a sajat névjegyét? (L. a 2.9 abréat.)

5-szor dobunk egy szabélyos kockdval. X a 6-osok szdma. D?(X) =?

Adjuk meg az {1,2,..., N} szamokon egyenletes eloszlas szorasnégyzetét.
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5. fejezet

Folytonos modellek és tulajdonsagaik

Az el6z6 fejezetekben mind az eseményteriink, mind a véletlen mennyiségeink értékkész-
lete véges vagy megszamlalhatoan végtelen volt. Erezhets, hogy ezen modellek hasznél-
hatosaga behatérolt, hiszen gyakran igen egyszert kérdésekre sem tudnank valaszolni,
ha csak ebben a korben maradnénk. Példaul egy radioaktiv részecske bomlasanak ids-
pontja, egy ember élettartama és sok mas is jobban modellezheté nem megszamlalhato
értékekkel. Ezen tulmenden nagyon sok esetben a folytonos modellek sokkal kénnyebben
kezelhetsk mint a diszkrétek.
Ugyanazokat az elnevezéseket hasznaljuk itt is, mint a koradbbiakban.

5.1 Definicié 2: biztos esemény, illetve eseménytér. w € Q: elemi esemény. A € A :
esemény (nem feltétleniil Q Gsszes részhalmaza). P: valoszintiség. P(A): az A esemény
valoszintsége (0 < P(A) < 1).

Itt mar jeleztiik, hogy el6fordulhat, hogy €2 nem minden részhalmaza esemény. Sziik-
ségiink lesz a kovetkezs fogalomra.

5.2 Definicié Az (2 részhalmazainak A rendszere o-algebra, ha (i) 2 € A, (i) A, €
A=JA, c A (i) Ac A= A=Q\Ac A

Mit koveteliink meg az eseménytértsl, a valoszintségtsl? Altalanosan elfogadott A.
N. Kolmogorov axiémarendszere.

5.3 Definicio (€2, A, P) Kolmogorov-féle valdsziniiségi mezd, ha (i) A Q részhal-
mazainak o-algebraja, (ii) P nemnegativ fliggvény A -n, (iii) P(Q) =1 és (iv) A, € A
diszjunkt halmazokra P(|J A,) = >  P(A,).

El6szor nézziink meg egy nagyon egyszeri esetet, amely nagyon hasonlit a kombina-
torikus valoszintségi mezGhoz!

5.4 Definici6 (Geometriai valészintiségi mezd) Legyen Q C RY és u(Q) < oo, ahol

p-vel jeloljik a d-dimenzios térfogatot. Minden A C 2 mérhets halmazra legyen P(A) =
uA)

we)
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100 1o:10 L1

5.1. abra. Péter és Juli érkezési idGpontjai

Megjegyezziik, hogy d = 3 esetén a szokasos térfogatrol, d = 2 esetén pedig teriiletrsl
van szo.

5.1 Feladat Péter és Juli 10 és 11 ora kozott véletlenszerd id6pontban érkeznek egy
talalkozo szinhelyére, legfeljebb 10 percet varva a masikra. Mekkora valoszintiséggel
talalkoznak?

Megoldas. Péter és Juli érkezési id6pontjait egy négyzet pontjainak feleltetjiik meg és
egyéb informéacié hidnyaban geometriai valoszintiségi mezét feltételeziink.

Az 5.1 abran satirozassal jeloltiik azokat a pontokat, melyek azoknak az érkezéseknek
felelnek meg, amikor Péter és Juli taldlkoznak. Az abréardl jol lathato, hogy a keresett
valoszintiség.

P(talalkoznak) =1 — (2)* = 4.

5.2 Feladat Egységnyi oldalt négyzetbdl talalomra valasztunk egy pontot. Mekkora
az esélye annak, hogy a kivalasztott pont oldalaktol mért tavolsdgainak négyzetosszege
legalabb kétszer akkora, mint a bal als6 saroktél mért tavolsdganak négyzete?

Megoldas. Geometriai valoszintiségrsl szol a feladat, = [0,1]>. Legyen A a széban
forgd esemény. Ekkor

A={(wy) : ® + (1 =2+ + (1 -y 2 2" +4)}
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Az A halmaz pontjaira vonatkozo feltételt atalakithatjuk

2+ (1—2) +y° + (1 —y)* > 202" +3°)
2?4120+ 22+t +1 -2y + 12 > 2(2% +97)
2—2(x+y)>0
I1>x+y

Azaz A a négyzet bal alsé sarkanal 16v6 egységnyi befogoju derékszogi haromszog. Igy

P(A)=t4=1/2.

5.1. Valoszintiségi valtozok

Az altalanos esetben a valdszintiségi valtozé meghatarozasanal kénytelenek vagyunk bi-
zonyos megkotéseket tenni.

5.5 Definicio ¢ : Q2 — R valdsziniiségi valtozo, ha minden x € R szamra {w : {(w) <

r} e A
Az el6z6 fejezetekben vizsgélt valoszintiségi valtozok diszkrétek voltak.

5.6 Definicié A ¢ valoszintségi valtozo diszkrét, ha értékkészlete véges vagy meg-
szamlalhato, azaz léteznek olyan x, valos szamok és Aj teljes eseményrendszer, hogy

fzzk:xk'XAk-

A valoszintiségi valtozo eloszlasat hatarozza meg az eloszlasfiiggvény.

5.7 Definicié A ¢ valoszintiségi valtozo eloszlasfiiggvénye F¢(r) = P({ < z), ahol
x € R.
Diszkrét esetben P(§ = xy) = Fe(xpy1) — Fe(ay).

5.1 Tétel Az F; eloszldsfiigguvényre teljesilnek az alabbiak:
(i) Fe monoton novd.
(zz)rl_1>r_rloo Fe(xz) =0 és xgrfoo Fe(z) =1

(ii1) Fe balrdl folytonos €s jobbrol létezik a hatdrértéke minden x € R helyen.
Az allitas megforditasa is igaz, azaz, ha egy fligvény kielégiti az allitasban szerepl6

harom tulajdonsagot, akkor létezik olyan valoszintiségi valtozo, amelynek ez a fliggvény
az eloszlasfiiggvénye.

5.3 Feladat Tekintsiik az [a, b] intervallumon a geometriai valoszintiségi mezét és legyen
&(w) = w. Ez megfelel annak, hogy az intervallumbol véletlenszertien és egyenletesen
valasztunk egy pontot. Mi £ eloszlasfliiggvénye?

66



0:zx<a

Megoldas. Ekkor az eloszlasfiiggvény a kovetkezo alaki P(§ <z) = ¢ =2 : a <z <D
1:0<zx

Az ilyen eloszlasfliiggvényii valoszintiségi valtozot egyenletes eloszlastinak nevezziik az
[a, b] intervallumon. Jeldlése: E(a,b) vagy Ul(a,b).

5.8 Definicié Egy pozitiv £ valoszinségi valtozo orokifju eloszlasi, ha
P(E>t+s|€>5)=PE>t)
teljesiil minden ¢, s > 0O-ra.

5.4 Feladat (A-exponencialis eloszlas) Jeldlje 7 egy hagyoméanyos izz6 élettartamat.
Nyilvanvalo, hogy 7 csak pozitiv értékeket vehet fel és megfigyelték azt is, hogy az izzok
élettartama orokifju tulajdonsagu. Mi lehet az élettartamok eloszlasa?

Megoldas. Legyen G(t) = P(r > t),t > 0, igy Gg&;) = P(T>;ZFTS>;)T>S) = G(t), azaz
G(t+s) = G(t)-G(s). Ebbél kovetkezik, hogy G(t) = e~ alakt. Mivel G(t) valoszintiség,
ezért A > 0. Az eloszlasfiiggvény balrol folytonossaga miatt P(r < t) > ll\I‘I(l] P(r <

t—e¢) Zli\I‘I(l)P(T<t—€) = P(r < t) és ebbdl P(r < t) zli{%P(Tgt—a) =

li{r(l)(l — e M9y = 1 — ¢, Konnyen lathato a forditott irdny is, tehat, hogy egy ilyen
€

eloszlasfiiggvényd valoszintiségi valtozo orokifju eloszlasa.

0:¢t<0
l—e™M:0<t
kat A-paraméterti exponencialis eloszlastiinak nevezziik.

5.9 Definicié Az F(t) = eloszlasfiiggvényt valoszintiségi valtozo-

5.5 Feladat Az X valoszintiségi valtozo eloszlasfiiggvénye F'. Hatarozzuk meg m 4+ oX
eloszlasfiiggvényét, ahol o > 0 és m rogzitett konstansok!

Megoldas. P(m +0X < x) = P(X < &) = F(=2).

(e

A valészintségi valtozok egyik legfontosabb osztalya a kovetkezd.

5.10 Definicié A ¢ valoészintiségi valtozd abszolut folytonos eloszlast, ha létezik olyan
nemnegativ f fiiggvény, hogy Fe(z) = P(§ < z) = [*_ f(s) ds. Az f fiiggvényt a
valoszintségi valtozo strtségtiiggvényének nevezziik.

Ekkor F'(x) = f(z) véges sok pontot kivéve, tovabba f integralja az egész szamegye-
nesen 1l-el egyenls. Ez utobbi tulajdonsag karakterizalja a striiségfiiggvényeket, azaz,
ha egy nemnegativ fiiggvény integralja az egész szamegyenesen 1, akkor létezik olyan
valoszintiségi valtozd melynek pont ez a stirtiségfiiggvénye.
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Az [a,b] intervallumon egyenletes eloszlasu valoszintiségi valtozo strtségfiiggvénye
0 : z¢la,b
: x € [a, b

slurdsegfiuggveény

15

05
|

00
1

5.2. abra. Egyenletes eloszlasi valtozok stirtiségfiiggvénye

eloszlasfuggveny

08
|

06
|

02

00

5.3. dbra. Egyenletes eloszlasu véltozok eloszlasfiiggvénye

valoszintiségi valtozo strtiség- illetve eloszlasfiiggvényét.

Hasonléan kénnyen hatarozhaté meg a A-paraméterd exponencialis eloszlast valoszi-
0:¢t<0
Aoe™ o 0<t
exponencialis eloszlas strtség-, illetve eloszlasfiiggvényét abrazoltuk.

niiségi valtozo strtségfiiggvénye f,(t) = Az 5.4 és 5.5 dbran az
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5.4. dbra. Kiilonboz6 paramétert exponencialis eloszlasok stirtiségfiiggvénye

sliriiségfiiggvény
o
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5.5. dbra. Kiilonboz6 paraméteri exponencialis eloszlasok eloszlasfiiggvénye

5.6 Feladat Az X valoszintségi valtozo a [0, | intervallumon veszi fel értékeit és ott
stirtiségfiiggvénye 2. Hatarozzuk meg c értékét és annak valoszintiségét, hogy 1 < X < 3!
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Intervallumhossz a kitevd fiiggvényében

Intervallum végpontja

5.6. dbra. Intervallumhossz kiilonb6z6 kitevsjd strtségfiiggvények esetében

Megoldas. Mivel X a [0, ¢] intervallumon veszi fel értékeit, ezért az intervallumon kiviil
a strtségfiiggvény 0. Igy mivel a stirtségfiiggvény integralja a szamegyenesen 1, ezért
az [5 x* do = % = 1 egyenlGségnek kell teljesiilnie. Ebb6l régton megkapjuk a ¢ = 31/3
értéket. A keresett valoszintiséget mint a strtiségfiiggvény integraljat kapjuk meg:
Pl<X<3) = 1m1n(c,3) ?dr=1- % =2

Az 5.6 abran mutatjuk be, hogy amyennyiben a stirtiségfiiggvény x®, akkor az intervallum

hossza hogyan fligg az o paramétertdl.

Nézziink most egy geometriai valoszinitiségi mezdén értelmezett valoszintségi valtozot!

5.7 Feladat Valasszunk egy pontot taladlomra az egységnégyzetbdl, azaz [0, 1] x [0, 1]-
bsl! Jelolje ¢ a valasztott pont két koordinatédjanak az osszegét. Szamitsuk ki € eloszléas
és stirtiségfiiggvényét!

Megoldas. Az F¢(t) = P(§ < t) értékeket kell meghataroznunk. & értéke biztosan 0 és
2 kozé esik, ezért P(€ <t)=0hat <0és P(¢ <t) =1, hat > 2. Igy érdemi szdmolast
csak a t € (0,2) eset igényel. Jelolje X,Y a vélasztott pont két koordinatajat. Ha
t €(0,2), akkor P(( <t) =P(X+Y <t)=P(Y <t— X), azaz a szamunkra kedvezs
kimenetelek az egységnégyzetnek az y = t — x egyenes ala es6 része. Ennek a sikidomnak
a teriilete adja a kérdéses valoszintiséget. t € (0, 1] esetén ez egy t befogdju egyenls szart
derékszogti haromszog, melynek teriilete t2/2, ahogy az az 5.7 d4brabol rogton latszik. Ha
t € (1, 2] akkor a négyzetbdl egy 2—t befogdju derékszogi haromszoget kell elhagynunk (a
jobb felsg saroknal, ahogy ez a 5.8 dbran latszik), igy a megmarado teriilet 1 — (2 —¢)%/2.
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Az X+Y<t esemény (t<1)

=t-x
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5.7. abra.

2 koordinata Gsszege

Az X+Y<t esemény (1)

5.8. 4bra.

2 koordinata Osszege
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Osszefoglalva
0 hat <0
[ ha0<t<1
Fe(t)=P(E<t) =1 2 <
() =PE<t) =17 @ hal<t<2

1 ha t > 2.

Ennek derivaltja adja a stirtségfiiggvényt:

0 ha t ¢ (0,2)
fe(t) =<t ha t € (0,1)
2t hate(L,2)

5.8 Feladat Az X valoszintiségi valtozo siirtiségfiiggvénye f. Hatarozzuk meg m + oX
stirtiségfliggvényét, ahol o > 0 és m rogzitett konstansok!

Sam) dS _

g

Megoldas. Lattuk kordbban, hogy P(m +oX < z) = F(*™). Mivel [*_ il
fZ")

a
e

F(*=™), ezért a stirtségfiiggvény

Az 5.9 abran lathatjuk exponencialis eloszlast valoszintiségi valtozo linearis transz-
formaltjanak eloszlas- illetve striségfiiggvényét. A http://hpz400.cs.elte.hu:3838/
ZA_transzf/ cimen ugyanezt az abrat tovabbi paraméterekre és eloszlasokra (normaélis,
egyenletes) is megkaphatjuk.

A valészintiségszamitasban és az alkalmazasokban leggyakrabban hasznélt eloszlés a

normalis eloszlas. Azt mondjuk, hogy ¢ valészintiségi valtozd standard normaélis elosz-
2

lasu, ha strdségfiggvénye f(z) = \/%7 e~ 7 (r € R). A standard normalis eloszlas

2
. e~z dt. A ® fiiggvény értékeit tabla-
ehet meghatarozni. Az eloszlés révid jelolése:

eloszlasfiiggvényét d-vel jeloljik, ¢(x) =
zatokbol vagy szamitogépes programokbol
N(0,1).

=
3

5.9 Feladat Mutassuk meg, hogy a fenti fliggvény valoban stirtiségfiiggvény!

Megoldas. A kivant integral négyzetérsl latjuk be, hogy 1-gyel egyenls. A szamolas
soran a polarkordinatas helyettesitést hasznaljuk.

2
(foo e’g dt) = ffooo e’é dt~ff°oo e’g ds = ffooo ffooo e’ﬁgg dt ds ‘2 [T dgo-fo e’§~

—00

rdr =2m- [—e‘é} = 27.
0

- 2
Igy [7, \/% cemT dt = 1.
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5.9. abra. Exponenciélis eloszlés linearis transzformaltjanak eloszlés- és stirtségfiiggveé-
nye

Korabbi példainkbol méar lattuk, hogy o > 0 és m konstansokra m + o§ eloszlas- és
_ (zf'm)2

stirtiségfiiggvénye P(m + o€ < ) = ®(=7), fyoe(T) = \/%.U -e” 2027 . Az ilyen strd-

ségfiiggvényt valoszintiségi valtozokat m és o paraméterd normalis eloszlastinak nevez-
ziik, jellesiik: N(m, 0?). Rogton adodik, hogy, ha n ~ N(m, o?), akkor =" ~ N(0, 1).

g
Az 5.10 és 5.11 abran a normalis eloszlés stirtiség-, illetve eloszlasfiiggvényét abrazoltuk.
Jol lathato, hogy minél kisebb a o paraméter, annél "csticsosabb" a stirdségfiiggvény. A

normalis strtségfiiggvény grafikonjat haranggorbének is szokték nevezni.

5.10 Feladat Nagyon gyakori, hogy egy részvény arfolyamarol feltételezik, hogy loga-
ritmusa normélis eloszlast. Hatarozzuk meg stirtiségfiiggvényét!

Megoldas. Legyen az X valosziniségi véaltozo logaritmusa (i, o) paraméteri normaélis
eloszlast (ekkor (u, 0?) paramétert lognormalis eloszlastinak nevezziik) . Ekkor az elosz-
lasfliggvény pozitiv z-ekre (a tobbi x-re az eloszlasfiiggvény nyilvanvaléan 0):

P(X < z)= P(In(X) < In(z)) = o(2=w),

Ezt derivalva kapjuk meg X siirtiségfiiggvényét:

fx(z) = @’(—ln(?_“)i = M\l/g exp [—% (lnf;“)ﬂ , x>0.
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5.10. abra. Kiilonb6z6 paramétert normalis eloszlasok stirtiségfiiggvénye

eloszlasflggvény
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5.11. abra. Kiilonb6z6 paramétertd normalis eloszlasok eloszlasfiiggvénye

Az 5.12 és 5.13 dbran a lognormalis eloszlas stirtiség-, illetve eloszlasfiiggvényét dbra-
zoltuk.
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siiriiségfilggvény
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5.12. abra. Kiilonb6z6 paramétert lognormalis eloszlasok stirtiségfiiggvénye

eloszlasfiiggvény

— 00l =00

10
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5.13. abra. Kiilonbo6z6 paramétert lognormalis eloszlasok eloszlasfiiggvénye

5.11 Feladat A LOM részvény tézsdei zardarfolyama 7800 Ft volt ma este. Korabbi
tapasztalatok alapjan feltételezziik, hogy holnapi zar6 arfolyama a mai zardéarfolyammal
osztva (0,001, 0,01) paramétert lognormalis eloszlasi. Mennyi annak a valoszintisége,
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hogy a holnapi zaréarfolyam kisebb lesz 7500 Ft-nél?

Megoldas. Jeloljiik a holnapi zardarfolyamot Y-al. Ekkor
P(Y < 7500) = P(In(Y/7800) < In(7500/7800)) = & (2000000 _ g0, 18033) =
1 — ®(—0,18033) = 42, 84%

Biztositoknal gyakran feltételezik, hogy egy-egy kar nagysdgénak eloszlasa tin. Pareto
eloszlast. Azt mondjuk, hogy Az X valoszintségi valtozo («, 5) paraméterd Pareto-
eloszlastu (a > 0, 8 > 0), ha eloszlasfiiggvénye

F(a) {o z <0,
X xrT) = ﬁ [e%
Az ilyen eloszlasu karokat "veszélyesnek" szoktédk mondani, mert a nagy karok P(X >

x) valoszintisége csak polinomiélisan cseng le. Az 5.14 és 5.15 abran Pareto-eloszlasok

slirtiségfiiggvény

[=a =R}
IR
e
[N}
P s

T T

15

10

5.14. édbra. Kiilonb6z6 paramétert Pareto-eloszlasok stridségfiiggvénye

stirtiség- és eloszlasfiiggvényét abrazoltuk.

5.12 Feladat A Piroska Biztosito felelGsségi karairol tudjak, hogy millié forintban széa-
molva (1,2) paraméterii Pareto-eloszlastak. Amennyiben egy karrol tudjuk, hogy meg-
haladta az 1 millié forintot, akkor mi annak a valoszintisége, hogy nem haladja meg a 3
milli6 forintot?
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5.15. abra. Kiilonb6z6 paramétert Pareto-eloszlasok eloszlasfiiggvénye

Megoldas. Mivel az eloszlasfiiggvény folytonos, ezért a valoszintiségek értéke nem val-
tozik, ha kisebb-egyenl6t irunk kisebb helyett. Legyen x = 3,y = 1, a = 1,6 = 2. A

keresett valoszintiségre P(X <z | X > y) = Zw=X<o) _ PQ<n) PX<y) _ Fxlo) “Fly)

N . P(X2y) 1-P(X<y) 1-Fx (y)
(BLiy) ;(%) —1— (M)a =0,4

(7% pie
Az 5.16 &bran azt abrazoltuk, hogy hogyan alakul kiilénb6z6 paraméterd Pareto-eloszlasok

feltételes eloszlasfiiggvénye, akkor, ha tudjuk, hogy 1-nél nagyobb értéket vesznek fel.

Konnytd kapcsolatot talalni az exponencialis és Pareto-eloszlas kozott.

5.13 Feladat Mutassuk meg, hogy ha az X valoszintiségi valtozo (o, 8) paramétertd
Pareto-eloszlast, akkor In(1 + X/3) exponenciélis eloszlasu o paraméterrel.

Megoldas. Mivel mindkét valoszintiségi valtozo pozitiv, ezért elég belatni az eloszlas-
fiiggvény egyezdségét a pozitiv félegyenesen.

P(In(1+Xj)<z)=P(X <ple"—1))=1- (%)azl—eﬂ“

Az el6bbi kapcsolat két kiillonbozs eloszlas kozott nem véletlen. A kovetkezd két
példa azt mutatja, hogy barmely eloszlas eloallithato a (0,1) intervallumon egyenletes
eloszlasbol és ennek megforditdsa is "majdnem" igaz. Ezeket az eredményeket mind a
szamitogépes szimulaciokban, mind statisztikai vizsgalatoknal gyakran hasznaljak.
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5.16. abra. Kiilonbo6z6 paramétert Pareto-eloszlasok feltételes eloszlasfiiggvénye

5.14 Feladat Szamitégépiinkbe csak egy véletlen fiiggvény van beépitve. Ennek segit-
ségével a 0 és 1 kozott tudunk egy véletlen szamot generédlni. Ezt felhasznéalva, hogyan
lehet tetszélegesen elsirt F' eloszlasfiiggvényi véletlen szamot elGallitani?

Megoldas. Jelolje F~! az F altalanositott inverzét, azaz a

Flu)=inf(teR: F(t) > u)

Vizsgaljuk meg az X = F~1(U) valtozo6 eloszlasat, ahol U a (0,1) intervallumon egyen-
letes eloszlasu. Mivel

(w: F Y (u) <s)=(u:inf (t: F(t) >u) <s)=

(u:3t<s, F(t)>u) =

(u: F(s) >u) = (—o00, F(s)) ezért

P(X <s)=P(F'(U)<s)=PU< F(s)) = F(s)
Azaz X eloszlasfiiggvénye F.
5.15 Feladat X az (a,b) intervallumbdl (a végpontok lehetnek végtelenek is) veszi fel
értékeit és ott F eloszlasfiiggvénye folytonos és szigortian monoton. Mutassuk meg,

hogy ekkor X-et eloszlasfiiggvényébe beleirva a (0,1) intervallumon egyenletes eloszlast
valdszintiségi valtozot kapunk!

Megoldas. Legyen U = F(X) és jelolje F~! az F inverzét. Ekkor U a [0, 1] interval-
lumbol veszi fel értékeit és 0 < z < 1-rte P(U < z) = P(F(X) <z) = P(X < Fl(x)) =
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F(F~(z)) = z, azaz U a (0,1) intervallumon egyenletes eloszlast valoszintiségi valtozo

A hidrologiaban, tavkozlésben, biologiaban és mas teriileteken az egyik leggyakrabban
alkalmazott eloszléds a gamma eloszlas. Egy valoszintiségi valtozdé gamma eloszlasu, ha
strtségfiiggvénye

f() = ﬁ)\amo‘*l exp(—Ax) ha x>0
0 egyébként

alak ahol I'(a) = [;7 2 Pexp(—x)dz. X > 0 az eloszlas paramétere, v > 0 pedig a

rendje. Jelolése I'y, 5.

5.16 Feladat Mutassuk meg, hogy az imént definidlt fiiggvény valoban strtségfiigg-
vény!

Megoldas. f nem negativ, tehat csak annyit kell megmutatni, hogy az integralja 1.

/ N e Mdr|,_\, = / y*evdy = T'(y).
0 0
Tehat f strtségtiiggvény.
Az 5.17 és 5.18 abran lathatjuk néhény gamma eloszlasi valoszintiségi valtozo eloszlas-

illetve stirtségfiiggvényét. A http://hpz400.cs.elte.hu:3838/ZA_gamma/ cimen ugyan-
ezt az abrat tovabbi paraméterekre is megkaphatjuk.

sUrdségfliggveny

7 «=2 a=023
«=3, a=042
w=4, 2=0.56
«=5 a=0.7

0oD 002 004 006 008 010 012 0714

5.17. abra. I eloszlasok strtségfiiggvénye
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5.18. dbra. T eloszlasok eloszlasfiiggvénye

5.2. Valoszintiségi valtozok varhato értéke

Korabban mar definialtuk a diszkrét valoszintiségi valtozok varhato értékét. A kovetkezo
definicié ezt altalanositja tugy, hogy a varhato érték tulajdonsagai ebben az altalanos
esetben is teljestilnek.

5.11 Definici6 E{ = [, v dFe(z) és Eg(§) = [59(x) dFe(x), ahol a dFe(x) szerinti
integralas a Lebesgue-Stieltjes-integralast Jeloh ha fR x| dFe(z) illetve [ |g(z)| dFe(x)
véges.

Abszolut folytonos esetben a vérhat(’) érték a sﬁrl’iségfiiggvény segitségével hatarozhatd
meg. F{ = [pa- fe(x) do és Eg(€) = [y 9(x ) dz.

A kovetkezs példaban a legnevezetesebb abszolut folytonos eloszlast valoszintiségi
valtozok varhato értékét hatarozzuk meg.

5.17 Feladat Hatarozzuk meg az egyenletes, exponencialis és normalis eloszlés varhato
értékeét!
Megoldés ( ) Az egyenletes eloszlas varhato értéke £ ~ E(a,b) esetén
E¢ = f xr-— dr = a+b
(2) A M- exponenc1alls eloszlas varhato értéke
Az | 1

Efzfooox-)\-e’)‘xdx:[— ”\‘”°°+f0 ’Amdx:[e_A]O = 3.

(3) A normalis eloszlas varhato értéke £ ~ N(0,1) esetén
z2
Efszooox-\/%-e’T dr =0,
hiszen a strtiségfiiggvény szimmetrikus, igy az integralban egy paratlan fiiggvény szerepel
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m2
(tovabba az integral konvergens, mert elég nagy z-re z - e~z feliilr6l becstilhets az e=*

fiiggvénnyel). Altalinosan pedig m+c& ~ N(m,0?) esetén E(m-+0€) = m+o-EE =m.

Bizonyos esetekben kényelmesebb az eloszlasfiiggvény felhasznéalasa a varhato érték
meghatarozasahoz.

5.2 Tétel E¢ = [[°(1 — Fe(y)) dy — ffoo Fe(y) dy. Specidlisan, ha & > 0, akkor E§ =
Jo (1= Fe(y)) dy.

Az el6z6 allitas segitségével talan még konnyebben hatarozhatd meg az exponencialis
eloszlas varhato értéke.

5.18 Feladat Hatarozzuk meg az exponencialis eloszlas varhatd értékét az el6zé tétel
segitségével!

Megoldas. Legyen & ~ A\-exponencialis, ekkor
E¢ = fooo e N dy = %

Eddigi példainkban a varhaté érték mindig létezett (véges volt). Ez természetesen
nem mindig teljesil.

5.19 Feladat Hatérozzuk meg a Pareto-eloszlas varhato értékét!

Megoldas. Az X valoszintiségi valtozo («, f) paramétert Pareto-eloszlasu. Ekkor var-
hato értéke: N

EX = [7(1—-Fx(y)) dy = [, (%) dy =L haa> 1

a < 1 esetben az integral +oo értéket vesz fel.

A Pareto-eloszlashoz kapcsolodnak kovetkezs - talan egy kissé meglepd - példék is,
melyek egy korabbi példank folytatasa.

5.20 Feladat A Piroska Biztosito felelgsségi karairol tudjak, hogy millié forintban szé-
molva (1,2) paramétert Pareto-eloszlastak. Varhatéan mennyi ekkor egy kar nagysaga?

Megoldas. Az el6z6 példa alapjan rogton tudjuk a kérdésre a vélaszt, hiszen az (o, )
paraméteri Pareto-eloszlas varhato értéke %, igy a felelGsségi karok varhato értéke +oo.
Vajon hogyan fordulhat ez el6? Miért modellezhetjiik ezeket a kirokat olyan eloszlassal,
melynek nem véges a varhato értéke? Bizonyos esetekben valoban jogos az ilyen mo-
dellezés, mert a tapasztalt eloszlas egy végtelen varhato értéki eloszlashoz hasonlit. Az
5.19 dbréan lathato 100 fiiggetlen (1,2) paraméterti Pareto eloszlast valtozo generalasanak
eredménye. Az abrabol elsére egyéltalan nem latszik, hogy itt végtelen varhato értékrdl
van sz0. A felelGsségbiztositasoknal az is el6fordulhat, hogy a karkifizetések nincsenek
korlatozva és - kiilonosen személyi sériilésekkel is jaro esetekben - a biztositoknak nagyon

sokat kell fizetnie.
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5.19. dbra. Egy végtelen varhato értéki Pareto eloszlasi valoszintiségi valtozo generalésa

5.21 Feladat A Piroska Biztosito ttizkarai is Pareto-eloszlasuak, de (2, 1) paramétertiek.
Itt azonban a biztosit6 csak az 1 millié forint feletti karokra fizet és ekkor is csak a karok
1 milli6 forint feletti részét. Mennyi a tiizkarok illetve a biztosité kifizetéseinek varhato
értéke?

Megoldas. A Pareto-eloszlas varhato értékére vonatkozod formula szerint a tiizkarok
varhato értéke 1 millio forint. Az 5.20 abran lathaté 100 ilyen eloszlasu kéar értéke.
A kovetkezd 5.21 abran viszont mar csak azon karok 1 millio Ft feletti része lathato,
melyek meghaladtak az 1 milli6 Ft-ot. Meglepé modon azt tapasztalhatjuk, hogy ezen
meghaladéasok atlaga joval nagyobb az eredeti atlagnal. A kovetkezd szamolds mutatja,
hogy ez nem véletlen. A tiizkar kifizetések eloszlasfiiggvénye az x helyen a P((X — 1) <
x| X > 1) feltételes valoszintséggel adhaté meg. Ez a valoszintiség nem pozitiv x-ekre
nyilvanvaloéan 0, a tébbi z-re pedig kénnyen szamolhato P((X — 1) <z | X > 1) =
PO<X<az+1) _ P(X<a+D)-P(X<1) _ Fx(z+1)-Fx(1) _ (757)" - (2=)" — 1 ( B+1 )0‘ Eyz
P(X>1) 1-P(X<1) 1-Fx (1) (%)a B+1+z
azt mutatja, hogy a kifizetés is Pareto-eloszlasa, csak mar (2,2) paraméterekkel és igy
2 milli6 forint varhato értékkel. Ez azt jelenti, hogy ebben az esetben bar levonunk 1

milli6 forintot a karokbol, mégis nagyobb varhato értéket kapunk!

Az el6z6 példa latszolagos paradoxonat a kovetkezével magyarazhatjuk. A Pareto
eloszlés rendelkezik az un. ,fiatalodé” tulajdonsaggal, azaz
P(X>t+s|X>s)>P(X >1t).

Tehat, ha tudjuk, hogy a kidrunk elér egy adott értéket, akkor a kar varhatdéan nagyobb
lesz, mintha nem rendelkeztiink volna ezzel az informécioval. A karok szimulaciojat
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100 fliggetlen (2,1) Pareto szimulalasa

12

Kisérletek atlana 1.1112243665058

10

" T
= il |||||||||||||||I||||||I|||||||||||| ||. .
T T

T
1] 20 a0 G0 an 100

5.20. dbra. Egy 1 varhato értékd Pareto eloszlasu valoszintiségi valtozo generalasa

1 feletti részek

Kisérletek atlaga 1.93164677487412
= _|
N
N
N
] |
I| | I
niumiiInEnnnene
=
T T T T T T
1] q 10 16 20 25 an

5.21. abra. Egy 1 varhato értékd Pareto eloszlasu valoszintségi valtozd generalasbol az
1 feletti részek
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mutatja be a http://hpz400.cs.elte.hu:3838/ZA_bizt/ cimen talalhato interaktiv
animaci6. A 5.22 abra egy screenshot az eredményekrdl.

Piroska biztosito karkifizetések

A tlizkarok varhaté részaranya (%): Tiizkarok Felelgsségi karok
110 99
2
Szimulaciék szama: °
g
10 100 1,000
9 g
1 o
L]
5
o
.
o - o -
I T T T T 1 T T T 1
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8
Millia Ft Millig Ft

5.22. abra. A Piroska biztosité szimulélt kareseményei a 5.21 feladathoz

Térjiink vissza megint egy korabbi példankhoz!

5.22 Feladat Valasszunk egy pontot taldlomra az egységnégyzetbdl, azaz [0, 1] x [0, 1]-
bal! Jelolje £ a valasztott pont két koordinatajanak az Osszegét. Szamitsuk ki & varhato
értékét!

Megoldas. ¢ stirtiségfiiggvényét méar korabban meghataroztuk.
0 ha t ¢ (0,2)

=4t  nate(01)
2—¢ hate(l,2)
Ennek alapjan a varhato érték
B¢ = [tfe(t)dt = [ 2dt + [Pt(2 —t)dt =
3 1 3 2
[%]ﬁ [t2—%]1 —lp3-I=1

Ezt az értéket azonban egyszertibben is megkaphattuk volna, mivel £ két a [0, 1] inter-

vallumon egyenletes eloszlasi valoszintiségi valtozo osszege. Mindkét valtozd i varhato

2
értékd, ezért Osszegiik varhato értéke 1.

Kovetkezd feladatunk is egy korabbi példa folytatéasa.
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5.23 Feladat A LOM részvény tézsdei zardarfolyama 7800 Ft volt ma este. Korabbi
tapasztalatok alapjan feltételezziik, hogy holnapi zar6 arfolyama a mai zaréarfolyammal
osztva (0,001, 0,01) paraméterti lognormaélis eloszlasi. Mennyi a holnapi zaréarfolyam
varhato értéke?

Megoldas. Jeldljiik a holnapi zardarfolyamot Y-al. Ekkor Y = 7800X, EFY = 7800E X,
ahol X (0,001, 0,01) paraméterti lognormélis eloszlast. Az (m,o?) paramétert lognor-
maélis eloszlas varhato értéke az alabbi modon szamolhato.

EX = [7 exp(m + ox) - 7= -¢ e dx = exp(m + 0°/2) [0 7=
exp(m + 02/2).

Az utolsé integral azért 1, mert egy N(o,1) eloszlasu valoszintségi valtozo stirtiség-
fiiggvényét integraltuk. Esetiinkben m = 0,001, 02 = 0,01, ezért EY = 7800exp(0, 006)
7847.

(z—0)2
2

dr =

A példamegoldas mutatta, hogy tetszGleges f fliggvényre és £ valoszintiségi valtozora
nem feltétleniil teljesiil az E(f(§)) = f(FE) egyenlSség.

5.3. Szorasnégyzet, momentumok

A szorasnégyzetet altalanos esetben is ugyantugy definialjuk, mint diszkrét valoszintségi
valtozokra. A korabban felsorolt tulajdonsagok itt is teljestilnek.

5.12 Definici6 D?*¢ = E(£ — E¢)? a £ valoszintségi valtozo szorasnégyzete, ha az FE
létezik és véges. & szorasa pedig a szorasnégyzet négyzetgyoke, azaz DE = / D?E.

Gyakran jol jellemzik a valoszintiségi valtozo eloszlasat a kiillonb6z6 momentumok

5.13 Definici6 E¢* a ¢ k-adik momentuma és E[¢|* a ¢ k-adik abszoliit momen-
tuma.

Az E(¢ — E€)* a € k-adik centralis momentuma és E|¢ — E¢|F a € k-adik abszolit
centralis momentuma.

A definicié alapjan felirhatjuk az abszolut folytonos eloszlastu valoszintiségi valtozok
szorasnégyzetét és momentumait a sﬁrﬁségfﬁggvénye segitségével.
D¢ = fo_Ef) fe(x) do = [ 2? ) dr — ([yz - fe(z) d )
E¢F = [, oF ) dz
El¢)F = fR \:v!’“ fg x) dx
E( = B = [(x = BO" - fe(x) da
El§ — B¢ = [g |z — B¢ fe() da

A kovetkezd példdkban nevezetes abszolit folytonos eloszlasu valoszintiségi valtozok
szorasnégyzetét hatarozzuk meg.
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5.24 Feladat Hatarozzuk meg az exponencialis eloszlas szérasnégyzetét!

Megoldas. Legyen 1 A-exponenciilis valoszintiségi valtozé melynek varhato értéke
korabbi ismereteink alapjan En = % Tovabba

En? = fooo 22 \-e M dr = [xQ(—e_)‘x)}go + fooo 27 - e~ du,

ahol az Osszeg els6 tagja 0, az integral pedig

N APE e”\’” dz = 2En,

tehat En? = —2 Ezzel a szorasnegyzet

Dy = Enf = (En)? =

5.25 Feladat Mutassuk meg, hogy a normalis eloszlasu valtozok szoérasnégyzete meg-
egyezik az eloszlds masodik paraméterével!

Megoldas. Legyen £ ~ N(0,1), azaz standard normalis eloszlasi valoszintiségi valto-
z6. Mivel E¢ = 0, ezért

[e%s) z2 z2 o0 oo 1 z2
—00 o \ 27

~~
=1

J/

Altalanosan pedig legyen m + o€ ~ N(m, 0?), ekkor
D*(m + 0€) = 0?2 - D*¢ = o2

5.26 Feladat Mivel egyenl§ egy egyenletes eloszlasi valtozo szorasnégyzete?
Megoldas. Legyen X egyenletes eloszlast az (a,b) intervallumon. Azt mar tudjuk,
hogy EX = %t EX? = f; a? - dr = Poa’ _ bPrabte®  Fhh) g szérasnégyzet

b 3(b7a) 3
2 — 2 2 __ (b a)

5.27 Feladat Hogyan hatarozhaté meg egy Pareto eloszlasu valdszintiségi valtozo szo-
rasnégyzete?

Megoldas. Y (o, 3)-Pareto eloszlast. Ekkor EY = £; haa>1. EY?= [72y(1 -
Fy(y)) dy = fooo 2y (%iy)a dy = fﬁz — ﬁ, ha o > 2 a < 2 esetben az integral +oo
érteket vesz fel. Ebb6l a szorasnégyzet D*Y = EY? — (EY)? = %, a>2

5.28 Feladat Szamoljuk ki a gamma eloszlés szorasnégyzetét!

Megoldas. Z I',, ) eloszlasu. Ekkor
EZ = [~ xﬁ)\ax"‘_lexp( Az)de = DetUL oo

F(a o¢+1

o0 a.0— I(a+2
EZ* = | J]Qﬁ/\ 2 Lexp(—A\z)dr = (F(;r) 5 o

Aotlgeti=lexp(—Az)de = £,

\at2pat2— 1exp(—/\m)dm —

F(a+2
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(a+1)a
2

D*Z = EZ*>— (EZ)* = e _(9)? = g

AQ

A varhato érték és a szérasnégyzet a valoszintiségi valtozok alapvetd jellemzdi, azon-
ban a valoszintiségi valtozo eloszlasat természetesen nem hatérozzék meg. Ezt szemlélteti
a kovetkezd példa.

2

5.29 Feladat Hatarozzuk meg az m varhato értéki és o° szorédsnégyzet normalis, gam-

ma, lognormalis és Pareto eloszlasok paramétereit!

Megoldas. A normélis eloszlas paraméterei a varhatd érték és szorasnégyzet, tehét
N(m, 0?) eloszlasrol van sz6.

A T,y eloszlast véltozo varhato értéke §, szordsnégyzete 3. A kettd hanyadosa pont
A, igy az eloszlasunk I' 2 ,, .

02752
A (p, s?) paraméteri lognormalis eloszlas varhato értékét mar kordbban meghataroztuk:
exp(p+ 52/2)
A szérasnégyzet meghatarozasahoz elGszor kiszamoljuk a mésodik momentumot.
00 1 o (m—2$)2

x?
[ (exp(p + sz))? - \/Lz—ﬂ em T dv =exp(2u+2s?) [T =T 2 du=eap(2u+
25%).
Ebbél régton adodik a exp(2u + s%)(exp(s?) — 1) szorasnégyzet, amibél elemi szamita-
sokkal kapjuk, hogy
w=1In (——1—::2/1712) és s = /In(1 + o2/m?).
Az (a, B)-Pareto eloszlasnal a varhato érték és szorasnégyzet
a > 2. Ebb6l megint elemi szamitasokkal adodik, hogy
_ 207 _ a?+m? 2 2
a= ==, f=m%"5 hao® >m".
A kapott stirtiségfiiggvények kiilonbozdségét mutatja be az 5.23 dbra, aholm =1,8,0 =
2. A http://hpz400.cs.elte.hu:3838/ZA_2mom/ cimen ugyanezt az abrat kiilénbozé
varhato értékekre és szorasokra is megkaphatjuk.

B_ af3?
a1 111etve m, ha

Tobb alkalmazasnal sziikségilink lehet a normalis eloszlds momentumaira.

5.30 Feladat Legyen ¢ standard normélis eloszlasu valoszintiségi valtozo. Szamoljuk
ki a & valoszintségi valtozoé EEF k-ik momentumat minden k& = 0,1,2,..., nem negativ
egész szamra/

Megoldas. ¢ stirtiségfiiggvénye ¢(z) = #e‘”ﬂ/z, —00 < & < 00, ezért B = [7 akp(x) do

minden k = 0,1,2,... szamra. Mivel paratlan k = 2k + 1 szamokra a fenti integralban
szerepls w2 1p(z) fiiggvény paratlan és abszolut értékének integralja a szamegyenesen

véges, adodik, hogy E¢?#+1 = (. Paros indexekre parcialisan integralhatunk.
B = [7 o p(z)dr = \/%7 1= 22k dg =
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—— gamma
2 - —— lognormalis
Pareto
g B T T T | T T
0 2 4 [ 8 10
5.23. dbra. 1,8 varhato értékid és 2 szoérasu valtozok strtségfiiggvénye
g () e
= \;—2% [wzk—le_mQ/z] + \/LTW 7 2k — Da2—2e=2"/2 4y =
= = [T 2k — )z 2202 _ (2k — 1) BE2 do.

EE® = 1 miatt a fenti azonossagbol kapjuk, hogy E¢? = 1 (ezt mér korabban is ki-
szamoltuk), B¢t = 3EE2 = 3, B = 5B = 5 - 3, és teljes indukcioval EE?* =
(2k—1)-(2k—3)-(2k—5)---3-1.

5.4. Egyenlétlenségek

A valészintiségi valtozok varhato értékét és szordsnégyzetét a valtozok eloszlasa hatarozza
meg. Egy kissé meglepd modon az is igaz, hogy a varhato érték és szorasnégyzet isme-
retében bizonyos kovetkeztetéseket tudunk levonni a valoszintségi valtozok eloszlasarol
a kovetkezd két egyenlGtlenség segitségével.

5.3 Tétel (Markov-egyenl&tlenség) Legyen & nemnegativ valdszindségi viltozo, amely-
nek létezik az EE vdrhato értéke, tovabbd legyen ¢ pozitiv szam. Ekkor P(§ > ¢) < Ef

5.4 Tétel (Csebisev-egyenl6tlenség) Ha & szo’rcisnégyzete véges, azaz D*€ < oo, va-
lamint 0 < X, akkor teljesil a P(| — E¢| > \) < /\2 eqyenldtlenséy.

A kovetkez§ fejezetben fogjuk bemutatni az egyenlGtlenségek alkalmazasat, most csak
azt nézziik meg, hogy egyes esetekben mennyire éles vagy nem éles eredményeket adnak.
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¢ meghaladasanak valoszinilisége (m=1)

— gamma
—— Pareto
— lognormalis

0.25
I

valészinliseg
0.15
|

0.00
1

5.24. abra. 1 varhato értéki és 3 szorasu valoszintiségi valtozok milyen valészintiséggel
haladjak meg c-t7

5.31 Feladat Hatarozzuk meg az m varhato értékd és o? szorasnégyzetti gamma, log-
normalis és Pareto eloszlasok esetében a P(§ > cm),c > 2 valoszintiségeket, illetve
becsiiljiik meg Sket a Markov- és Csebisev-egyenltlenséggel!

Megoldas. A Markov-egyenlStlenséghdl rogton adodik a P(€ > em) < % = L becslés.
Mivel a valoészintiségi valtozo pozitiv és ¢ > 2, ezért P(§ > cm) = P(|{—m| > (c—1)m) <
ﬁ a Csebisev-egyenl6tlenség szerint.

Korabbi példankban meghatéaroztuk az m varhato értéki és o? szorasnégyzetii eloszlasok
paramétereit. Ebbdl a gamma eloszlasra a kévetkezd érték adodik.
PE>cem)= [ ﬁ)\a:ﬂkl exp(—Az)dr,a = ’(%2,)\ =

A lognormalis eloszlasrél tudjuk, hogy logaritmusa normélis eloszlasu, ezért

P > cm) = P(ln(i)_“ > 1n(”:)_“) =1-—-® (—m(“:)_“), ahol p = In <——1+T:2/m2) és
s =+/In(1+ o2/m?).

A Pareto-eloszlasnal

2 2, 2 . . vy
P > em) = B ahol o = =22 5 = mZ ™. Természetesen itt sziikséges a
B+em ’ og2—m?2> o2—m

0% > m? feltétel.

A pontos valosziniiségeket mutatja be a 5.24 dbra, ahol m = 1,06 = 3. A http:
//hpz400.cs.elte.hu:3838/ZA_meghalad/ cimen ugyanezt az abrat kilonbozd szora-
sokra és c-kre is megkaphatjuk.
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5.5. Gyakorl6 feladatok

1.

Valasszunk egy pontot talalomra az (0,1) x (0,1) egységnégyzetbsl! Jelolje &, &y
a valasztott pont két koordinatajat. Szamitsuk ki £ = —In(&;&,) eloszlas, stirtség-
fiiggvényét és varhato értékét!

Ketté tortink egy 1m hosszu botot. Jelolje X a nagyobb rész hosszat és Y a
rovidebbét. P(X <t) =7, P(Y <t) =

. Egy palcat talalomra vélasztott pontjanal kettétoriink, majd a hosszabbik darab-

bal ugyanezt megismételjiik. Mekkora a valoszintisége, hogy a hédrom keletkezett
darabbol haromszog allithato ossze?

Egységnyi oldalhosszisagt négyzetben talalomra vélasztunk egy pontot. Mekko-
ra annak a valoszintisége, hogy az oldalaktol mért tavolsdgainak négyzetosszege
kisebb, mint 3/27?

. Egy koron talalomra kivalasztunk harom pontot. Mekkora annak a valdszintisége,

hogy az altaluk meghatérozott haromszog tartalmazza a kor kozéppontjat?

A [0, 1] intervallumot taldlomra valasztott két pontjaval harom részre osztjuk. Je-
16lje X a legrovidebb darab hosszat! Irjuk fel X eloszlas- és strtiségfiiggvényét!

Eloszlasfiiggvények-e a kovetkezk?

(a) f(x)=xhaze(0,1) f(z) =0haxz <0és f(z)=1haz>1,

(b) (0,1)-en kiviil mint elébb, ha x € (0,1) akkor f(z) = 1/marcsin(2z —1)+1/2,
) f(z) = Zarctan(z) + 1/2

(
(d) f(z) = sin(z)

C

. Valasszunk egy szamot talalomra a (0,1) intervallumbol. A kébét jelolje X. Sza-

mitsuk ki X eloszlasfiiggvényét!
Strtségfiiggvény-e f, ha

(a) f(a:):{O ha z <0 ahol A > 0

r* texp(—Az) haz >0

0 ha x ¢ (0,3/27)
sinz  egyébként

1
(14 2?)
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10.

11.

12.

13.

Legyenek X, ..., X, fliggetlen exponencialis eloszlast valoszintiségi valtozok, Ay, . ..

paraméterekkel. Jelolje Y = min X; ezek minimuméat. Milyen eloszlasa Y7

F} = fy az Y nem negativ valosziniiségi valtozo stirtiség fv.-e. Fejezziik ki =1/Y
eloszlas— és siirtiségfiiggvénvét az Y eloszlas ill. strtségfv.-ének segitségével!

Fy, = fy az Y nem negativ valoszintségi valtozo strtség fv.-e. Fejezziik ki & =Y
(a > 0) eloszlas— és stirtiségfiiggvénvét az Y eloszlas ill. stirtségfv.-ének segitségé-
vel!

fy az Y nem negativ valoszintiségi véltozo stirtiségfiiggvénye. Fejezziik ki n =
max(Y,;1/Y) eloszlas— és siirtségfiiggvényét YV eloszlas ill. strtiségfiiggvényének
segitségével!
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6. fejezet

Egyuttes viselkedés

Nagyon sok esetben egy véletlen eseménynél nem egy, hanem tobb valtozot figyeliink
meg. A tobb valtozo eloszlasat is az eloszlasfiiggvénnyel hatarozzuk meg.

6.1 Definicio A ¢, ..., ¢, valoszintségi valtozok egyiittes eloszlasfiiggvénye az Fe(z) 1=
P& < xy,...,& < x,) figgvény.

Amennyiben a valoszintiségi valtozok diszkrétek, akkor az eloszlast (eloszlasfiiggvényt)
egyértelmiien meghatéarozzak az egyiittes P(§; = x1,...,&, = x,) valoszintiségek. Ab-
szolut folytonos esetben az egyiittes stirtiségfiiggvénnyel jellemezziik az eloszlast.

6.2 Definicio A (&i,...,&,) valtozok egylittes stirtiségfiiggvénye az n-valtozos f fiigg-
vény, ha egyiittes eloszlasfiiggvényiik minden (zy,...,x,) pontban megegyezik

Joo o JE F s yn)dy - dy-el.

Amennyiben ismerjiik az f egyiittes stirtiségfiiggvényt, ugy meg tudjuk hatarozni a va-
l6szintiségi valtozok fiiggvényének varhato értékét.
E(h(&,...,&)) = ffooo . ffooo R(yrs s yn)f (1, yn)dys - .. dyy.

6.1. Valoészintiségi valtozok fliiggetlensége

A fejezetben elGszor azzal esettel foglalkozunk, amikor a valtozok semmilyen forméban
nem befolyésoljak egymast. A kisérletek fiiggetlenségérdl szold részben mar volt szd
valoszintiségi valtozok fiiggetlenségérsl, amit most altalanosabban is megnéziink.

6.3 Definicié A &, ...,¢&, valoszintiségi valtozok fiiggetlenek, ha barmely 14, I, ..., I,
intervallumra P(§ € Ih,...,&, € I,) = [[ P(& € T).
i=1

A definiciobol rogton latszik (hiszen a teljes szamegyenest is intervallumnak tekintjiik),
hogy amennyiben &;,...,&, fliggetlenek, akkor koziiliik & < n-et kivalasztva szintén
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fiiggetlen valtozokat kapunk. A definiciét tovabba kiterjeszthetjiik végtelen sok valtozd
esetére is.

6.4 Definicié A &;,&,, ... valoszintségi valtozok fliggetlenek, ha minden n-re &, ..., &,
fiiggetlenek.

Fiiggetlen valoszintiségi valtozok fliggvényei is fiiggetlenek lesznek. Példaul, ha &, &5, &3
fliggetlencek, akkor &7, &, €5 is fiiggetlenek, vagy & + &, &3 is.

A fliggetlenséget az eloszlasfiiggvény, stirtiségfiiggvény segitségével is meghatarozhat-
juk.
6.1 Tétel (i) A (&,...,&,) valdszindiségi valtozok pontosan akkor fu’ggetlenek ha egyqit-
tes eloszlasfiggvényiik megegyezik eloszldsfigguényeik szorzatdaval F(x) = H Fe,(x;) min-

den x-re. (ii) Legyenek fl,.. J&n diszkrétek.  Ekkor pontosan akkor fuggetlenek ha
P& = x1,...,& = x,) = H P(& = x;) minden x;-re. (iii) Legyenek &, ...,&, ab-
szolit folytonos mloszmusegz valtozok Itt a fiiggetlenség ekvivalens azzal hogy egyiittes

striségfiggvényiik megegyezik siriséfiggvényeik szorzatdval f(x) = H fe(24).
i=1

6.2. Konvolucié

Gyakran sziikségiink van fiiggetlen valtozok Osszegének eloszlasara. Ez kiilonosen diszk-
rét esetben szamolhato ki konnyen.

6.2 Tétel (Diszkrét konvolucios formula) Legyenek & és n figgetlenek, értékkészle-
tik pedig {zi} és {yi}. Ekkor PE+n=2)= > P =uz) -Pn=1wu).

T ty1=2

6.1 Feladat Legyenek £ ~ B(ny,p) és n ~ B(ng,p) fiiggetlenck. Ekkor £ +n ~ B(ny +
n27p)'

k
Megoldas. ¢ + 7 értékkészlete 0,1,...,ny +no, igy P(E+n=Fk)=> P =1)-P(n=
i=0

min{k,n; } min{k,n; }
k== > () @=pmt(2) - @-pmtt = 2 ()
l=max{k—n2,0} l=max{k—n2,0}

(k”_?l) .pk‘ . (1 _ p>n1+n2—k _ pk . (1 _ p)m—i-nz—k‘ . (m-};nz% azaz § + 1 ~ B(m + n2>p)'
Meg kell jegyezni, hogy ugyanezt sokkal egyszertibben is kiszamithattuk volna. Tud-
juk, hogy ugy kaphatunk egy n és p paraméterd binomiélis eloszlést valtozot, ha meg-
szamoljuk n fiiggetlen kisérletbdl a sikeres kisérletek szamat (mindegyik kisérlet p va-
loszintiséggel sikeres). Ez azt jelenti, hogy n fiiggetlen p-paraméterd indikator valto-
70 Osszege B(n,p) eloszlasu. Legyenek ekkor X, Xs,... fiiggetlen, azonos eloszlast
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p-indikatorok, ekkor X7 + ... + X,, ~ B(n,p), Xpy1 + ... + Xowm ~ B(m,p), és
Xi+...+ Xpim ~ Bn+m,p).

6.2 Feladat Legyenek ¢ ~ A-Poisson és 1 ~ pu-Poisson filiggetlenek. Ekkor & +n ~
(A + w)-Poisson.

. k k e~ k=l c— e—(A+n
Megoldds. P(¢ +1 = k) = Y P(E=1) Ply =k —1) = 32 257 ot = e

k
ST At = ef(;!ﬂ) - (A + p)k, azaz valoban (\ + u) paraméteri Poisson-eloszlast

k%punk.

Fiiggetlen kisérleteket végziink. Egy kisérlet p valoszintiséggel sikeres. Jeloljiik &-vel
az r-edik sikeres kisérlet sorszamat. Ekkor & lehetséges értékei {r,r + 1,7 +2,...} és a
{¢ = k} esemény pontosan azt jelenti, hogy az els§ k — 1 kisérletbdl r — 1 sikeres és k —r
sikertelen, tovabba az r-edik kisérlet sikeres. Igy ennck valoszintsége:

PE=k) = (")) (L—p) 1"

6.5 Definicié A P({ =k) = (:fj) (I=p)kT-pk=rr+1,r+2,... eloszlast (r,p)
paraméterd (vagy masképpen r-edrendd p-paraméterii) negativ binomialis eloszlasnak
nevezziik. Az r = 1 speciélis esetet p-paramétert Pascal vagy geometriai eloszlasnak

nevezzik (Id. 3.5 fejezet).

6.3 Feladat Legyenek & ~ p-Pascal és n ~ p-Pascal fiiggetlenek. Mi 6sszegiik eloszlasa?

Megoldas. Végezziink p valoszintiséggel sikeres kisérleteket. Legyen X az elsé sikeres
kisérlet sorszama. Utana addig kisérleteziink, amig megint sikeresek nem lesziink. Ezen
ujabb kisérletek szamat jeloljiik Y-al. Ekkor X és Y fiiggetlen p-Pascal eloszlasuak,
igy egyrészt Osszegiik eloszlasa megegyezik & + n eloszlasaval, masrészt Gsszegiik pont
a 2. sikeres kisérlet sorszama, melynek eloszlasa mésodrendd p paraméterd negativ
binomiélis.

Abszolit folytonos esetben is nagyon hasonlé a konvoluciés formula, csak itt 6sszegzés
helyett integralni kell.

6.3 Tétel (Konvolicios formula) Legyenek £ és n figgetlen, abszolit folytonos va-
loszintdségi vdltozok. Ekkor & 4+ n is abszolit folytonos eloszldsi, és siriségfigguénye

fern() = | Fele =) Folt) dy = J 1) (o~ ) dy.

Ezzel a formuléval a legkiilonb6z6bb eloszlasu fiiggetlen valoszintiségi valtozok 6sszegének
eloszlasat lehet meghatarozni, amit a kovetkezd példakban be is mutatunk.
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6.4 Feladat X és Y fiiggetlen, egyenletes eloszlast valoszintiségi valtozok a [0, 1] inter-
vallumon. Mi lesz 6sszegiik eloszlasa?

Megoldas. Az X + Y valoszintségi valtozo stirdségfiiggvénye a g(z) = [* f(y)f(z —
y) dy fuggvény, ahol f(x) a [0, 1] intervallumban egyenletes eloszlas strtiségfiiggvénye.
Ezért f(y)f(r —y) =1, ha0<y<1,és0<zx—y<1l,azazx — 1 <y < z, és nulla
egyébként. FEz azt jelenti, hogy az X + Y Osszeg g(x) stirtiségfiiggvénye az x pontban
megegyezik a [0, 1] N [z — 1, z| intervallum hosszéval. Ha = < 0 vagy « > 2, akkor a fenti
metszet tires, ezért ebben az esetben g(x) = 0. Ha 0 < x < 1, akkor ez a metszet a [0, z]
intervallum, és ennek hossza x, azaz ebben az esetben g(x) = z. Ha 1 < z < 2, akkor
ez a metszet a [r — 1, 1] intervallum amelynek hossza 2 — z, azaz g(x) = 2 — = ebben az
esetben.

A 6.1 és 6.2 dbran lathato, hogy ennél a konvolicional az eredeti stirtiségfiiggvényre

X és Y siiriiséghiiggvénye

10

nG
1

06

04
1

00
1

6.1. abra. A [0,1] intervallumon egyenletes eloszlasu valtozok stirtiségfiiggvénye

egyaltalan nem hasonlito stirtiségtiiggvényt kaptunk. Meg kell jegyezni azt is, hogy ez a
példa valojaban megegyezik azzal a korabban megoldott példaval, amikor az egységnégy-
zetben véletlenszertien valasztott pont 2 koordinataja Osszegének eloszlasat hataroztuk
meg.

6.5 Feladat Vegyiink egy olyan autobuszjaratot, ahol a buszok kovetési ideje egymastol
fiiggetlen, azonos A-exponencidlis eloszlasu. Jelolje & az els6 busz beérkezési idejét, &
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X+Y stirliségfiiggvénye

10

0
1

06

04
|

02

a0

c stz

fiiggvénye

az els6 és a masodik busz érkezése kozotti id6t, &5 a masodik és harmadik busz érke-
zése kozoztti id6t, stb. Ekkor mi a [0,¢) idSintervallumban beérkezd buszok szaménak
eloszlésa?

Megoldas. A http://www.math.elte.hu/"arato/peldatar/busz.gif animéaciéban lat-
hatjuk a buszok érkezési idejét és a beérkezé buszok szaméat abban a specialis esetben,
amikor az els6 busz 6-kor indul és a buszok atlagosan oranként kovetik egymést. Le-

gyenek &1, ..., &, fiiggetlen A-exponencialis valoszintiségi valtozok és S, = & + ... + &,.
0 <0

Azt allitjuk, hogy ekkor S, stirtiségfiiggvénye g,(z) = ¢ n1yn,-re -0 Bzt n-re
a2t — g

(n—1)!
vonatkoz6 teljes indukcioval latjuk be a kovetkezGképpen.

Az n =1 esetben g; pont a A-exponencialis eloszlés strtiségfiiggvénye. Tegyiik fel, hogy
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n-ig igaz az allitas, és belatjuk (n + 1)-re

gn+1(x) :f(§1+...+£n+§n+1)(x) = / f€1+---+fn ($ - y) . f§n+1 (y) dy
—oo ™ ~~ 7 N——

T n—1yn_, ,—A(x—
:/ (z —y) 1yne=A( y))\@_)‘ydy
. (n—1)!

)\n—i—le—)\x T xn/\n—&—l
- / n(z —y)"dy = e
: 0

Jo nz"~1dz

(x > 0), amivel a kivant eredményt kaptuk.
Jelolje N a beérkezett buszok szamat. Errdl az N-r6l mutatjunk meg, hogy (At)-Poisson
eloszlasu, ugyanis:

P(N=n)=P(N>n)—P(N>n+1)=P(S,<t)— P(Sp1 <t)=

t .m—1yn,—Ax t .nyn+l_ —Az n t t
" \e " A" re A
/ —‘dl’—/ —'dl‘ = —' / TL[L‘n_le_)\deE — / {L‘n/\e_Amdl’
————

[Ine—kac](t),fot nxn—le—Azdy

B (/\t)"e_)‘t
N n!

9

azaz ilyen valdszintiséggel érkezik pontosan n busz a megalloba ¢ id6 alatt. Mellékesen
megkaptuk azt az eredményt is, hogy amennyiben a buszok kovetési idejének varhato
értéke m, akkor t id6 alatt varhatdéan % busz érkezik be a megélloba.

A megoldas soran valojaban azt mutattuk meg, hogy n db. fiiggetlen \-exponencialis
eloszlast valtozo (ezek eloszlasa egyben I'y \) Osszege I',, \ eloszlasi. Nézziik ezt meg
altalanosabban!

6.6 Feladat X és Y fiiggetlen A > 0 paramétert, o > 0 illetve S rendd gamma eloszla-
stak. Mutassuk meg, hogy X +Y A\ > 0 paraméterii és a + [ rendd gamma eloszlasu!

Megoldas. Jeloljiik f-el X, g-vel YV stirtségfiiggvényét. Mivel f is és g is csak a pozitiv
félegyenesen nem 0, ezért a konvolicios formulaban csak egy véges intervallumon kell
integralni:

fxav () f flz) gt —x) de = f f(z) - g(t — x) dz. Ez az azonossag természetesen

nemcsak gamma eloszlastu Valoszmusegl valtozokra, hanem tetszoleges pozitiv abszolit
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folytonos eloszlasuakra is igaz. A gamma eloszléstakra kapjuk, hogy

' 1 a a—1_ -z 1 B8 B—1_—A(t—x)
— AN e —— N (t—x)" e dr =
0

I'(a) I'(5)
1 - a ' a— — _
ONOU R T
1 —Atya+Bra+p—1 ! a—1 . B—1
NONC Ay L=y dy

N J/

B(a,5)

A B(a, f)-val jelolt integral nem fiigg ¢-t6l, tehat a strtségfiiggvény az a + [ rendd, A
paraméteri I' eloszlas strtiségfiiggvényével aranyos, és akkor az ardnyossagi tényezs csak
1 lehet. Azt is megkaptuk tehat, hogy

1 1
Mot p) ~ TarE ?
Tehat F( )F(ﬁ)

6.7 Feladat Legyenek & és n fliggetlen, standard normalis eloszlast valdszintiségi val-
tozok. Mutassuk meg, hogy &2 + n? exponencidlis eloszlast valoszintségi valtozo A = %

paraméterrel.

Megoldas. P(&% < x) = ®(/x) — ®(—/z) = 20(/x) — 1, ha = > 0. Ebbdl a

&% valoszintiségi valtozo strtiségfiiggvénye g(z) = ‘p(—\/\/g) = \/ﬁe*‘”/ 2 haxz > 0, és
g(z) = 0, ha x < 0. Irjuk fel a konvoluci6 segitségével a kivant siirtségfiiggvényt.

fl@)= [y Wﬁe‘“/%—(’f—“)ﬂ du =

_ —z/2 1 1 _ 1 _—x/2
=€ /fomdv—§€ /, haxzo,

és f(z) =0, hax <0.
Eszrevehetjiik azonban, hogy valojaban ezt a példat mar megoldottuk, hiszen &2 elosz-
ldsa nem mas, mint F%,%> igy €2 + n? eloszlasa az el6z6 példa szerint Fl,%’ ami pont %
paraméteri exponencialis eloszlas.
€2 eloszlasat x? eloszlasnak, r darab fiiggetlen y? eloszlasi valtozo Osszegének eloszlasat
pedig r szabadsagfoku x? eloszlasnak nevezziik. Ez utobbi jeldlése 2.

A 6.3 és 6.4 abran kiilonboz6 szabadsagfokt x? eloszlasok stirtiség-, illetve eloszlas-
fliggvényét abrazoltuk.
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siiriiségfiiggvény

20
1

15

1.0

6.3. dbra. Kiilonbozs paramétert y? eloszlasok stirtiségfiiggvénye

eloszlasfilggvény

1.0

06
|

04

0z
1

6.4. dbra. Kiilonbozs paramétertd y? eloszlasok eloszlasfiiggvénye

Felmeriilhet a kérdés, hogy meg tudjuk-e hatarozni fliggetlen valoszintiségi valtozok
kiilonbségének stirtségfiiggvényét. Erre ad valaszt a kovetkezd példa.

6.8 Feladat Legyenek ¢ és n fiiggetlen, abszolut folytonos valészintiségi valtozok. Mu-
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tassuk meg, hogy ekkor & — 7 is abszolut folytonos eloszlasi, és stirtiségfiiggvénye
+00 +oo
fe—n(z) = / fe(w —y) - fy(—y) dy = / fe(y) - foly — ) dy.

Megoldas. A példa allitasa rogton kovetkezik abbol, hogy & és —n is fliggetlen, abszolut
folytonos valoszintségi valtozok, tovabba —n strtségfiiggvénye f_,(y) = f,(—y).

Az el6z6 példa eredményét rogton alkalmazhatjuk a kovetkezs feladat megoldésanal.

6.9 Feladat Legyenek X, Y fiiggetlen, azonos exponenciélis eloszlasi valdszintiségi val-
tozok. Hatarozzuk meg | X — Y| eloszlasat!

e ™ x>0

0.x<0 ' Y stirtiségfiiggvénye pedig

Megoldas. X stirtiségfiiggvénye {
ez <0
0, x>0

I fx@ =) fy@)dy = [0 fx (@ —y) foy (y)dy = [™000 Ae A NNy =
Ne— AT [€2>\y} min(z,0)
2

. A konvoltcios formula szerint X-Y siirtiségfiiggvénye

—0o0
—Ax
B /\62 ,,I’ZO
- Az
2l <0

2
Ebbdl az abszolut érték striiségfiiggvénye (ez csak a pozitiv félegyenesen nem 0):

fx_v(®)+ fx_y(—x) = Xe .
Igy ugyanolyan paramétert exponencialis eloszlast kaptunk.

Kovetkezd példank azt mutatja meg, hogy fliggetlen, normalis eloszlasi valtozok
Osszege szintén normalis eloszlast lesz. Ennek a ténynek igen sok alkalmazasa van.

6.10 Feladat Legyen 7, és 1, két fliggetlen normalis eloszlast valoszintiségi valtozo my
illetve my varhato értékkel, o7 és o3 szordsnégyzettel. Lassuk be, hogy az 1, + 1 Osszeg
m1+msy varhato értéki és o2+ 02 szordsnégyzet normélis eloszlast valoszintiségi valtozo.

Megoldas. Legyen elészor m; = my = 0 és 07 = 1,02 = o2, Ekkor a konvolicios
formula szerint az Osszeg stirtiségfiiggvénye:
© 1 —u?/2 1 —(z—u)? /202
[ mime Pagme T du
_ [ 11 (u—z/(0>+1))> _ 2?/(0’+1)—a?/(0?+1)*
= /7 27 2o eXp{_ 202 /(02+1) 202 /(02 +1) } du

R S __a? o0 1 _(u=z/(e41))
T 9 T(02+1) exp{ 2(02+1) } f—oo 2\/m02 /(02 +1) exp{ 202 /(02+1) } du

100



_ 1 z?
T o m(o2+1) exXp -~ 2(0241)

Itt kihasznaltuk azt, hogy
L e { _lums/(a+1)?
24/702/(c2+1) 202/(02+1)
egy N(x/(0?+1),20%/(0% + 1)) eloszlast valoszintiségi valtozo stirtiségfiiggvénye. Meg-
kaptuk tehat, hogy az dsszeg eloszlasa N(0,1 + o?).
Visszatérve az altalanos esethez lathatjuk, hogy

m+n2=m1+my+ 0 (nl_ml + L(772 — m2)> =my +ma + 01(& + &),

ahol & N(0,1) és & N(0,03/0?) fiiggetlenek. A kiszamoltak szerint & + & N(0,1 +
03/01), igy m +n2 N(my +ma, 0% + 03).

6.11 Feladat A Sulytalan Kft altal gyartott digitalis konyhamérlegek mérési hibaja két
fiiggetlen tényezdre vezethets vissza. Az egyik az elem toltottségétdl fiigg, a masik a
levegd paratartalméatol. Az els§ hiba grammban mérve N(0,1) eloszlast, a mésodik
N(0,2%). Milyen eloszlast a mérési hiba? Mennyi a valoszintisége, hogy egy 52 grammos
zsemlét legfeljebb 48 grammosnak mértink?

Megoldas. Mivel a hibakrol feltételeztiik, hogy fiiggetlenek és normalis eloszlasiak, ezért
osszegiik N(0,1+4) = N(0,5) eloszlasu. Jeloljik a zsemle mérésének eredményét X-el.
Ekkor X eloszlasa N(52,5). Ebbdl a keresett valoszintiség P(X < 48) = P(£22 <

V5
18-52) — §(—1,7889) = 1 — B(1,7889) = 1 — 0,9632 = 0, 0368

6.12 Feladat Korabbi vizsgélatok szerint Budapesten egy kobméter levegében a butin
gazmolekulak mennyisége jo kozelitésben normalis eloszlastunak tekinthets. Kis szennye-
zettségli napon a paraméterek 950 és 102. Amennyiben egy kis szennyezettségd napon
50 fiiggetlen mérést végziink, akkor mennyi a valoszintsége, hogy a mérések atlaga meg-
haladja a 960-as értéket?

Megoldas. Amennyiben a (&;,...,&,) valoszintiségi véltozok fiiggetlenek és N(m, o?)
n . i &

eloszlastiak, akkor & eloszlasa is normalis nm és no? paraméterekkel. Igy a =
=1

atlag eloszlasa N(m, %2) Esetiinkben ez azt jelenti, hogy a mérések atlaga N(950,2)
eloszlasi. Amennyiben az atlagot Y-al jeloljiik, tgy a keresett valoszintiség P(Y >

960) = P(Y\_/%50 > 960\;5950) =1—®(7,07), ami 0-hoz nagyon kozeli érték.
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6.3. Fuggetlen valoszintiségi valtozok osszegének szoras-
négyzete

Korabban lattuk, hogy valoszintiségi valtozok 6sszegének varhato értéke a varhato értékek
Osszege. A szorzatnal azonban mar feltételekre is sziikség van.

6.4 Tétel Legyenek & ésn fiiggetlen valdsziniségi valtozok véges vdrhato értékkel. Ekkor
szorzatuk vdrhato értéke is létezik és E(&-n) = E(§) - E(n).

Ebbdl a tulajdonsaghol vezethets le, hogy fiiggetlen valdszintiségi véaltozok Gsszegének
szorasnégyzete a szordsnégyzetek Osszege.

6.5 Tétel Legyenck &1,&, ..., &, pdronként fiiggetlenek és D3¢y, ..., D3¢, < oco. Ekkor
D2(§1 + ...+ §n) - Z DQ&
i=1

A tételbdl rogton levezethets a kovetkezs tulajdonsag.

6.13 Feladat Legyenek &;,&,, ..., &, paronként fiiggetlenek és ¢y, ca, . . ., ¢, konstansok.
Ekkor D?(ci&y + ...+ cp,&n) = . 2D?§;
i=1

Megoldas. Mivel ¢1&1, c2s, . . ., c,&, is paronként fiiggetlenek, tovabba D?(c;€) = ¢? D?E;,
ezért az Osszeg szorasnégyzetére vonatkozo példabol rogton kovetkezik a példa allitasa.
Nagyon fontos megjegyezni, hogy fiiggetlen valdszintiségi véltozok kiilonbségének szo-
rasnégyzete megegyezik Osszegiik szorasnégyzetével, azaz a szordsnégyzetek osszegével.

6.14 Feladat Egy televizios jatékban a f6nyereményt nagyon bonyolult médon sorsol-
jak ki. 10 fiiggetlen kisérletet végeznek, mindegyiknél két fiiggetlen 3-paramétert Poi-
son eloszlasu valtozot sorsolnak ki és veszik ezek szorzatat. A nyeremény ezen véletlen
szorzatok Osszege millio forintban. Hatarozzuk meg a nyeremény varhato értékét és szo-
rasnégyzetét!

Megoldas. Jelolje X; és Y a j-ik kisérlet soran a két eredményt, és legyen Z; = XY/,
1 < j < 10. Ekkor minket az £ = Y.° Z; valoszintiségi viltozo varhato értéke és
szordsnégyzete érdekel. Felirhatjuk, hogy B¢ = 3.0 EZ; = Y°.°| EX;EYj, és

10 10 10 10
D =302 =Y (EZ — (EZ)*) = Y EX?EY? - Y (EX,EY;)".
j=1 j=1 Jj=1 J=1

Tovabba, EX;, = EY; = 3, és E’XJ2 = EY;-2 =3+ 3% =12 minden 1 < j < 10 szamra.
Innen B¢ =10-3-3 =90, és D?¢ =10-12-12 —10- 9% = 630.
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A nyeremény eloszlasa

Gyakorisag
1000 1500 2000 2500 3000

500
|

|

r T T 1
50 100 150 200

0
1

Millié Ft

6.5. dbra. TV jaték nyereményeinek gyakorisaga

A 6.5 dbrdn mutatjuk be, hogy 10000 jatékot véletleniil generdlva mi a nyeremények
gyakorisaga.

6.15 Feladat Egy part szavazotaborat szeretnénk megbecsiilni gy, hogy legalabb 0, 95
valoszintiséggel legfeljebb 1%-ot tévedjiink. Hany embert kell ehhez legalabb megkérdez-
ni?

Megoldas. Jelolje N az 6sszes ember, M a kérdéses partra szavazok, n pedig a meg-
kérdezettek szamat, ekkor p := %—et akarjuk jol kozeliteni. Legyen tovabba X; értéke 1,
ha az i-edik megkérdezett az adott partra szavaz és 0 kiilonben. Egyszertiség kedvéért
feltételezziik, hogy X;-k fiiggetlenek. Ekkor a

P('X1+"'+X”—— go,m) > 0,95
n N

egyenlStlenségnek kell teljesiilnie, ami pontosan akkor igaz, ha

Xi+...+X,
P

—p| > o,o1> < 0,05.

A Csebisev-egyenlétlenség alapjén

X1+---+Xn 2(X1+..A+Xn)
P _ 1< —n -
(! . p|>070>_ 001z
ahol
SD*(3° X;) B % -n-p(l—p) 10000 - p(1 — p) - 10000 - 5 - 5
0,012 a 0,012 n n - n = 100’
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tehat n > 50000 ember valasztasa biztosan elegendd.

6.16 Feladat Becsiiljiik meg annak valoszintiségét, hogy egy szabalyos érme 1000-szeri
feldobasanal legalabb 600 fejet dobunk!

Megoldas. Legyen Y; értéke 1, ha az i-edik dobas fej és 0 kiilonben. Mivel az érme
szabéalyos, ezért Y;-k fiiggetlen %—paraméterl’i indikator valtozok és nekiink a P(>_Y; >

i=1
600) valoszintiséget kell megbecsiilniink.

A Markov egyenlGtlenség kozvetlen alkalmazasaval a

n

, S EY,
i= 500 5
POLYi 2 6000) < S50 =656 = 5
=1

becslés jon ki. Ez azonban lathatéan nagyon gyenge becslés, hiszen a szabélyossag miatt
annak valoszintisége, hogy egy szabalyos érme 1000-szeri feldobasanél legalabb 600 fejet
dobunk ugyanannyi, mint annak valészintisége, hogy egy szabélyos érme 1000-szeri feldo-
béasanal legalabb 600 irast dobunk,igy a becslendd valoszintiség kisebb %—nél. A Csebisev
egyenléStlenség alkalmazaséanal elGszor hasznaljuk 1jbol, hogy annak valdszintisége, hogy
legalabb 600 fejet dobunk ugyanannyi, mint annak, hogy legaldbb 600 irast dobunk, az

irasok szama pedig 1000 — > Y;. Ebbdl kapjuk, hogy
i=1

n P(3" Yi>600)+P( " Y;<400) n D232 Vi)
P(3_Y; =2 600) = —= T = $P(| > Y; =500/ > 100) < —ob— = 55

i=1 =1
A Markov egyenl6tlenséget azonban megprobalhatjuk egy kicsit "triikkdsebben" alkal-

mazni.
1%(:)0 y
) i
1000 E (( %) i=1

1000 Y,

P(X Y12 600) = P(() &) = (3

(2

=1

1000 00 o0
AFE <(%); Y) varhato érték megegyezik E (H (%)Yl) = H E (%)Yl = (g)looo—vel,

igy a joval pontosabb
1000 é)1000

P(>Y; >600) < (“B)W = 1.799938 - 10~ becslést kapjuk.
i=1 2

6.17 Feladat A bizin részecskék szamat egy nagyon bonyolult mtszerrel mérik. A mé-
rési hiba 100 kiilonbozé és egymastol fiiggetlen N (0, 22) eloszlast hiba eredsjébsl adodik.
Becsiiljiikk meg annak valoszintiségét, hogy a mért érték az igazitol legalabb 100-al tér el!
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Megoldas. Jeloljik a mérési hibat e-al. Ekkor e szérasnégyzete 400, igy a Csebisev-
egyenl6tlenségbdl P(le| > 100) < 5% = 0,04 becslés adodik. Azonban ebben az esetben
felesleges becslést alkalmazni, mivel a hiba pontos N (0, 100-22)eloszlasa is ismert. Ebbél

P(le| > 100) = P(’ﬁ) > 100) — p(—5) +1 - P(5) =2 (1 - &(5)) = 5,733031- 10",

6.4. Kovariancia és korrelacio

A valészintiségi valtozok természetesen nem mindig fiiggetlenek. Osszefiiggésiik mérteé-
kére kiilonboz6 mérdszamok vannak, ezek koziil talan a leggyakoribb a kiévetkezSkben
definiélt kovariancia és korrelacio.

6.6 Definicid A ¢ és n valoszintségi valtozok kovarianciaja

cov(&,n) = E{(§ — E§)(n — En)},

korrelaci6ja
cov(§, n)

R(§,n) = corr(§,m) = DE- Dy’

& és n korreldlatlanok, ha kovarianciajuk 0.

Felsoroljuk a kovariancia és korrelacié néhany fontosabb tulajdonsagat.
cov(§,n) = E(§-n) — ES- En.

[R(&m)| < 1.

|R(&,m)| = 1 akkor és csak akkor, ha létezik a # 0 és b, hogy & = an + b (1 valoszintiség-
gel).

Amennyiben ¢ és n fiiggetlenek, akkor R(&,n) = 0.

Legyenek &1,&,,...,&, paronként korreldlatlanok és cqi,co,...,c, konstansok. Ekkor

D2(C151 + ...+ Cnfn) = Z C?l)gfz
=1

6.18 Feladat X egyenletes eloszlasi a [—1,1] intervallumon. Mutassuk meg, hogy X
és X2 korrelalatlanok, de nem fiiggetlenek!

Megoldas. Intuitive latszik, hogy X? nem fiiggetlen X-t6l, de konnyti ezt megmutatni
formalisan is. Mivel X E[—1,1] eloszlast, ezért P(X < —1) = 1 és P(X? < 1) =
P(—1 < X < 1) = 1. Ebbdl kivetkezik, hogy
PX<—-1,X?<3)=PX<—-3)=1#:=PX <-1P(X*< 1),

ami mutatja, hogy a két valtozo nem fiiggetlen egymastol.

Tudjuk, hogy EX = 0 as D*X = FE(X?) = % Rogton latszik az is, hogy E(X - X?) =
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E(X3) = 0. Ebbdl a kovarianciara cov(X, X?) = F(X - X?) — EXF(X?) = 0 adodik,

tehat a két valoszintiségi valtozo korrelalatlan.

A példa azt mutatja, hogy a fiiggetlenség er6sebb kovetelmény, mint a
korrelalatlansag, ezért ezt a két tulajdonsagot soha nem szabad 6sszekeverni!

6.19 Feladat X és Y fiiggetlen standard normalis eloszlastak. Mutassuk meg, hogy
7 = XY esetén X és Z korrelalatlanok, de X? és Z? mar nem!

Megoldas. Tudjuk, hogy standard normélis eloszlast véltozokra EX = 0, E(X?) =
1, E(XY) = 3. Ebb6l kapjuk, hogy EZ = EXEY = 0,E(Z?) = E(X?)E(Y?) = 1,
tovabba, hogy E(XZ) = E(X*)EY = 0 ¢ BE(X%*Z%) = E(XYE(Y?) = 3. lgy
a kovariancidkra adodnak a cov(X,Z) = E(XZ) — EXEZ = 0 és cov(X? Z?) =
E(X?Z?) — E(X?)E(Z?) = 2 eredmények, ami pont a példa allitasat igazolja.

Gyakran nehéz kideriteni, hogy bizonyos véletlen mennyiségek fiiggetlenek-e, viszont
a korrelaciot konnyebb szamitani. Tudjuk, hogy & és n fiiggetlenségébdl kovetkezik,
hogy &F és n* fiiggetlenck és korrelalatlanok minden k hatvanyra. Ezért a fiiggetlenség
elvetéséhez elég egy hatvanyra megmutatni a korrelaltsagot.

6.20 Feladat X, és X, fiiggetlen, egyenletes eloszlasuak a [0, 1] intervallumon. Legyen
Y1 = min(X;, Xs), Y2 = max(X;, X5). Hatarozzuk meg R(Y7, Y3)-t!

Megoldas. P(Y, < z) = 22,0 < x < 1, igy Y, stirtiségfiiggvénye 2z a [0, 1] intervallumon
és 0 kiilonben. Ebbdl kapjuk, hogy

EY, = fol 12xdr = 2, EY} = fol ?2zdr = 1, DY, =5 — (3)? = &3
Mivel EY; + EY; = E(Y1 +Ys) = E(X1 + X,) = EX1 + EXy = 1, ezért EY; = 1. A
szorzatnal is hasonloképpen jarhatunk el.

EWY,) = B(X,X,) = EX, - EXy =
2

4
1

amibsl cov(Y,Ys) = ;1 — 3+ — 2 = 5-. Ennek segitségével meg tudjuk hatarozni Y
szorasnégyzetét.

_____ 18"
Ebbdl mar rogton adodik a korrelacio.
R(Yi,Y2) = % = 4.

18

|

6.21 Feladat Mutassuk meg, hogy két esemény pontosan akkor fiiggetlen, ha indikator
valtozoik korrelalatlanok!

Megoldas. Amennyiben A és B fiiggetlenek, ugy x4 és xp indikatoraik is fiiggetlenek,
igy korrelalatlanok is. Amennyiben R(x4, x5) =0, ugy E(xaxs)—ExaFExs = 0. Azon-
ban E(xaxp) = Exap = P(AB), Exa = P(A), Exg = P(B), ezért A és B fiiggetlenek.
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Nem fiiggetlen valoszintiségi valtozok Osszege szorasnégyzetének meghatarozasahoz
sziikségiink van a valtozok korrelaciojara. Ilyen tipusa példak a kovetkezdk.

6.22 Feladat 100-szor huzunk visszatevéssel egy dobozbdl, melyben 20 piros és 80 fehér
goly6 van. Tekintsiik az egymast kovets piros-piros hiizésparok szamat és hatarozzuk
meg ezen szam varhato értékét és szorasnégyzetét? (Major Péter példaja nyomén)

Megoldas. Vezessiik be a kovetkezs &;, 1 < j < 99, valoszindségi valtozokat: §; = 1,
ha mind a j-edik és j + 1-ik huzasnél pirosat huzunk, {; = 0 egyébként. Az S =
Z?il &, valoszintiségi valtozo varhato értékét és szorasnégyzetét akarjuk meghatérozni. A

varhato értéket konnyen meghatarozhatjuk £S = F (Z?il E@-) = %, mivel F§; =

Erdemes megjegyezni, hogy az ebben a feladatban tekintett §; valoszintiségi valtozok
nem fiiggetlenek, de a fliggetlenségre nincs sziikség a varhato érték additivitdsahaz.

A szérasnégyzet kiszamitasaban viszont figyelembe kell venniink azt, hogy nem csupa
fiiggetlen valoszintiségi valtozo Osszegét vizsgaljuk. Hasznaljuk a szorésnégyzet kiszamo-
lasanal a kovetkezs formulat.

99 99
D*S = D? <Z @) =Y D% +2 Y cou§, &)
j=1 J=1

1< <k<99

L
25"

Tovabba cov(§;, &) = 0, ha k > j + 2, mert ebben az esetben &; és & fiiggetlenek, és
cov(&5,€541) = 755 — 535 = s minden 1 < j < 98 szémra. Ugyanis BE;E 1 = 752, mivel
§i&i+1 = 1, haa j-edikre, j+1-ikre és j+2-ikre mind pirosat huzunk, aminek valoszintisége
%, és ;€41 = 0 egyébként. Tovibba EE;EE 1 = Ezenkiviill D?¢; = 24 Innen

625"
D*S=99- 2L +2-985- = 92,

L
625

A korrelacio jelenléte természetesen nemcsak az Osszeg szorasnégyzetét befolyésol-
ja, hanem magat az eloszlast is. Erre a hatasra mutat példat a http://hpz400.cs.
elte.hu:3838/ZA_konvl/ oldal animacidja. Itt korrelalt normalis eloszlasok Ossze-
gét vizsgaljuk. A 6.6 abra egy screenshot az animaciobol (jol lathato, hogy a nega-
tiv korrelacio hatasara az Osszeg eloszlasa koncentralodik a varhato érték koril). A
http://hpz400.cs.elte.hu:3838/ZA_konv2/ oldalon pedig &sszefliggd binomiélis el-
oszlasokat vizsgalhatunk. A 6.7 &dbra egy screenshot ebbdl az animaciobol. Itt a kor-
relaciot csak bizonyos korlatok kozott valtoztathatjuk, mert a binomialis eloszlasokat
ugynevezett polinomialis eloszlas komponenseiként modellezziik. Az Gsszeg eloszlasat itt
1000 szimulacié hisztogramja mutatja.

6.23 Feladat Bergengociaban a kiraly minden alattvalojat megajandékozza a sziiletés-
napjan. Az alattvalo olyankor 10-szer huz visszatevéssel egy magyar kartyas paklibol
és annyi aranyat kap ahany kiilonb6z6 lapot hiizott. Hatarozzuk meg a kapott aranyak
szamanak varhato értékét és szorasnégyzetét? (Major Péter példdja nyomén)
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Korrelalt normalis eloszlasu valtozok dsszege

Komelacio: A tagok eloszigsa Az dsszeg eloszlaa
@ -
vahatd érbék: " | |
" - | |
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6.6. abra. Korrelalt normalis eloszlasok Osszegének eloszlésa

Korrelalt binomialis eloszlasu valtozok 6sszege

Komedacio; A lagok eloszlasa Az aszeq eloaziasa
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6.7. abra. Korrelalt binomialis eloszlasok Osszegének eloszlésa

Megoldas. Szamozzuk meg a kartyakat 1-t6l 32-ig, és vezessiik be a kovetkezs &, 1 <
J < 32 valoszintségi valtozokat. & = 1, ha a j-ik kartyat kivalasztjuk, {; = 0, ha a j-ik
kartyat nem valasztjuk ki a 10 hazéas soran. Jeldlje X a kapott aranyak szamat. Ekkor
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X = Zj’il ;. Ezért EX = Zjil E¢; = Z?il P(¢; = 1). Annak a valoszintsége, hogy
a j-edik kartyat nem huzzuk ki 10 hazas sorédn (31)'°. Innen P(§ = 1) = 1 — (35),
EX =32(1—(£)") = 8,704763.

Jelolje Y a ki nem huzott kartyak szamat, és vezessikk be az n; =1 —-¢;, 1 < 5 < 32,
valoszintiségi valtozokat, amelyekre n; = 1, ha a j-edik kartyat nem valasztjuk ki, és
n; = 0, ha a j-edik kartydt kivalasztjuk a 10 hizas sordn. Ekkor Y = 37°2 n;, és
Y = 32 — X, ahonnan D?Y = D?X.

D*X = D?Y = Zj’il D*nj + 237 <5 sz cov(ni, 1) Mivel n-k indikétor valtozok, ezért
D?n; = P(n; = 1) = P(n; = 1), és cov(n;, ;) = P(n; = 1,m; = 1) = P(n; = 1) P(n; = 1),
ha ¢ # j. Tovabba P(n;, =1,n; =1) = (%)10,

P = 1) = Ply; = 1) = (2)"°. Tnnen cov(mi,n;) = (8)" — ()™, & D2 =

32
(%)40 — (%)™, Ezért

31 10 31 10 30 10 31 20
DX =D*Y =32 — 1— (= 2.31( (=) - (= = 11,78176.
3 <32) ( (32> +32-3 (32> (32) , 78176

Igen gyakori, hogy nem a megfigyelt valtozora van sziikségiink, hanem egy masikra. A
kovetkez6 példa azt mutatja meg, hogy hogyan érdemes linearisan elérejelezni. Keressiik
azt az a és b értéket melyre az 1) valoszintiségi valtozo és az a&+b valtozo atlagos négyzetes
eltérése a legkisebb.

32

6.24 Feladat min E(—an—0)?=E(—m —r-2-(n—my))* = (1 —7r?)0f, ahol
my = B mo = En, 02 = D%, 02 = D% ésr=R(En).

Megoldas. E(¢ —an—b)? = E(§ —my —a(n —mg) +my —amy — b)? =

=02+ a*02 4+ (my—amg— b )2 —2a-cov(&,n) = o?+ a*os —2a-rojoy = (1 —
B ~~ —— ~
=mi—ams =r.o1-02 (aag—ra1)2—r20%

r?) - o2 + (acy — 101)?

,amia:=r- g—; valasztasa esetén lesz minimalis.

A példabol kovetkezik, hogy a korrelacié egy linearis Osszefiigg@ségi mérdszam, hi-
szen minél kozelebb van abszolut értékben 1-hez, annél kisebb lesz a linearis elérejelzés
hib4ja. Felmeriil a kérdés, hogy milyen moédon érdemes el6rejelezni, ha nemcsak linearis
elérejelzésekben gondolkodunk. Ebben segit a feltételes varhato érték altalanositott fo-
galma.
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6.5. Feltételes varhato érték

6.7 Definici6 Legyenek ¢ és n diszkrét Val()szim’iségi valtozok, melyekre P(¢ = z;) >

0,P(n = yr) >0 és ZP(f = 1) = 1, Z P(n = yx) = 1. A feltételes valoszintiséget

jeloljik pg‘n(xl|yk) = P(§ = xln = yk) Val Feltessziik, hogy F(h(£)) véges. Legyen
m(yx) = Z h(x;)pep (z1]yr). Ekkor h(&) feltételes varhato értéke n-ra nézve E(h(§)|n) =
m(n). Az m fiiggvényt E(h(£)|n = yx)-val jelolik.

Hasonléan hatarozzuk meg a feltételes varhato értéket abszolit folytonos esetben. El6-

szOr egyiittesen abszolut folytonos eloszlastu véaltozok feltételes stirtiségfiiggvényét defini-
aljuk.

fgf:],( ha fuly )
07 ha’ fﬂ( )

A tovabbiakban egy valoszintiségi valtozo fliggvényének egy masik valoszintségi valtozora
vonatkozo feltételes varhato értékét fogjuk értelmezni.

6.8 Definicié Feltételes stirtiségfiiggvény: f¢,(z|y) = {

6.9 Definici6 5 és n egyiittesen abszolut folytonosak. Feltessziik, hogy E(h(&)) vé-
ges. Legyen m(y f h(z) fej(x|y)dy Ekkor h(&) feltételes varhato értéke n-ra nézve

E(h(&)|n) = m(n) Az m figgvényt E(h(£)|n = y)-val jelolik.

Felsoroljuk a feltételes varhato érték néhény fontos tulajdonsagat.
Feltételes varhato érték tulajdonsagai
(1) Ha £ = ¢, akkor E(&|n) = ¢. Ha £ < ¢ 1 valoszintséggel, akkor E(&|n) < E(¥|n)
(specidlisan E(¢|n) < E([¢||n))-
(2) B(a€ + bln) = aB(Eln) + bE( ).
(3) Amennyiben ¢ 7 fiiggvénye, akkor E(&|n) =
(4) E(E(&|n)) = E¢ (teljes varhato érték tetel)
(5) Ha ¢ fliggetlen n-tol, akkor E({|n) = EX.
(6) Legyen v n fiiggvénye és E|¢y)| < oo, ekkor E(§|n) = ¢ - E({|n).
A kovetkez6 példa mutatja, hogy a tulajdonsagokbol kovetkezik, hogy 7 ismeretében
&-t a E(&|n) feltételes varhato értékkel tudjuk a legjobban kozeliteni.

6.25 Feladat Legyen F&? < co. Ekkor a E(€— f(n))? négyzetes hiba akkor a legkisebb,
ha f(n) = E(¢In).
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Megoldas. E(§ — f(n))? = E(& — E(&n) + E(¢n) — f(n)* = E( — E(¢n))*
E(E(&n) — f(n)* +2- E[(§ = E(&]n)) - (E(§|n) — f(n))], ahol x = E(E[§ — E(¢|n)) -

e
*

E((E(&ln) — f(n) - E§ = E(¢ln)n]) = 0, ugyanis +x = E(&|n) —

*k

B(E(¢[n)|n) 2 B(E|n)—E(ly) = 0. Rgton latjuk azt is, hogy a négyzetes hiba legkisebb
érteke D2 — D*(E(En)).

IIV

(B(Elm) ~ f(n)ln]) =

6.26 Feladat ¢ és 7 egylittes eloszlasat a kovetkez§ tablazat adja meg:
En 2 3 5
6/18 3/18 2/18
5 3/18 3/18 1/18
Hatarozzuk meg & és n varhato értékét, szorasnégyzetét, kovariancidjukat és korrelécio-
jukat. Jelezziik el6re -t linearisan és a legjobb mddon 7 megfigyelése alapjan!

Megoldas. Elészor a peremeloszlasokat irjuk fel.

P(§:2)—};,P(§ 5)zl—gesp(n:2):%:%,])(n:3)=£:
Ebbol a varhato értékek FE = 2 - + 5= % = 163 En=2. + 3- + -
masodik momentumok F&2 =4 - 11 s t25-95 = % 3 En? = 4 —|— 9 —|— 25
Ebbél a szérdsnégyzetek D¢ = E§2 (E€)? = ;g,D%] = En (En) =
kovariancidhoz elszor a szorzat Varhato értékét hatarozzuk meg. E(&n) = 4 -
34+10-(E+3)+15-5+25- £ =12=9

Ebb(’ﬂ a kovariancia cov(f 17) (577) EEEn = 5

és a korrelacio R(&,n) = cg)g(gz) =0,01779765.

Lathato, hogy a valtozok alig korrelalnak. A lineéris el6rejelzés {-re E€ + R(E, 1) - g—g
(n — En) = 3,166667 + 0,02439024(n — 2,833333).

Az elérejelzés varhato négyzetes hibaja (1 — R(€,n)?) - D?€ = 2,138211 alig kisebb, mint
& 2,138889 szorasnégyzete.

Hatérozzuk meg ezutan a legjobb elérejelzést! E(&ln = j) = 2- P =2n=j)+5-
P(& = 5|n = j), ezért E(&n = 2) = E(¢n = 5) = 3 és E(n = 3) = 3,5. Ebbdl
B(B(EP) = 3 - (Ply = )+ Ply = 5) +3,5 - Ply = 3) = 32 & DB(eh) =

E(E(&[n)?) — (F€)? = 5 = 2,083333, ami kiss¢ kisebb, mint a linearis el6rejelzés hibaja.

17
6@
55

e
18
e 55
18 6"

A http://hpz400.cs.elte.hu:3838/ZA_szimelore/ oldalon kiilénb6z6 eloszlasok-
bol szimulalt mintak esetén szamolhatd ki a linearis és legjobb el6rejelzés. A 6.8 abra
egy screenshot az animaciobol (sajnos nem latszik minden paraméter). Tovabbi ab-
rak (11.9, 11.10, 11.11) a Fiiggelékben taldlhatoak. A http://hpz400.cs.elte.hu:
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3838/ZA_elore/ oldalon pedig ugyanilyen elméleti eloszlédsokra szamoljuk ki a linearis
és legjobb elbrejelzést. A 6.9 abra egy screenshot ebbdl az animéciobol (sajnos itt sem
latszik minden paraméter).. A kétfajta animécional azért eltéréek a veszteségfliggvény
értékek, mert a szimulalt esetben a teljes veszteséget szamoljuk, ami a pontos szamaval
egyiitt nd, mig az elméleti esetben a varhato értéket.

Regresszios modszerek

Y elsd erteke: ¥ kbzelitdse X segitsbgbvel

: e 1 [
Y masodik erteke: . WA -

- -

= e

O _____,_,—'-"'_ —‘—u-.___-_\__
X 8lso ertake: - ———— ———
= e "—~—\____\_\_

1 =3
X masodik ertéke:
X harmadik arbeks: a . 9 ] 8

3 L 15 20 25 an
PiX=x1,¥=y1} (%) ammuwummW=Wm-mﬁs.w-ma

il
-

6.8. abra. A linearis és a nemlinearis el6rejelzés Gsszehasonlitasa szimulélt adatokon

6.27 Feladat (,,Buszparadoxon”) Vizsgaljuk meg, mennyit kell atlagosan varnunk a
buszmegalloban! Korabban mar vizsgaltuk azt a feladatot, hogy feltéve, hogy a buszok
érkezése kozti idok X, Xo, ... fliggetlen, azonos eloszlasu A-exponencialis valtozok, akkor
a t id6pontig varhatéan hany busz érkezik be. Most azt vizsgaljuk, hogy a ¢ id6pontban
beérkezve a megalloba varhatéan mennyi ideig kell varnunk a kévetkezd buszra.

Megoldas. A http://wuw.math.elte.hu/"arato/peldatar/busz2.gif animécioban
lathatjuk a buszok érkezési idejét és varakozasi idénket abban a specialis esetben, amikor
az elsé busz 6-kor indul, a buszok atlagosan 6ranként kovetik egymast és 12-t61 kezdiink
varni a buszra. Egy screenshot az animaciobol a 6.10 abra.

Jelolje w; a varakozasi id6t, ha t-kor érkeziink. Ekkor az Fw,; varhato értékre vagyunk
kivancsiak.

Legyen Sy = 0és S, = X; 4+ ...+ X, Ekkor w, = Sy —t, ha Sp_1 <t < 5.

Tudjuk, hogy P(w; < ) = >  Plwy < @, Sp-1 <t < S;) = Plwp <z, 0 <t <
k=1

Sl> + Z P(Sk,1 + X, —t< x, Sp1 <t<S8.1 —|—Xk).
k=2
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Paraméterszamitas és elorejelzés

[1] "Kovariancia= 0"

X elsd értéke: :
[1] "Korrelacid= 0"

1 [1] "A linedris elérejelzés:0*X+1"

X masodik értéke: [1] "Elérejelzés a varhatd érték alapjan ¥ elsd értéke esetén: 1.429"

2 [1] "Elérejelzés a varhatd érték alapjan ¥ mésodik értéke esetén: 1.66T"
[1] "Elérejelzés a varhatd érték alapjan X harmadik értéke esetén: 1.429"

Y elst érteke: [1] "& linedris eldrejelzés négyzetes hibdja: 0.25"

1 [1] "a varhatd értékes elérejelzés négyzetes hibaja: 0.0127

Y masodik érteke:

2

Y harmadik értéke:
3
P(X=x1,y=y1) (%):
1 1] 50
v
P(X=x1,y=y2) (%):
1 10 a0

v

P(X=x1,y=y3) (%):

6.9. abra. A linearis és a nemlinearis el6rejelzés Gsszehasonlitasa

Ekkor Plwy <z, 0 <t < S5))=PX;1—t<z, t<X)=Pt<Xy<zxz+t)=

e M — e~ MaH) A feltételes varhato értek tulajdonsagai kozott szerepelt a teljes varhato

érték tétel, mely szerint P(Sp_1 + Xy —t <z, Spo1 <t < Sp1 + Xi) = [ gra(y) -

P(Sp 1+ Xp—t<wmz Sk <t<Sp1+Xy|Sk1=y)dy, ahol a k— 1 darab fiiggetlen
Ne—1.yk—2.c—Ay

(Z—2)! , ha

0 < y, kiilénben pedig 0 (korabban mar meghataroztuk, hogy az ésszeg ilyenkor I'y_q \

A-exponencialis valtozo konvolucidjanak strdségfiggvénye gr—1(y) =

t — — —
eloszlast). Igy a keresett integral = [ %-P(Xk <xz4t—y, Xp>t—y) dy=
0 N >y

e*)‘(t*y) 767)\(z+t7y)

(ef)\t _ ef)\(:r+t)) . (/\’“1 St

k=2 " k-1
3 : MA@ L (=M —A(aD) — (At A Aatt)
Ebbél pedig P(w; < z) = e M—e +(e M—e )E m:(e —e )
k=2
—_———
er—1

eM =1 — e . Megkaptuk tehét, hogy a varakozasi id6 szintén A-exponencialis eloszlé-
sd, igy a varakozasi id6 megegyezik a buszok kdvetési idejének varhatod értékével. Meg
kell jegyezni, hogy ennél rosszabb eset is el6fordulhat, hiszen ha a kovetési id6 varhato
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B &5 12 ora kozott beérkezd buszok és a 12 utani elsé busz varakozasi iddk

kizérlet sorszama; 49 ¥ kizérletek szama; 49
~ 4
= o
b + -
o | o
2 .
=
z *
[
2 =
W Ok - _
3 —
=
#* *
= -
* * oo
*
- -
* 7
*
e F Warakozdsi idf 2 12 dra utani elsd buszra: 0332205647 726808 H HHH o H H H - Hﬂn o I‘I|_| L H
=
T TTT

T T T T T T =

II\\\III\\II\II\\\III\II\\III\\IIIIT'_\‘\\II
2 4 B 8 10 12 13 85 7 8 12 15 18 21 24 27 30 33 36 29 42 45 4B

busz sorszama

6.10. 4bra. A buszok érkezési idGpontjai és a varakozasi id6k

értéke véges, de szorasa végtelen, akkor varhatéan végtelen sok ideig kell varakoznunk a
kovetkezs buszra. Az exponencialis eloszlas esetén kapott eredmény (azaz, ha ,belépiink”
egy exponencialis eloszlasu szakaszban, akkor a hatralévs id6 is exponencialis eloszlasi)
Osszhangban van az eloszlas orokifju tulajdonsagaval.

6.28 Feladat XY egyiittes stirtiségfiiggvénye

6ry(2—z—y) hal0<z<l 0<y<l,
fla,y) = -
0 kiilonben.

Hatarozzuk meg E(X | Y)-t!
Megoldas.

Frly) = /Z f(z,y)de = /01 6ry(2 — 2z — y)dz = 6y ((2 - y) V;I - [%3] ;)

1
:6y(1—%—§>:y(4—3y), 0<y<l,

és 0 mashol.
Ebbdl a feltételes strtiségfiiggvény:

02020 ha0<a<1,0<y<]l,
Ixiy(zly) = v e
0 kilonben.
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Igy a feltételes varhato érték:

6x(2 —x —y)

0o 1
E (XY =y) _/_Ooxfxy(m\y)dl'_/o dow

S <<z—y> {%}— H) -2 (e-vz-1

4-2y—35 -4y
C (4-3y)  8-6y’
5—4Y
8 —6Y

E(X|Y =y) = [ afxy (]y)de = [j 222G dw =
2" 2] 4-2y—35 _ 5-4
Lgy ((2 - y) [?} - [T] 0) = ﬁ ((2 — y)% — %) = (47932’,) — ﬁ’

0
E(XTY) = =

E(X|Y) =

8

6.29 Feladat X,Y egyiittes stirtiségfiiggvénye

Fay) = 1(1+2¥) haa?+y? <1,
’ 0 kiilonben.

Hatérozzuk meg E (X|Y)-t!

Megoldas Y strtiségfiiggvénye:
f\/ly L4y de =1 (148212 =YL 24y), |yl <1

Ebbol a felteteles strtiségfiiggvény:

fxp (zly) = § Crovi-y? 7
0 kiilonben.
Igy a feltételes varhato érték:
E(X|Y = Vicy e(iety Vizy? 2 g — vt
( | y f \/1 Y2 (2+y)\/1 —y2 f \/1 y2 2(2+y)\/1 —y? 3(2+y)
2
E(XY) = 557y
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6.6. Gyakorlé6 feladatok

1.

Legyen X ésY fiiggetlen exponencialis A ill. p paraméterekkel. Szamitsuk ki X +Y
stirtiségfv.-ét!

Egy szabalyos kocka oldalaira a -1,-1,0,0,1,1 szdmokat irjuk fel. Haromszor dobunk
a kockaval. Szamitsuk ki a dobott szamok Osszegének eloszlasat!

Kockaval n-szer dobunk. Jelolje X a dobott hatosok, Y pedig a dobott paratlan
szamok szamat. E(XY) =7

Egy dobozban 5 piros és 5 kék goly6 van. 100-szor htizunk visszatevéssel. Jelolje X
az els6 50, Y az els6 75, Z pedig az utolsé 30 hitizasbol a pirosak szamat. Hatarozzuk
meg, az X + Z és Y korrelacios egyiitthatojat, azaz a

E(X+Z-E(X+2))(Y-E()))

D(X + Z)D(Y)
hanyadost!
. Legyenek X,..., X, fiiggetlen 1-paramétert exponenciélis eloszlast valoszintiségi

valtozok. Szamitsuk ki,

Z?:l Xi

egyiittes strtiségfiiggvényét. Igaz-e, hogy Y1, Y, ..., Y, 1 és Y fiiggetlenek.

Y k=12...n-1lé Y=> X,
i=1
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7. fejezet

A kisérletek szamanak novelése:
aszimptotikus tulajdonsagok

A koznapi beszédben az egyik leggyakrabban emlegetett matematikai tétel "A nagy sza-
mok torvénye". Sajnalatos médon altalaban hibésan interpretéaljak, de az azért kideriil,
hogy sok kisérlet esetén az atlag valamihez konvergél. ElGszor az tgynevezett gyenge
torvényt mondjuk ki.

7.1. Gyenge torvények

7.1 Tétel (A nagy szamok gyenge torvénye) Legyenek &1, &s, ... pdronként korre-
ldlatlan, azonos vdrhato értéki és szordasnégyzeti valdszintiségi viltozok, D*¢; = 0% < oo
és B¢ = m. FEkkor minden 0 < e-ra

ﬁ:ﬁi
Pl|=—-m|>¢e| =0, han — oco.

A kovetkezd példa mutatja, hogy nem kell feltételniil megkovetelniink a varhato értékek
és szorasnégyzetek egyezGségét.

7.1 Feladat Legyenek &1, &, ... paronként korrelalatlan valoszintségi valtozok, melyek-

2o my
re D*¢; < ¢ < o0, E§ = m;, =— — m, ha n — co. Ekkor minden 0 < e-ra
ﬁ: &
Pl|=——-m|>¢] —0,han— oo.
i & ‘n m;
Megoldas. Tudjuk, hogy E | = = =—. Ekkor a Csebisev-egyenlStlenséget fel-

hasznalva kapjuk elég nagy n-re, hogy
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n n p2| =L
P 1:711 %—m >¢e/2 | +P %—m >¢e/2 ST_
%'DQ(i fz‘) 5 E D?¢;
> = —= < % -5 — 0, han — oo. Itt felhasznaltuk azt, hogy elég nagy

.2 ™mi
n-re P | | £

—m| >¢/2 | 0-val egyenld.

7.2. Valo6szintiségi valtozék konvergenciai

A nagy szamok torvényében szereplé konvergencia csak az egyik a valoszintségi valtozok
konvergenciai koziil. Az alabbiakban bevezetjiik a legfontosabb konvergenciafajtakat.

7.1 Definicié ¢, — ¢ eloszlasban, ha Fy (v) —
sagi pontjaban.

&, — € sztochasztikusan, ha P|€, — €| > ¢ =3 0 minden 0 < e-ra.

& — € majdnem mindeniitt, ha P (w: &, (w) — {(w)) = 1. |1 valoszintségd
konvergencial.

£, — € LP-ben, ha E|€, — &P =3 0.

Az 1 valoszintségi, illetve LP konvergenciabol kovetkezik a sztochasztikus konvergencia,
mig ez utdbbibol az eloszlasbeli konvergencia. Az 1 valoszintiségi és LP konvergencia
esetében nem beszélhetiink arrél, hogy valamelyik konvergencia erésebb a masiknal.

n—>oo

F¢(z) az utobbi minden folytonos-

7.2 Feladat Adjunk meg olyan valdszintiségi valtozo sorozatot, amely majdnem minde-
niitt konvergal, de LP-ben nem.

no 0,1
Megoldas. Legyen €2 := [0, 1] geometriai valoszintiségi mezs és &, (w) = {e wgf[(g ’1’]1}
Lw ' n
Ekkor &, — 0 majdnem mindeniitt, viszont E|&,[P = te™ + (1 —1).0= <= - 0.

Ahhoz, hogy példat adjunk arra, hogy az L konvergenciébél sem kovetkezik az egy
valoszintiségl sziikségiink lesz a kdvetkezs lemmakra.

7.2 Definicié Legyen az A, eseménysorozatra

liminf A; := G ﬁE,

n=11l=n

illetve

limsup A, := ﬁ [j Ay

n=1k=n
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Ekkor w € liminf A; pontosan akkor teljesiil, ha w az A,-ck koziil csak véges soknak
eleme, illetve w € lim sup A, pontosan akkor teljesiil, ha w végtelen sok A,-nek eleme.

7.2 Tétel (Borel-Cantelli-lemmak)

1) Ha i P(A,) < oo, akkor az A,-ek kozil 1 valdszinidiséggel csak véges sok kiovet-
kezik be. il

2) Ha nz_:l P(A,) = o és az A, -¢k figgetlenek, akkor az A, -ek kézil 1 valdsziniséggel

végtelen sok bekovetkezik.

7.3 Feladat Adjunk meg olyan valoszintiségi valtozo sorozatot, amely LP-ben konvergal,
de majdnem mindeniitt nem!

Megoldas. Legyenek &,-ek fiiggetlenek, P(§, = 1) = d,,, P(§, = 0) = 1 — d,,. Ekkor
E|&|P = d,. A &, sorozat pontosan akkor tart LP-ben 0-hoz, ha d,, — 0. Tovabba &,
pontosan akkor tart 0-hoz majdnem mindeniitt, ha 1 valészintiséggel véges sok &, nem 0,
ami pedig a Borel-Cantelli-lemma szerint ekvivalens azzal, hogy > d,, véges. Igy példaul
ad, = % valasztas esetén &, - 0 majdnem mindeniitt, viszont LP-ben igen.

7.3. Eré6s torvény

Fiiggetlen, azonos eloszlasu valoszintiségi valtozokra teljesiil a nagy szamok erds torvénye.

7.3 Tétel (Nagy szamok Kolmogorov-féle erds torvénye) Legyenek &q,&s, . .. fiig-

> &k
getlen, azonos eloszldsu véges vdarhato értéki valdsziniségi valtozok. Ekkor *=— — E&

n
majdnem mindeniitt és L'-ben.

Ahttp://www.math.elte.hu/"arato/peldatar/nszt.gif animaciéban lathatjuk, hogy
0,25-paramétert indikator illetve N(0,25,1) valtozok atlaga hogyan tart a 0,25-6s varhato
értékhez. Egy screenshot a 7.1 abra.

Ahttp://www.math.elte.hu/"arato/peldatar/pareto.gif animaciéban mar egé-
szen mas képet lathatunk, hiszen ott Pareto(5,1) valtozokat szimulalunk és azok atlagat
nézzik és ezekrdl tudjuk, hogy varhato értékiik végtelen.

7.4 Feladat (Borel) Legyen 2 = [0,1] és azon a geometriai valészintiségi mezd. Az
elemi eseményeket irjuk fel 2-es diadikus tort w = 0, wyws . .. alakban. Milyen aranyban
fordulnak el§ a 0-ak és 1-esek a szamokban?
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0,25-indikatorok szimulalasa és atlagaik N(0,25.1)szimulalasa és atlagaik
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7.1. 4bra. A nagy szamok torvényének illusztralasa indikatorokra és normaélis eloszlastu
valtozokra

Megoldas. Tekintsiik a &, (w) = w,, valoszintségi valtozokat, azaz az n-edik szamjegyet.
Ekkor
{w:&Gw)=a4,...,¢ —J:n} {w: 8 +%

5 PR Sw <G R
Mivel P(& = xq, .. fn =x,) = 27” ezért P(&;

i) = ahol xr; = 0 Vagy 1és fuggetle—
fk

HM: 8 +

nek. Ekkor a nagy szdmok erds torvénye szerint % — E& =5 maJdnem mindeniitt.
Ezek szerint a [0,1] intervallum majdnem minden szdménak dladlkus tort felirdsaban
atlagosan ugyanannyi 0 van mint 1.

7.5 Feladat (Monte Carlo modszer) Legyen f : [0,1] — [0,1] folytonos. Kérdés:
hogyan becstilheté fo ) dx véletlen szamgeneralas segitségével?

Megoldas. Legyenek &1, m1, &2, 12, . . . fliggetlen E(0, 1)-eloszlastak és

)L ha f(&) > m

’ 0, kulonben
Belathato, hogy Eo; = P (f(&) > n;) fo z)dz, igy a tétel szerint =— — [ f(z) dx
majdnem mindentitt.

7.6 Feladat Mihez tart n szabalyos kockadobéas mértani kozepe?
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7.2. abra. A HUNCUT részvény eloszlasa

Megoldas. Jeloljiik X,,-el az n-edik dobas eredményét. Ekkor a mértani kozép felirhato
a kovetkezd alakban.

(Xp-- X))V = exp M A nagy szamok erés torvénye szerint &t tnX,
E(In X;) 1 valészintiséggel. Mivel F(In X;) = nltln2tnstndtnstné _ 1, (6!1/65, ezért a

6
mértani kozép 1 valoszintiséggel (6!)/%-hoz tart.

7.7 Feladat (Gyorfi Laszlo példajanak alapjan) A HUNCUT részvény éves arfo-
lyamvaltozasai fliggetlen, azonos eloszlasiak. A részvény arfolyama egy év alatt % valo-
szintiséggel 90%-al né és ugyanilyen valosziniiséggel 50%-al csokken. 1 részvény most 1
Ft-ot ér, n év milva az értékét jeloljik X,,-el. Mihez tart X,, varhato értéke és tart-e 1
valdszintiséggel valahova X,,7

Megoldas. A feladat feltételei szerint a részvény varhaté éves hozama 20%. Jelol-
jik Y,-el, hogy hanyszorosira valtozik a részvény arfolyama az n-edik évben. FEkkor
X, =Y...Y, és FEX, = EY,...EY, = 1,2" azaz a varhato érték +oo-hez tart.
A http://www.math.elte.hu/"arato/peldatar/reszveny.gif cimen azonban latha-
tunk egy tipikus HUNCUT részvényarvaltozast, amely azt mutatja, hogy egy id6 utan a
részvény nagyon keveset ér. Hogy ez nem véletlen mutatja a 7.2 abra is, ahol a részvény
arfolyaménak eloszlasat lathatjuk 10 év utan. Eszerint a részvény nagyon kis valoszini-
séggel nagyon sokat fog érni és nagy valoszintiséggel keveset. Hasonldan az el6z6 példahoz
X,-et felirhatjuk logaritmusok segitségével, X,, = exp{InY; 4+ --- + InY, }. Ekkor a nagy
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7.3. abra. Td&kénk eloszlasa, ha mindig csak a felét fektetjiik be a HUNCUT részvénybe

szamok erds torvénye szerint M — E(lnYy;) =1 51n(0,95) < 0 1 valoszintséggel.
Ebbdl kovetkezik, hogy X,, = (exp {M}) tart 0-hoz 1 val6szintiséggel.

7.8 Feladat (El6z6 példa folytatasa) Az el6z6 példabol okulva tékénket masképp
fektetjiik be. Minden év végén t6ként felet a HUNCUT részvénybe fektetjiik, a ma-
sik felét azonban parnank alatt készpénzben tartjuk. Tékénk n év mulvabeli értékét
most jeloljiik Z,-el. Mihez tart Z, varhato értéke és tart-e 1 valoszintiséggel valahova
Z,?

Megoldas. A feladat feltételei szerint t6kénk varhaté éves hozama

1(5-190% + 5 - 100%) + & - (3 -50% + 1 - 100%) — 100% = 10%.

Jeloljiik U,-el, hogy hanyszorosara valtozik a részvény arfolyama az n-edik évben. Ekkor
Zp, =Uy...U, és EZ, = FEU,...EU, = 1,1", azaz a varhatd érték most is +oo-
hez tart, bar joval kisebb {itemben. A http://www.math.elte.hu/"arato/peldatar/
toke.gif cimen lathatd animaciobol sejthetjiik, hogy 1j stratégiankkal nagyobb valo-
szintliséggel lesz tobb pénziink. Ezt tamasztja ala a 7.3 abra is, ahol a 10 év utéani
t6kénk eloszlasat lathatjuk. Most is logaritmusok segitségével irjuk fel Z,-et Z,
exp {{nU; + --- + InU,}. Ekkor a nagy szamok erds torvénye szerint M —
E(lnUy) = ;ln(1,45 0,75) > 0 1 valoszintiséggel. Ebbdl kovetkezik, hogy Z, =

(an1+-T-L-+ann )n

exp 1 valoszintiiséggel szintén +oo-hez tart.
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7.4. Centralis hatareloszlastétel

Korabban mar emlitettiik, hogy a normalis eloszlas a legfontosabb valdszintiségeloszlas.
Ennek oka, hogy igen altaldnos feltételek mellett fiiggetlen valoszintiségi valtozok Gsszegét
normalva kozel standard normalis eloszlast kapunk.

7.4 Tétel (Centralis hatareloszlastétel fiiggetlen, azonos eloszlasi valtozokra)
Legyenek
&1, &, ... fiiggetlen, azonos eloszldsiak, m := E&; és 0 < 02 = D?¢; < oco. Ekkor minden
x € R-re

>.6i—n-m y 1 )
Pl=E— — <4 —><I>:v:/ ceT T dt
S @ =] 7=

Lathato, hogy az eléz6 tételben a konvergencia eloszlésbeli.

7.9 Feladat Egy part szavazotaborat akarjuk megbecsiilni, ehhez az egyszeriiség ked-
véért N embert valasztunk visszatevéssel, koziiliik M szamu szavazna a partra és legyen
p= % Ekkor vajon hany embert kell megkérdezniink, hogy legaldbb 0,95 valoszintiség-
gel legfeljebb 0,01 legyen a tévedés?

Megoldas. A

Pl |5 —p <0,01] >0,95.

Egyenl6tlenséget szeretnénk biztositani. A centralis hatareloszlastétel szerint

—\/7-0,01 _ 2wy _ /0,01

Vel —p) — ny/p(1—p) — \/p(1—Dp)

~ O <—‘/ﬁ'0’01> ) <—_\/ﬁ'0’01> =12.¢ (_\/ﬁ-o,o1> —~1>0,95,

p(1—p) p(1—p) p(1—p)

~Y

p(1-p) p(l-p) —
1,96 - ﬁ - /p(1 —p), ami teljesiil ?, ha n > 10000, tehat ha normalis kozelitéssel
dolgozunk, kb. 10 000 embert kell megkérdezni, ami joval kevesebb, mint amit kordbban

a Csebisev-egyenlGtlenség alkalmazasaval kaptunk.

azaz @ <M) > 0,975 = ®(1,96), tehat legyen Y22l > 1 96. Ezzel \/n >

thiszen ®(—x) =1 — ®(x)
Zmivel a y/p(1 — p) nem lehet nagyobb 0, 5-nél, igy a jobb oldal feliilr6] becsiilhets 98-cal
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szintiségszamitési 1smeretek segitségével. Ezt mutatja a kovetkezd példa is.
7.10 Feladat Mihez tart e~ Z ”k— 2%

Megoldas. Ha végtelenig Osszegeznénk, nyilvan 1 lenne az 6sszeg, de most n — 1-ig
megyiink! Legyenek 7; ~ 1-Poisson fliggetlenek. Mivel ez esetben teljesiilnek a centralis
hatareloszlastétel feltételei, ezért felirhato:

Z n;—n-1

Pl = <z | = @(2).

Tudjuk, hogy fliggetlen Poisson eloszlasu valtozok Gsszege Poisson eloszlasu, ezért > n;
i=1

n n—1
eloszlasa n-Poisson. Ebbdl kovetkezik, hogy P <Z n < n> =e ™) ’]i—]f ., A centréalis
i=1 k=0

hatéreloszlastételt alkalmazva = 0-ra P = <0] = ®(0) = 1. Tehat a keresett

hatarérték pont %
Nemcsak azonos eloszlastu valtozokra igaz a normalis hatareloszlas.

7.5 Tétel (A centralis hatareloszlastétel altalanos alakja) Legyenek &, s, 83,8y, .- -
fiiggetlen valdsziniségi vdltozok, varhato értékeiket jelolje my,mao, ..., azaz my = FE&.
Szordasnégyzeteik legyenek‘ pozitivak és végesek, tehdt 0 < o2 = D?&, < 0o, legyen tovdbbd

Sp=8&+...+&, D2 = Z o2 és Fi(z) = P(& < x). Valamint teljesiiljon minden 0 < &-

mi >t =% 0 valamely 0 < §-ra.

ra az ugynevezett Ljapunov-feltétel: —— E E|&: —

Ekkor S"BfS” eloszlasban tart a Standard normalzs eloszlashoz.

Természetesen felmeriil az a kérdés, hogy rogzitett n-re mennyire pontos a normalis ko-
zelités. A 7.4 abran 40 fliggetlen azonos eloszlasu 1-exponencidlis illetve 0,1-indikator
Osszege standartizaltjanak eloszlasfiiggvényét hasonlitjuk ossze a standard normalis elosz-
las eloszlasfiiggvényével. Lathato, hogy mennyire kozel vagyunk exponencialis esetben és
relative milyen nagy a tavolsag az indikatorok esetében. A http://www.math.elte.hu/
“arato/peldatar/normkoz.gif animéacidéban lathatjuk, hogy kulonboz6 elemszamoknal
milyen mértékd a kozelités hibaja.

A kovetkezd tételek felsG becslést adnak a normalis kozelités hibéira..

124



Filggetlenek dsszege standartizéltjanak eloszlasfiiggvénye

o | .
- — MNormalis

______ 1-exponencialis

== 0.1-indikétor

o
©
o
©
= |
[an]
[}
o
_ _
o | n=40

7.4. 4bra. Normaélis kozelités

7.6 Tétel (Berry-Esséen) Legyenck &1,&s, ... fuggetlen, azonos eloszldsi valdszinidségi

> &k—nem
vdltozok, tovdbbd E|&|® < oo és T, = Pt Ekkor sup | Fr, (z) — ®(x)| < 0,4785 -
Elg —m|? '
o3y/n

7.7 Tétel (Esséen) Legyenek X1, Xo, ... figgetlen valdszindségi vdltozdk, tovdbbd E|&|® <
0. Az m; = EXj0? = D*X;,B, = Y. 0% és L, = B,"* Y B(IX; — my[*) je-
j=1 Jj=1

VIR

5 (X;—my)
Jj=1

lolésekkel kapjuk, hogy az F,(x) = P —p— <% eloszldsfigguényre igaz, hogy

sup | F,(xz) — ®(z)| < 0,56 - L,,.

A tételekben szerepls konstansok Tyurin és Sevcova eredményei.

7.11 Feladat Hatarozzuk meg a 7.4.1 példa megoldésaban szereplé normaélis kozelités
hibajat, ha a kozvéleménykutatasban 10000 embert kérdeztek meg!

Megoldas. A
X, —
~Vn-0,01 _ 2 Xi—np _ /0,01

V(L —=p) — Vny/p(l—p) — \/p(1—Dp)
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Az 1%-nal nagyobb eltérés valoszinlisége

— —— normélis kozelités
—— pontos valoszinliség

Yaldszinliség

T T
a 2000 4000 8000 8000 10000

7.5. dbra. Pontos valosziniiség és a normalis kozelités eredménye p = 0.5 esetén

.0.01 —/n-0.01
V00 00
p(1=p) p(1—p)
eltérés abszolit értékét kell megbecsiilni, ha X;-k fiiggetlen p-indikatorok. A Berry-
Esséen tétel jeloléseit alkalmazva o = p(1 —p), E| X1 — EXi|> = (1—p)p* +p(1—p)® =

p(1 —p)(p* + (1 — p)?) és n = 10000. Ekkor a tétel alapjan az eltérésre a fels6 becslés.

. CEXi-md CpA=p)(P°+(1-p)?) _ (P’ +(1-p)?)
2-0,4785 o3 = 0,00957 ()2 0,00957 m .

Lathato, hogy ez a becslés kis és nagy p-kre nem ad hasznos eredményt, de példaul
p = 0,4-re a felsé becslés 1,02%. Az 7.5 abran mutatjuk be, hogy val6jaban a normalis
kozelités hibaja ebben az esetben nem is olyan nagy 10000 megkérdezett esetén.

7.12 Feladat A CTF csapat kemény magja 500 ETU szurkol6t bantalmazott. A korabbi
évek tapasztalata alapjan a CTF csapat vezet&sége tudja, hogy a vendégesapat szurkoloi
a (0,5) intervallumon egyenletes eloszlast (milli6 forintban) kartéritési igényeket fognak
nekik benytujtani egymastol fiiggetleniil. Becsiiljiilk meg annak a valoszintiségét, hogy a
CTF csapat legalabb 500 milli6 forintot fog kifizetni, ha a NYUGI Biztosit6 a karok 2
millié Ft alatti részét fizeti ki, a GIC Biztosito pedig a karok 4 milli6 forint feletti részét!

;;;;;;

nél a csapat kifizetése Y; = h(X;), ahol

0:x2<2
hx)=qx—2 : 2<z2<4
2 i d4<z
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A momentumokat ennek segitségével tudjuk meghatarozni.
Ey-—f‘” h(x fX( dx_fj x—2)tdr + [] 2Ldr = 0,8

= [Z B2(x)fx,(x)de = [)(x —2)?kde + []22Lde = 4 = 1,3333,D%; = 4 =
O 9778
Em—EmS = [ |h(z) = EY;P fx,(x)dx = [7 0,83 da+ [} |x—2,8|3§da;+ff 1,23 de =
0,67456
Tehat a csapat varhatéan 400 milli¢ forintot fog kifizetni. Csebisev-egyenl&tlenséggel a

500 500 Dz(%) Vi) g
(Z Y; > 500) < P(] z Y; —400] > 100) < —555— = qo05 = 0, 04388889

becsles jon ki. A normaolgs kozelités a

P(%Y- > 500) = P a2 > 500400 | 1 (4,52267) = 1-0,999997 = 0,000003
=T V5004 = /5004 ’ ’ ’

minimalis értéket adja. Azonban a kozelités hibajat csak ennél nagyobb értékkel tudjuk

becsiilni, hiszen a Berry-Esséen tétel szerint
500

EYi—-EVi|®
|P(;§g > 500) — (1 — B(4,52267))| < 0,4785 - SH=E0L = 0,03120454.

Igy a valoszintségrsl csak azt allithatjuk bizonyossaggal, hogy kisebb 0,03120754-nél.

7.13 Feladat Az Uveghegyen tuli Kiralysag donté iitkozetre késziil a sarkanyok altal tii-
zelt SMF-el. A kiraly a fegyverek koltségét békekolesonnel kivanja fedezni. Az 100 nemes
mindegyike 100 fityingért jegyez békekolesont, a polgarok mindegyike (400-an vannak)
1000 fityinget fizet, az 500 paraszt 200 fityinget kell fizessen. A kiraly népszertiségének
fenntartasaért minden békekoleson sorsolason vesz részt. A nemesek 5%-os eséllyel 10000
fityinget és 10%-os eséllyel 2000 fityinget. A parasztok és polgarok 5%-os eséllyel 4000
illetve 5000 fityinget nyerhetnek. A kiralyi kincstarban a békekolcson jegyzése elgtt 1000
fitying volt. Becsiiljiik meg annak valdszintiségét, hogy nem lesz elég pénz a nyeremények
kifizetésére, ha a nyereményeket fliggetleniil sorsoljak ki!

Megoldas. Szamoljunk 500 fityinges egységekben és vezessiik be a kovetkezo jeloléseket!
By =0.2, By =2, B3 = 0.4 a békekdlcsonok nagysaga, B, = 2 a kiralyi kincstarban 1évé
pénz. n; = 100,ny = 400,n3 = 500 a nemesek, polgarok illetve parasztok szama. A
sorsolas megkezdése el6tt a kincstarban B = ny By + neBs + ngBs + By = 1022 egység-
nyi pénz van. Jeloljik X;,Y}, Z,-val a nemesek, polgarok illetve parasztok nyereményét.
Ezek eloszlasa a kovetkez6.

P(X; =20) =p; =5%,P(X; =4) =p, = 10%,P(X; =0) =1—p; —py = 8%,i =
L...,n,

P(Y—8)—q—5%, P(Y;=0)=1-¢=9%,j=1,...,n,

P(Z, =10) = r = 5%, (Zk =0)=1—-7r=95%,k=1,...,n3. Ebbdl kénnyen megha-
tarozhatok a megfelel6 momentumok.
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mp = EX; =20-p1+4-py=20-5%+4-10% = 1,4, E(X?) = 400 - p; + 16 - py =
21,6,07 = D*X; = 400 - p; + 16 - pg (20 - p1 +4-p2)? =19,64,u; = E|X; — EX,|? =
(20 —my)? - pr+ (4 —my)®  po+md- (1 —p — p2) :325,8328
me=FEY; =8-¢q=28-5%=0,4, E(YQ)—64 q—3 2,00 =D?Y; =64-q— (8¢ =
3,04,u2 E|Y; — EY|3 (8 —my)? - q+m3- (1 —q)=22,0096
=FZ,=81r=10-5%=0,5,FE(Z%) =100-r = 5,035 = D*Z;, = 100 -7 — (100 -7r)* =
4 75 us = E|Zy — EZ|* = (10 —m3)® - r +m3 - (1 — r) = 42,9875
A nyeremények varhato értéke tehat nym, + noms + ngms = 550. A becsiilendd valoszi-
niiség
n no n3 100 400 500
i=1 j=1 k=1 i=1 j=1 k=1
Csebisev-egyenlGtlenséggel a

100 400 500
P (ZXi+ZB/j+ZZk > 1022) <P<
i=1 j=1 k=1

100 400 500

S Xi+> Y+ ) Z— 550
i=1 j=1 k=1

> 472)

100 400 500
DX+ DY+ > 2
i=1 j=1 k=1 ~ 100 - 19,64 + 400 - 3,04 + 500 - 4,5

< = = 0,02493447
N 4722 4792 ;
becslés jon ki. A normélis kozelités a
100 400 500
100 400 500 > Xt Y+ 2 Z1,—550
X+ Y Y+ Z Zpy>1022 | = P | ——L—= > 1022550
i=1 ]_1 k= 4000 500 400
J <ZX+ZY+ZZk> \j <ZX+ZY+ZZk>

— ®(6,332861) = 1,203281 - 10~'° minimélis értéket adja. Azonban a kozelités hibajat
itt is csak ennél nagyobb értékkel tudjuk becsiilni, hiszen az Esséen tétel szerint

100 400 500
P Xi+ Y+ Y Ze > 1022 | — (1 — ®(6,332861))]
=1 j=1 k=1

> E|X;—EX; |3+Z E|Y;—EY; |3+ Z E|Zy— EZk|3>

100 400 500 3/2
(o (Ev i)
Ez a hiba lényegesen meghaladja a Csebisev egyenlGtlenségbdl adodo becslést, igy ebben
az esetben ezzel célszerd becsiilni.
Ahttp://hpz400.cs.elte.hu:3838/ZA_kolcson/ oldalon kiszamolhatok a cs6d va-
loszintiségeinek becslései és a normélis kozelités hibdja tgy is, hogy més paramétereket
adunk meg a feladatnak. Egy screenshot a 7.6 abra.

< 0,56 - ( = 0,0850512.
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Békekdlcsdn Uveghegyen

a [1]1 "ecsé&d waldsziniségének becslése Csebisev-egyenlétlenséggel:0.02493"
nemesek szama:

100

[1] "cs6d wvaldsziniiségének becslése normalis kodzelitéssel:0"
[1]1 "csdd waldszinlségsének Esséen szerinti kozelitése:0.0850557
peolgarok szama:

400

parasztok szama:
500

nemesek bekekdlcsdne:
100

polgarok békekslecséne:
1000

parasztok békekdlcséne:
200

nemesek gyakoribb nyereménye:
2000

7.6. abra. A cs6d valoszintiségének becslése a békekolesonnél, 7.13 feladat

7.5. Gyakorl6 feladatok

1. Legyenek Xy, X,,... fliggetlen azonos eloszlasu valoszintiségi valtozok véges var-
hato értékkel és szorassal. Mit mondhatunk az

X1+ Xo+-+ X,

X2+ X3+ + X2

Y, =

c s

2. Kockét guritunk addig, amig hatost nem kapunk. Ezt a kisérletet 10000-szer meg-
ismételjiik. Megkozelitleg mennyi annak a valoszintisége, hogy a 10000 kisérlet
soran Osszesen kevesebb mint 59800 dobast végeztiink?

3. Legyen &, olyan valoszintségi valtozokbol allo sorozat ami sztochasztikusan tart a
¢ konstanshoz, tovabba f : R — R a ¢ pontban folytonos fiiggvény. Mutassuk meg,
hogy az f(&,) valoszintiségi valtozo sorozat sztochasztikusan tart f(c)-hez. Mi a
helyzet, ha &, 1 valoszintiséggel (azaz majdnem biztosan) tart c-hez?

4. Legyen m, valoszintiségi valtozd sorozat, tgy hogy létezik K konstans amelyre
P(ln,| < K) = 1 és n, — n sztochasztikusan. Mutassuk meg, hogy ekkor
E(nn) = E(n).

5. Legyen f [0,1] — R folytonos fiiggvény. Mutassuk meg, hogy a

o =Y (Z)f (%) (1 — gyt

k=0

polinom sorozat minden z € [0, 1] pontban az f(x) szamhoz tart.
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6. A véletlenszam-tablazatbol elhagyjuk azokat a szamokat, amelyek harommal oszt-
hatok, mindaddig, amig 1025 ilyen szadmot nem talalunk. Mennyi annak a valo-
szintisége kozelit6leg, hogy ehhez legalabb 2500 szamot tartalmazo6 tablazatra van
sziikségiink?
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8. fejezet

Nem fuggetlen kisérletek: Markov
lancok elemei

8.1. Markov lancok, alapfogalmak

Szemléletesen a Markov lanc egy idében fejl6dé véletlen folyamat, ahol a milt csak a
jelen allapoton keresztiil befolyéasolja a jovGbeni fejlédést. Kicsit formalisabban jelolje
X, a folyamat allapotat az n pillanatban. A lehetséges allapotok halmazat I-vel jeldljiik,
ez a feladatokban jellemzben egy véges graf csicsainak a halmaza lesz. Ekkor X, olyan
valdszintiségi valtozo mely az [ halmazbol veszi fel az értékeit. Az, hogy a mult csak az
aktuélis allapoton keresztiil befolyasolja a folyamat fejlédését, pl. ugy irhato le, hogy
X,y értékét az X, allapotbol és a miulttol fliggetlen véletlen hatas ereddjébsl kapjuk
meg. Azaz

Xn+1 = f(XnafnJrl)v (8'1)

ahol (&,),>1 az Xy kezdeti értéktdl fiiggetlen iid sorozat.

A feladatokban legtobbszor (&,),>1 egy dobasorozat lesz (kockaval, vagy pénzérmével)
mig az [ leképezés azt adja meg, hogy az adott dobott érték esetén hova lépiink a gréafon.

Musztracioképpen nézziik a tonkremenési probléméat. Ebben a feladatban egy olyan
jatékot jatszunk, ahol minden 1épésben vagy 1 Forinttal né a pénziink, vagy ugyanennyi-
vel csokken. Addig jatszunk, amig a pénziink el nem fogy vagy egy elére megadott értéket
el nem ériink. Ha az egyes lépésekben egymastol fiiggetleniil sorsoljuk ki a lehet&ségeket,
pl. egy pénzérmedobés sorozat segitségével, akkor a vagyonunk fejlédése (8.1) alakban
irhat6. Valéban, jelolje X,, a vagyonunkat az n. 1épés utan Xy = = a kezdétskénk és y a
jatek soran elérni kivant vagyon. Ekkor, ha (&,),>1 sorozat fiiggetlen +1 értéki sorozat,
akkor X, 11 = X, + lo<x,<yént1. Azaz a folyamat allapottere I = {0,1,2,...,y — 1,y}.
A 0 és y allapotok kivételével minden allapotbol az eggyel nagyobb vagy az eggyel kisebb
allapotba léphetiink. A 8.1 abran grafikusan szemléltetjik azt az esetet, amikor xz = 1,
y = 4.
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- B =
\O)\/ \1)\/ \2)\/ \3) :
8.1. abra. A tonkremenési probléma Markov lancanak grafja

Ha a sorozat fejlédése a (8.1) alaki és a (&,),>0 sorozat fliggetlen Xo-t6l, akkor teljes
indukcioval konnyen ellenérizhets, hogy X, ... X, fiiggetlen &,11,&n10, ... -t0l és

P (Xni1 = 2p1| Xk =2, 0 < k< n)

— P (f(Xn7§n+1> - xn+17Xk = Tk, 0< k < n)
P(Xy=m,0<k <n)

=P (f(xmgl) = xn—i—l) . (82)

Itt csak annyit hasznaltunk, hogy a fiiggetlenség miatt a szamlald szorzatta bomlik.

8.1 Definicié Legyen (X,,)n>0 [ értéki valoszintségi valtozok sorozata. Azt mondjuk,
hogy (X,)n>0 Markov lanc, ha

P(X,i1=zpn1| Xk =2k, k<n) =P (X1 = 2,1 X0 = x,) (8.3)

minden n-re és x,,r,11 € [-re.

Mi csak olyan eseteket fogunk nézni, amikor (8.3) jobboldala nem fligg n-tél. Ezeket
homogén Markov lancnak szokas nevezni.

A Markov lanc allapottere I. Az atmenetvaldszintiség-matrixa pedig

Hx7y:P(X1:y|X0:£L'), l’,yEI.

Példaul a fenti tonkremenési problémaban I1;,,1 = II;;-1 = 1/2, ha 0 < i < 4 és
IIpp = 144 = 1, az Osszes tobbi atmenet nulla valoszintségt.

Azt lattuk, hogy az (8.1) alakban adott sorozatok mindig Markov lancot adnak, az
atmenetvaloszintiségek pedig (8.2) alapjan szamolhatoak. Bizonyos mértékig ennek a
megforditésa is igaz, pl. ha I megszamlalhato akkor minden [ allapottert Markov lanc
fejlédése felirhato (8.1) alakban.

8.1.1. Gyakorlé feladatok

1. Egy viztarolonak véges h a kapacitdsa. A naponta befolyd vizmennyiség J,, fiig-
getlen azonos eloszlasu valoszintiségi valtozo sorozatnak tekinthets, melynek kozos
eloszlasa g; = P(J, = j). Egységnyi mennyiségd vizet mindennap végén kienged-
nek a tarolobol feltéve, hogy az nem iires vagy nem csordult til a nap folyamén. Ha
iires természetesen nem eresztenek le vizet, tilcsordulaskor a kapacitasnak megfe-
lel6 mennyiségi viz marad a taroloban. Jeldlje X,, az n. nap végén a taroloban lévs
vizmennyiséget. Szamitsuk ki az X,, Markov-lanc atmenetvaloszintiség métrixat.
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2. Tegyiik fel, hogy egy részecske egységnyi idGtartam alatt a tobbitdl fiiggetlentil
p valoszintiséggel keriil ki egy adott térrészbdl, ha ott volt. Tovabba minden id6
egység alatt 4j részecskék is keriilnek a térrészbe, melyek szama Poisson eloszlast
A paraméterrel. Jelolje X, a térrészben 1év6 részecskék szamat az n. id6 egység
végén. Szamitsuk az X,, Markov-lanc dtmenetvalosziniiség matrixat.

3. Kovacsék naponta olvassak az tjsagot, majd a szoba sarkdban lévs djsag kupac
tetejére teszik a kiolvasott példanyt. Esténként 1/3 valosziniséggel, valamelyik
csaladtag fogja a teljes tjsag kupacot és kidobja a szemétbe. Valahanyszor o6t
ujsag gytilik fel a kupacban, Kovacs ar fogja magat és kidobja a kupacot (1 valo-
szintiséggel). Tekintsiik az esténként (tehat az esetleges selejtezés utan) a kupacban
1évé djsagok szamat.

Lehet-e Markov lanccal modellezni a folyamatot? Ha igen, azonositsuk a Markov
lanc allapotterét és irjuk fel az atmenetvaldsziniliség matrixat.

4. (Rekord id6pontok) Legyenek X, Xy, ... fliggetlen, azonos és folytonos eloszla-
s, nem negativ valoszintiségi valtozok. Definidljuk az R sorozatot a kovetkezd
rekurzioval. Ry =1 ¢és Ry =inf{n > Ry : X,, > max(Xy,...,X,-1)}.

(a) X1, Xo,..., X, nagysag szerinti sorrendjét jelolje m,. Ekkor m, n elem egy
véletlen permutacioja. Milyen eloszlasa w7

(b) Markov lanc-e R,? Ha igen, szamitsuk ki az atmenetvaloszintiségeket.
(c) Legyen T,, = R,y1 — R,. P (T3 =1|T},T3) vizsgalata alapjan valaszoljunk

arra a kérdésre, hogy Markov lanc-e T),.

5. Valasszuk a &1, &, ... értékeket egymastol fiiggetlentil és taldlomra, azaz egyenletes
eloszlas szerint az {1,2,..., N} halmazbol. Jelolje X,, a kiilénb6z6 értékek szama
&1y, & kOzott, azaz X, = [{&1,...,&}|. Markov lancot alkot-e az (X,),>1
sorozat?

6. S, egy szimmetrikusan bolyongd részecske helyzete az n. 1épés utan. Mutassuk
meg, hogy R, = |S,| Markov lanc. Mi a helyzet nem szimmetrikusan bolyongé
részecske esetén?

7. Legyen S, egy szimmetrikusan bolyong6 részecske helyzete az n. 1épés utan. Mu-
tassuk meg, hogy X,, = maxy<, S, nem Markov lanc.

8. Legyen (&)r>1 Markov-lanc I = {1,2,3} allapottérrel és I &tmenetvaloszintséggel,
P& =1i) =1/3. Legyen g, = 1 ha & =1 és np = 2 kiilonben. P(ng = 1|01, 12, m3)
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vizsgalataval dontsiik el, hogy Markov-lanc-e (nx)r>1, ha igen szamitsuk ki az at-
menetvaloszintiségeit.

2/5 2/5 1/5
m=(2/5 1/5 2/5
1/5 2/5 2/5

8.2. Tobblépéses atmenetvaloszintiségek, invarians el-
oszlas

Legyen (X,,)n>0 Markov lanc I atmenetvaloszintiség—matrixszal. A teljes valoszintiség
tétel szerint:

PX;=xz,1<n)=PX;=z,i<n—-1)P(X,=z,|X; =z, i <n—-1)
=P (Xz = T, 1< n) Hxn717xn
Ezt az Osszefliggést iterdlva az Xy = xp, k < n ,ut” valoszintiségét

Tn—1,Tn

=PXi=wz,i<n—2),, ,, L . ==
- P (XO = xO) H‘To7ml e H$n72,$n71H$n71,fEn = (84)
=P (XO = l'()) H ka—17a:k'

k=1

Ha most 0sszegziink az Osszes lehetséges ttra, ami n 1épés alatt az zy allapotbol az z,
allapotba vezet, akkor azt kapjuk, hogy

P (XO = Zo, Xn = mn) =P (XO = Z‘o) Z H Hmk—l»xk =P (XO = 513'0) (Hn>$07wn

r1,22...,on—1€1 k=1

Azaz a IT" matrix (II"),, eleme, annak a valoszintiségét adja meg, hogy a lanc az n.
lépés utan az y allapotban van, feltéve, hogy z-bdl indult, azaz Xg = x. Ezért I1"-et
n-lépéses dtmenetvalosziniség—mdatrianak nevezziik.

Egy masik olvasata a 8.4 formulanak az, hogy a folyamat eloszlasat az X eloszlasa

(kezdeti eloszlas) és II egyiittesen meghatarozza. Ha a kezdeti eloszlast sorvektorként
irjuk, po(z) = P (Xo = z), akkor

po(z) =P (X, =2) = ZP (Xo =y) P (X, = 2| Xo = x) = (poll") (). (8.5)

Azaz, X, eloszlasat a py kezdeti eloszlas és a Il atmenetvaloszintiség—matrix n. hatva-
nyanak szorzata adja. Ha poll = pg, akkor X, eloszlasa minden n-re ugyanaz. Az ilyen
kezdeti eloszlast invaridns vagy staciondrius eloszlasnak hivjuk.
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Szeretnénk megérteni, mi torténik hosszu tavon, azaz milyen eloszlésu lesz X,,, ha n
nagy. A 8.5 alapjan ez egy linearis algebrai kérdés. Szerencsés esetben pq felirhaté 11
sajatvektorainak linearis kombinacidjaként. Ha n nagy akkor a legalabb 1 abszolutértéki
sajatértékekhez tartozé komponensek fognak dominalni a tobbi komponens geometriai
sebességgel nullahoz tart. Ennek a gondolatnak az illusztralasara nézziik a két allapotu
Markov ldncot, melynek atmenetvaloszintiségeit a

(5
q 1—g¢q

méatrix adja, ahol p,q € (0,1). Ez a Markov lanc 1 — p valosziniiséggel marad az egyes
allapotban és p valoszintiséggel 1ép at a kettes allapotba, ha az egyes allapotban van és
1 — g ill. ¢ valoszintiséggel marad helyben ill. valt, ha a kettes allapotban van. Grafikus
abrazolasat a 8.2 dbra mutatja.

p
7 N
BRSSP =
q

8.2. abra.

IT sajatértékeit a karakterisztikus polinom gyokei adjak
l=p=N1=g=A)-pg=0, A=1 X=1-(p+q).

A hozzajuk tartozo baloldali sajatvektorok vy = (q,p) és vi = (1,—1) Ezekkel a jelolé-
sekkel

I I I O R I (R G Ty

Azaz X, eloszlasa
poll" = c1(q,p) + c2Ay(1, 1)

ahol ¢ = (c1,¢) a ¢1(q,p) + c2(1, —1) = py megoldasa. Mivel py valoszintiség eloszlasa,
ezért a koordinatainak osszege 1. A koordinatak 6sszege a bal oldalon ¢;(p + ¢q), ezért
c1 =1/(p+q) > 0. Mivel |\y| < 1, ezért nagy n-re

_ _ q
P(X,=1)= 1) (1) = + o\ &~ = —
( ) = (poll")(1) = c1q + Ay = 19 Pt+q

p
P (X, =2)=(pll")(2) =c1p — cx\) =~ c1p = ——.
( ) (Po )() 1P 2\ 1p P+q
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Osszefoglalva, azt kaptuk, hogy

. q . p
Ez azt jelenti, hogy nagy n esetén X, eloszlaséra a kezdeti eloszldsnak alig van hatésa,
azt lényegében az dtmenetvaldszintiség-—matrix hatarozza meg. Vegyiik észre azt is, hogy
a limesz eloszlas és a Il atmenetvaldszintiség—matrix egy sajatértékhez tartozo baloldali
sajatvektora, azaz a lanc invarians eloszlasa.

A két allapotu Markov—lanc esetében az atmenetvaloszintiség—méatrix sajatérték fel-
bontasat konnyen ki tudtuk szamolni, de valojaban csak annyit hasznaltunk, hogy az 1
sajatérték, azaz van invaridns eloszlés és minden mas sajatérték abszolutértékben egynél
kisebb. A szamolast az is egyszertsitette, hogy az 1 egyszeres sajatérték volt.

Vegyiik észre, hogy a vizsgalt két allapota Markov lanc esetében teljesiilt a kdvetkezd
két tulajdonsag.

(i) Barmely allapotbol, barmely masik allapotba el lehet jutni pozitiv valoszintiséggel,
azaz a lanc irreducibilis. A 4 gyakorlo feladat (b) pontja azt vizsgélja, mi torténik,
ha ez a feltétel nem teljesiil.

(ii) Nincs periodicitas, azaz a lanc aperiodikus. A 4 gyakorld feladat (c) pontja azt
vizsgalja, mi torténik, ha ez a feltétel nem teljestil.

8.2 Definici6é Legyen I megszamlalhato.

Ha minden z,y € I parra létezik olyan n, hogy P (X, = y|X, =) > 0 akkor azt
mondjuk, hogy a lanc irreducibilis.

Az x € I pont periodusa a {n >0 : P (X, = z|Xo=2z) > 0} szamhalmaz legna-
gyobb kozos osztdja. Meggondolhato, hogy irreducibilis ldnc esetén minden pont perio-
dusa azonos. Egy irreducibilis Markov lanc aperiodikus, ha a kozos periodus egy.

8.3 Tétel Legyen (X,,) Markov lanc véges dllapottérrel és 11 dtmenetvaldsziniséggel.
(i) Ha a lanc irreducibilis, akkor pontosan egy invaridns eloszlds létezik.

(ii) Ha a linc emellett még aperiodikus is, akkor

lim P (X, = z) = n(z),

n—oo

ahol ™ a lanc tnvaridns eloszldsa.

Az allitas azt mondja, hogy a kezdeti eloszlast elfelejti a folyamat, azaz hosszu id§ utan
ranézve kozel az invaridns eloszlast latjuk. Ebbdl persze az is adoédik, hogy egy adott
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allapot meglatogatasanak relativ gyakorisaga az els6 n 1épés soran konvergal az alabbi
értelemben

E (% Xn: 1XM> = % > P (X =1) = w(x), (8.6)

k=1

ahol 1x, -, az X}, = x esemény indikatora.
A (8.6) formulédban a konvergencia varhato érték nélkil is fennéll, azaz igaz a kovet-
kez6 tétel

8.4 Tétel Ha (X,) irreducibilis, véges dllapotterd Markov ldnc, m invaridns eloszldssal,
akkor

1 n
— g 1x,—, — m(x), egy valdsziniséggel minden x € I-re.
n

k=1

8.1 Feladat Tegyiik fel, hogy az idGjaras alakulasara az alabbi egyszert szabélyok iga-
zak: Ha ma és tegnap napos id6 volt, akkor holnap 0,8 eséllyel lesz ismét napos idg, ha
ma napos, de tegnap borult id§ volt akkor 0,6, ha ma volt borus id6§ és tegnap napos
akkor 0,4, ha az el6z6 két nap borts volt akkor 0,1 valészintiséggel lesz holnap napos idé.
Adjuk meg a megfelel6 Markov lancot, és szamitsuk ki, hogy a napok éatlagosan hény
szézaléka lesz napos?

Megoldas. A feladat feltételezése szerint az idGjarasi helyzetet a mai és a tegnapi id6-
jaras irja le. A lehetséges allapotok NN, NB, BN, BB, ahol az N a napos a B pedig a

borus idét jeloli az els6 beti a tegnapi a mésodik pedig a mai idGjarast adja meg, lasd
a 8.3 abrat.

0.1
09C BB) 04

0.8

0.6

@

8.3. abra. A 8.1 feladat egyszerii idGjaras modelljének grafja
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Ez a Markov lanc aperiodikus és irreducibilis, igy a feladat mésodik fele tulajdon-
képpen azt kérdezi, hogy a stacionarius eloszlas mellett mekkora az esélye, hogy az NN
vagy a BN allapotban vagyunk.

A stacionarius eloszlast a kovetkezs egyenletrendszer megoldasa szolgéltatja:

pny = 0.8pyN + 0.6ppN
pns = 0.2pyn + 0.4ppN
peNn = 0.1ppp + 0.4pn B
pes = 0.9ppp + 0.6pNB
1 =pN~n +pNB+PBN +PBB

L

2 . . o 3 _ 6 ey .
Ennek a megoldadsa pyp = ppn = 17, PNN = 17, PBB = 17 Azaz a napsiitéses napok

aranya hosszi tavon kozel

=l

8.2 Feladat Egy légitarsasig helyfoglalasi rendszerében két szamitogépet alkalmaznak.
Egy szamitogép latja el a feladatokat, a masik, ha mitkodSképes akkor tartalékként
szolgal. A szamitogép lizemeltetése soran egy nap alatt p valoszintséggel romlik el és a
javitasa két napba telik. A javitast egyszerre csak egy gépen tudjak végezni. Modellezziik
az el6bbi rendszert Markov lanc segitségével. Mennyi annak a valoszintisége, hogy hosszu
lizemeltetés utan egy adott napon a rendszer miikodésképtelen?

Megoldas. A rendszer lehetséges allapotai {(,7) : 4,5 = 0,1,2}, ahol az (i, j) allapot
azt jelenti, hogy az els6 szamitoégép ¢ nap mulva, a mésodik szamitégép j nap mulva
tizemképes. Nem minden kombinéci6é fordulhat els, és a két szamitogép szimmetrikus
szerepe miatt az (i, j) allapot nyilvan ugyanaz mint a (j,7) allapot. Az igy kapott Markov
lanc grafja a 8.4 abran lathato.

Jeldlje X, azt, hogy az n. nap végén a rendszer melyik allapotban van. Az X, Markov
lanc 7 stacionarius eloszlasat a kovetkez6 egyenletrendszer megoldésa adja:

o0 = (1 —p)moo + (1 — p)mio
T9,0 = PTo,0 + P + 1712
T1,0 = (1 —p)ﬂz,o

T1,2 = PT20

(1-p)? — p(-p) _ P _
757 T10 = T M20 = Ty T2 = iz A rendszer

miikodésképtelen, ha az (1,2) allapotban van, ennek esélye hosszu tizemeltetés utan jo
kozelitéssel a stacionarius eloszlas megfelels tagja, azaz

Ennek megoldasa mpg =

p2

P(a rendszer miikodésképtelen) ~ T2
p
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8.4. abra. A 8.2 feladat Markov lanca

8.3 Feladat Szabalyos pénzérmét dobalunk. Fejfutamnak nevezziik a dobéassorozat
azon részét, amikor csupa fejet dobunk egymés utan. Jelolje M 256 dobasbol a leg-
hosszabb fejfutam hosszat. Szimulacioval becsiiljiik meg M eloszlasat, azaz pl. 1000
kisérletbdl hatarozzuk meg az (M = k), k = 0,1,2,...,10, és (M > 10) események
relativ gyakorisagat. Szamitsuk ki a pontos valdszintiségeket is.

Megoldas. A pontos értékek meghatarozasa pl. gy torténhet, hogy minden k értékre
tekintjik azt az (X,,),>0 Markov lancot, ahol

P(Xp=l+1X, =) =P (Xpp1 =0[X, =1) =1/2, hal=0,....k—1,
P (X1 = k| X, = k) = 1.

Ekkor P (Xa56 = k| Xo = 0) = P (M > k). X6 eloszlasat pedig az atmenetvaloszintiség—
méatrix hatvanyozéasaval kaphatjuk.

pfutam<-function(k,n=8){
Pi<-matrix(0,k+1,k+1)
ind<-1:k
Pi[cbind(ind,ind+1)]<-1/2
Pi[cbind(ind,1)]1<-1/2
Pi[k+1,k+1]<-1
for(i in seq_len(n)) Pi<-PiY*%Pi
Pi[1,k+1]
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rfutam<-function(n=1,nsteps){
sapply(seq_len(n),function(...){
B<-rbinom(nsteps,1,0.5)
max (sapply(split (B, cumsum(B)),length))-1
b
}

rf<-rfutam(1000,nsteps=256)
p.emp<-tabulate(rf+1,nbins=21)/length(rf)

p<-rbind (diff(-c(1.0,sapply(1:21,pfutam,n=8))),p.emp)
colnames(p)<-0:20

rownames (p)<-c("egzakt","rel.gyak.")
barplot(p,legend.text=T,beside=T)

S - B egzakt
e O rel.gyak
o

—

S

84 S =] I]I].:l-:l—:l lllll
S

012345678910 12 14 16 18 20

8.5. dbra. Leghosszabb futam eloszlasa 256 hosszt dobassorozatban
Az eredmény érdekessége, hogy az esetek donts tobbségében legalabb 6 egymas uténi

fejet fogunk latni egy viszonylag rovid dobéssorozatban. Ennél tobb is igaz, ha n nagy
akkor a maximalis futam vérhato hossza kortilbeliil logy) n.
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8.2.1. Gyakorlé feladatok

1. A szociologusok gyakorta feltételezik, hogy egy csaladon beliill az egymast kovetd
generaciok tarsadalmi helyzetét Markov lancnak lehet tekinteni, azaz a fit foglalko-
zasa kozvetleniil az apja foglalkozasatol fiigg, de a nagyapjaétol mar nem. Tegyiik
fel, hogy ez a modell megfelel§ és az atmenetvaloszintiség—maéatrix 11, ahol az 1,2,3
indexek az also- kozép- és fels§ osztalynak felelnek meg. Az emberek hany sza-
zaléka kozéposztéalybeli egy olyan tarsadalomban, ahol a fenti modell hosszu idére
visszatekintve helyesen irja le a tarsadalmi folyamatokat.

04 05 0.1
IT={0.05 0.7 0.25
0.05 0.5 045

2. Legyen X megszamlalhato allapottert Markov lanc II &tmenetval6szintiség-matrixszal.
Azt mondjuk, hogy a Markov lanc reverzibilis a 7 eloszlasra nézve, ha mlIl; ; =
m;11;; minden i, j-re. Mutassuk meg, hogy ha a lanc reverzibilis m-re, akkor 7 a
lanc stacionérius eloszlésa, azaz wll = 7.

3. Kartyat keveriink oly modon, hogy a 32 lapbdl taldlomra valasztunk egyet, majd
azt a pakli tetejére helyezziik. Mutassuk meg, hogy ezt az eljarast sokszor ismételve
a pakli lapjai megkozelitleg véletlenszeri sorrendben lesznek, azaz a lapok barmely
sorrendje kozel azonos valoszintiségi lesz.

4. Ellendrizzik a kovetkezket:

(a) ,A lépésenként egyet jobbra determinisztikus mozgas” a természetes szamok
halmazan egy olyan homogén Markov lanc, amelynek nincs invarians valoszi-
niiség eloszlasa.

(b) A statikus fejldésti” azaz identitas méatrix dtmenetvaloszintségi 2 allapota
Markov lancnak tobb invaridns eloszlasa is van.

(c) Két allapot ,determinisztikus és ciklikus valtakozasa” olyan Markov lanc,
melynek egyetlen invaridns 7 eloszlasa van, de csak P (Xo =1i) = 7(i) kez-
deti eloszlas esetén teljesiil lim,, o, P (X,, = 1) = (7).

5. Egy embernek r db esernydje van, amelyeket munkaba menet és onnan jovet hasznal
sziikség, azaz es esetén (igy csak akkor visz magaval erny6t, ha ahonnan indul ott
talalhato ernyG és éppen esik az es). Tegyiik fel, hogy egy esés reggel, délutan
valoszintisége, fiiggetlentil a multtol és jovotsl, mindig p € (0, 1).

(a) Szamitsuk ki annak a valoszintiségét (kozelitSleg), hogy emberiink elazik ha
elég régota koveti a fenti modszert.
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(b) Milyen nagyra kell r-et valasztani ahhoz, hogy legalabb « € (0,1) val6szint-
séggel ne azzon el az emberiink, barmekkora is p?

6. Tekintsiink egy futdszalagot, amelyrdl kikeriils6 munkadarabok p valészintiséggel
hibasak. Tegytik fel, hogy az egyes munkadarabok allapota (hibas, vagy hibatlan
voltuk) nem fiigg a tobbi munkadarab allapotatol. A kovetkezd mintavételezési
eljarast hasznéljuk: Kezdetben minden munkadarabot ellenérziink egészen addig,
amig egymas utén ¢ db. hibéatlan kovetkezik. Ezek utan minden r darabboél egyet
valasztunk taladlomra, és csak azt ellendrizziik, egészen addig, amig hibas darabot
nem taldlunk. Ekkor visszatériink a kezdetben alkalmazott eljardshoz tehét min-
dent ellenérziink addig, amig ¢ db hibatlan munkadarabot nem talalunk. Es igy
tovabb.

Modellezziik az eljarast Markov lanccal. Szamitsuk ki

a) az atmenetvaloszintiségeket,

(
(b

)

) a stacionarius eloszlast,

(c) a megvizsgalt alkatrészek aranyat (hossza tavon),
)

(d) a modszer atlagos hibaszézalékat (hossza téavon).

8.3. Elnyel6dési valoszintiségek

8.4 Feladat Szerencsejatékot jatszunk, melyben a tétet 1/2 valoszintiséggel megduplaz-
zuk, 1/2 valoszintséggel elveszitjiik. 1 petakkal kezdjik a jatékot és addig folytatjuk,
amig 6t petdkunk nem lesz vagy el nem fogy a pénziink. Mennyi az esélye annak, hogy
5 petakkal fejezziik be a jatékot, ha o6vatos stratégiaval jatszunk, azaz mindig csak 1
petékot kockaztatunk.

Megoldas. A nyereségiink minden jatékkal vagy egy petakkal csokken vagy egy pe-
takkal ng. Ez tehat a bevezetGben méar emlitett tonkremenési probléma melynek grafja
a 8.6 abran lathato.

DO o_ W ®
1/2 1/2 1/2 1/2

8.6. abra. A 8.4 feladat Markov lanca

Az l-es allapotbél indulunk és az egyes nyilakon a megjelolt valoszintiségek szerint
haladunk tovabb. A kérdésiink az, hogy mennyi az esélye annak, hogy a bolyongas az
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5-0s allapotban fejez6dik be és nem a 0-dsban. Jelolje p; ennek az esélyét, feltéve, hogy
a bolyongas az i. allapotbol indul. A teljes valoszintiség tétel alapjan p;-kre az alabbi
egyenletrendszer irhato fel:

po =20
- 1 n 1
p1 = 2p0 2192
B 1 L 1
D2 = 2291 2193
B 1 n 1
P3 = 2P2 2}94
B 1 . 1
bs = 2?3 2]95
ps =1

aminek a megoldéasa p; = i/5, azaz a kérdéses valoszintség 1/5.

8.5 Feladat Anna és Pal egy pénzérmét dobal. Anna az F'F'I, Pal pedig az F 11 minta
korédbbi megjelenésére fogadott. Jeldlje X az FFI, Y az FII minta els6 megjelenéséig
sziikséges dobasszamot. Mutassuk meg, hogy X és Y azonos eloszlasti, de Anna és Pal
nyerési esélyei nem egyenldk.

Megoldas. Azokat a sorozatokat, melyek végén az az F'F'I minta van a kovetkezs graf
segitségével lehet generalni:

F I
7

F
~— T~
<@ @ @
1
F
8.7. d4bra. Az FF'I mintahoz tartozo graf

Minden olyan véges sorozatnak, aminek csak a végén van FF'I minta megfelel egy
() — FFI at agrafon. mindig azon az élen haladunk tovabb aminek a cimkéje a kovetkezs
dobas értekével egyenls. Es megforditva ha vesziink egy utat ami (-bsl FFI-be vezet,
akkor az élek cimkéit egymas mellé irva egy olyan sorozatot kapunk, aminek csak a végén
fordul el6 az F'F'I minta.

Az FII mintahoz tartozo graf hasonldé megfontolassal:
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F

8.8. abra. Az FII mintahoz tartozo graf

Az, hogy X és Y azonos eloszlasi abbol adodik, hogy ugyanannyi n hosszisaga tut
vezet az els6 grafon a kezdS pontbdl a végpontba, mint a masodikon. A megfeleltetés
példaul az lehet, hogy adott egy 1t az els6 grafon, akkor az F'F' elsG elérése utani darabot
vagjuk le a végérsl cseréljiik fel az I és F szerepét és irjuk az ut eleje elé. Igy egy
ugyanolyan hosszi utat kapunk a masodik grafon. A megfeleltetés nyilvan kdlesonosen
egyértelmd.

Ha Anna és Pal egymas ellen fogadnak, akkor minden lehetséges dobassorozatnak
megfeleltethetd a fenti modszerrel egy ut a kdvetkezd grafon:

F

2 I 4
y
F
ICly /& ,
3 I 5
8.9. dbra. Az F'FI és F'II mintak elsg eléfordulasdhoz tartozé Markov lanc

Jelolje p; annak az esélyét, hogy a grafon i-vel jelolt cstcsbol indulva egy szabalyos
érmét hasznalva az ut kisorsolasara az F'F'I (4) csucsba jutunk. A p; valoszintiségekre a
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kovetkez6 egyenleteket irhatjuk fel:

1 1

Do = 5]70 + 5]91 azaz Ppo = P1
BRI
P1 = 2]92 2293
1 1
P2 = 5P + 54 azaz py =ps =1
1 L 1 1
= — — azaz = —
D3 2]71 2]?5 Ps3 2]91
ps=1
ps =0

Az egyenletrendszer megoldéasa: po = p1 = 2/3, po = ps = 1, p3 = 1/3, ps = 0. Anna
nyerési esélye tehat 2/3, mig Palé 1/3.

8.3.1. Gyakorlé feladatok

1.

A 8.4 feladatban hogyan valtozik a tonkremenés valészintisége ha a moho stratégiat
kovetjik, azaz a pénziinkb6l mindig annyit kockdztatunk, hogy nyerés esetén a
t6kénk nagysaga a lehets legjobban megkdzelitse az 5 petéakot.

. Antal és Béla egy pénzdarabot dobélnak, melynél a fejdobés valoszintisége p. Antal

az FFI, Béla az II sorozat els6 megjelenésére var. Mekkora a valdszintisége, hogy
Antal sorozata kovetkezik be el6bb? Szimmetrikus érmére ez 1/2, miért? Nem
szimmetrikus érmére?

. Két fej-irds sorozat koziil azt nevezziik jobbnak, amelyiknél 1/2-nél nagyobb a

valoszintisége, hogy egy szabélyos érmét dobélva el6bb kévetkezik be, mint a masik.
Mutassuk meg, hogy F F'I jobb FII-nél, FII jobb IIF-nél, I1F jobb I FF-nél, és
IFF jobb FFI-nél, azaz ezek a sorozatok ,koérbeverik” egymést, mas szoval a fenti
,rendezés” nem tranzitiv.

Fej-iras jatékban nyeriink egy forintot, ha a dobas eredménye fej, veszitiink egyet,
ha iréds. n forinttal kezdjiik a jatékot és addig jatszunk, amig 2n forintunk lesz,
vagy elfogy a pénziink. Mi az esély arra, hogy jaték kozben eléfordul n hosszi
nyerd széria, azaz n kozvetleniil egymas uténi fej dobas?
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9. fejezet

Véletlen bolyongas: a klasszikus eset és
a grafok

9.1. Bolyongas atlagos hossza, a 1épésszam szorasnégy-
zete

9.1 Feladat Atlagosan mennyit kell dobni egy szabalyos kockaval, amig két szomszédos
hatos megjelenik?

Megoldas. A kérdést atfogalmazhatjuk egy grafon valé bolyongasrdl szold kérdéssé.
Tekintsiik ugyanis a 9.1 abran 1évg gréafot:

6
0 ullly 6 2
{172737475} ‘(2))\/ ‘6)—> 6‘GJ

{1,2,3,4,5}

9.1. 4bra. A 66 mintara varakozas Markov lanca

Ha adott egy dobassorozat melynek a végén két szomszédos hatos all, akkor a grafon
az () csiesbol indulva és mindig a dobasnak megfelels élen tovabbhaladva a bolyongas
vége a 66 csucs. Megforditva ha vesziink egy n hosszi bolyongést a grafon ami az ()
cstcshol a 66 cstcsba vezet, abbdl az 0sszes n hosszii dobéssorozat elGallithaté aminél
elgszor a végén talalhato két szomszédos hatos. Igy a kérdés valojaban az, hogy a fenti
grafon atlagosan hany lépés alatt lehet eljutni a 0 csticsbél a 2 csticsba.

Jelolje m; a sziikséges lépésszam varhato értékét, ha az i csticsbol indulunk. Az m;
mennyiségek kozott az elsé 1épés szerint szétbontva az eseteket a kovetkezd Osszefliggések
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adodnak:

!

b} 1
m0:(1+m0)6+(1+m1)6 m0:m1—|—6.

) 1
my = (1+m0)6+(1+m2)6 e 6m, =6+ dmy

aminek a megoldasa my, = 36 és mg = 42. Azaz az atlagosan sziikséges dobasszam 42.

9.2 Feladat Egy pénzérmedobas sorozatban atlagosan mennyi ideig kell varni az FFF
vagy F'IF minték valamelyikének az elsé megjelenésére? Mennyi a sziikséges dobésszam
szorasnégyzete?

Megoldas. Grafon vald bolyongasra vezetjiik vissza a kérdést. Tekintsiik a 9.2 abrén
szerepl§ grafot.

1C

= O
eS|
~
!
*
Q

9.2. dbra. Az F % F mintara varakozas Markov lanca
Az i pontbol induld bolyongas esetén az elnyelGdésig sziikséges X; 1épésszam varhato

értékét m;, a lépésszam négyzetének varhato értékét d; jeloli. Az elsG lépés szerint
szétbontva az eseteket és a teljes varhato érték tételt alkalmazva a kovetkezd egyenletek
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adodnak:

1 1
1 1
my = §(m3 +1) + §(m4 +1)

1 1

A négyzet varhato értékére pedig az E ((1 + X)?) = 1 + 2E (X) + E (X?) 6sszefiigges

alapjan
1 1
1 1
d1 = §<d2 + 2m2 + 1) -+ §(d3 + QTTZ?, + 1)
1 1

1 1
d4:0

Az m-ekre felirt egyenletrendszer megoldasa: mg = 34/5, my = 24/5, my = 16/5,

ms = 22/5. Azaz a d-re vonatkozo egyenletrendszer:

126
d0:d1+2(m0+m1+1):d1—|—?
1 1 1 1
dl:§d2+§d3+(m2+m3+1):§d2+§d3
1 1 27
d2:§d3+m3+1:§d3+€
1 1 39
= — 1:— —_
dg 2do+m0+ 2d0+5

Ennek megoldéasa dy = % = =

41.68. Végiil a sziikséges dobasszam szoérasnégyzete:
o 3388 (34 2 ~ 3388 — 2312 1076
° 50 5) 50 50

do—m
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5

= 67.76, d; = 22 = 4256 dy = 1312 = 26.24, d3 =

= 21.56.
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50



9.3 Feladat Egy szabélyos érmét dobalunk, X jeloli az FFF, Y az IFI minta elsé
megjelenéséig sziikséges dobéasszamot. Szamitsuk ki az E (X|X < Y) feltételes varhato
értéket.

Megoldas. Ha nem a feltételes varhato érték volna a kérdés, akkor a megoldas egy
lineéris egyenletrendszer megoldésa volna. Fz az egyenletrendszer

> ;i Hij(m; +1) ha i nem végallapot
m; =
0 ha 2 végallapot

alaki, ahol II; ; egy alkalmas grafon térténd bolyongas atmenetvalészintség matrixa. A
konkrét feladathoz tartozo graf a 9.3 abran lathato.

1

1 1
1 2 2 2 3 1
. F) ’FF) F\FP
71\ |
1
2

0 1
0 2

DO [

N |

4 5 6 1
I IF) T fj:)
2

N | =

9.3. abra.

Ezt a modszert szeretnénk alkalmazni, az altalunk keresett feltételes varhato érték
kiszamitasara is. Ehhez els6 1épésként azt mutatjuk meg, hogy a Q (4) = P (4| X <Y)
feltételes eloszlas szerint is Markov lancot kapunk, azonban az atmenetvaldsziniiségek
megvaltoznak.

Jelolje Z,, azt, hogy az n. 1épés utan a fenti grafon melyik allapotban vagyunk. Elsé
lépésként azt mutatjuk meg, hogy Z,, a Q valoszintiséggel ellatott valoszintiségi mezén is
Markov lanc, azaz

Q (Zn—i—l - kn+1|ZO - kO; sy Zn - kn) - Q (Zn+1 - kn+l|Zn — kn)

minden olyan ko, k1, . . ., k, sorozatra, amire a baloldalon a feltétel pozitiv valoszintiségt.
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Q(ANB) P(ANB|(X <Y))

QAR ="0m) =~ PHIxX <)
P(ANB|(X <Y)P(X<Y)
S T PBX V)P (X <v) P UIBNE<Y)).
alapjan

Q (Zpsr = kns1|Zo = ko, . .., Zn = k)
=P (Zps1 = kpar|Zo = ko .., Zp =k, X < Y)
P (Zy= ko, ..., Zni1 = kns1, X < Y)
P (Zy=ko,...,Zn = kn, X <Y)

Legyen p;, = P (X < Y|Zy = i) . Mivel homogén Markov lancrél van szo,

P (Zy = koy.... Zn = kn, X <Y)
:P<X<Y|Z():k'0,...,Zn:kn)P(ZOZko,...,Zn:kn>
— P (X <Y|Zy = k)P (Zo=kose s Zn = k) = po P (Zo = Koo » Zn = ).

Igy aztan

Q (Zps1r = kns1|Zo = ko, - .., Zn = kn)

P P (Zo = ko, ..., Zy = kn, Zuir = kng1)

N PP (Zo = ko,..., Zn = ky)

 Ph P (Znpr = k| Zi = ki, i <n)P(Zo = ko, ..., Zn = kn) Dy Uik
N P P (Zy = ko,..., Zn = ky) N Dk, '

Azt kaptuk, hogy a Q (Z,41 = kni1|Zo = ko, - . ., Zn = ky,) feltételes valoszintiség csak Z,
értékétol fliigg, azaz Z a Q mérték szerint is Markov lanc, tovabba az dtmenetvaloszintiség
matrix
I":‘[’LJ — ]HZJ .
bi

A mi konkrét Markov lancunkra a p; értékeket a kovetkezd egyenletrendszer megol-
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désa adja:

1 1
Po = 5P + B

1 1
P1= 5P + B

1 1
P2 = 53 + B
ps=1

1 1
P4 = 5Pa + oPs

1 1
Ps = 52 + 5P
Pe = 0.

Ennek az egyenletrendszernek a megoldésa py = %, P = %, Py = %, Py = ps = %,

p3 = 1, pg = 0. Azaz a ) mértékkel ellatott valészintiségi mezén, a Z Markov lanc
atmenetvaloszintségei megvaltoznak, az eredményt a 9.4 abran lathatjuk. Az egyes

csuicsoknél a hozzajuk tartozo p; értéket is feltiintettiik.

9.4. abra.
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Innen a varhato érték kiszamitasara szolgalod egyenletrendszer

m025m1+gm4+1
2 1
m1:§m2+§m4+1
3 1
m221m3+1m4+1
1 1
m4:§m4+§m5+1

m5:m2+1

Aminek a megoldasa my = ms+2 = mo+3 = 13—6, my = 1—;’, mo = %. A feladat megoldasa
tehat %6
E(X|X<Y)= 5

9.1.1. Gyakorl6 feladatok

1.

2.

Szamitsuk ki a 8.4 feladatban a jaték atlagos hosszat.

Ot ember &ll egy szabalyos 6tszog 6t cstcsaban és korongokat dobalnak egyméasnak
gy, hogy minden forduléban minden egyes korongot a tobbitdl fiiggetleniil mind-
két lehetséges szomszédnak 1/2-1/2 valoszintiséggel dobjak tovabb a jatékosok.
Ha valamelyik jatékosnak egyszerre két korongot kellene elkapnia a jaték megall.
Kezdetben két korong van két szomszédos jatékosnal.

(a) Szamitsuk ki annak a valoszintiségét, hogy a jaték legalabb 100 fordulobol All.
(b) Hatarozzuk meg a fordulok atlagos szamat és szorasnégyzetét.
Héarom tank parbajt viv, a rovidség kedvéért jeloljik sket A, B,C-vel. A 2/3,
B 1/2, C' 1/3 valészintiséggel talal célba. Minden forduléban egyszerre tiizelnek,

mindenki a még ki nem 16tt legerésebb ellenfélre céloz. Szamitsuk ki a parbaj
atlagos hosszat. Mekkorak az esélyek a gy6zelemre?

Egy szabélyos érme esetén melyik harom hossza sorozat megjelenésére kell atlago-
san a legrévidebb ideig varni?

. Ketten a kdvetkezd jatékot jatsszak: az elsd jatékos hiz visszatevés nélkiil 3 cédulat

egy olyan urnébol, amelyikben az 1,2, 3,4, 5 felirati cédulak vannak. A nala 1év§

152



3 Ft-bol annyit ad at tarsanak, ahédny pératlan szadm van a kihuzottak kozott.
Ezutan a masodik jatékos huz annyiszor, ahany Ft van nala és igy tovabb. Az nyeri
a jatékot, akinél el6szor lesz 3 Ft (a kezdéstdl eltekintve). Mennyi a valoszintsége,
hogy a kezdé jatékos nyer? Varhatéoan hany hizasbol all a jaték?

9.2. Elagazo6 folyamatok

Ebben a szakaszban nem negativ egész értéki valoszintségi valtozokkal fogunk dolgozni.
Ebben az esetben a valtozo eloszlasat generatorfiiggvény segitségével is megadhatjuk. Az
X valtozd G x generator fliggvényét egy hatvanysor definialja, melyben z" egyiitthatoja
az eloszlas n. tagja P (X = n), azaz

Gx(z) = ZZ”P (X =n)=E(z").

n=0

Mivel az egyiitthatokra 0 < P (X = n) < 1 teljesil, ezért a a generator fiiggvény konver-
gens a (—1,1) intervallumban. Gx-bdl a nulla koriili Taylor-soranak egytitthatoi, vagyis
az X eloszlasanak tagjai derivalassal megkaphatoak: P (X =n) = %Gg?)(()), ahol Gg?)
az n. derivaltat jeloli.

Ha X > 0, de nem feltétlentil egész értéki, akkor az eloszlast megadhatjuk X Laplace
transzforméltjanak £x-nek a segitségével is: Lx(A) = E (e*)‘X), A > 0. Mi csak annyit
fogunk kihasznalni, hogy az Ly Laplace transzforméalt egyértelmtien meghatérozza X
eloszlasat.

A cimben szerepld elagazé folyamat alatt a kovetkezd fogjuk érteni.

9.1 Definicié (S,,),>0 elagazo folyamat, ha

Shn
SnJrl = E Xn,ﬁ;
(=1

ahol {X, s : n>0,1</{<n} azonos eloszlasu, fiiggetlen, nem negativ egész értéki
valoszintségi valtozok. Az iires Gsszeg értéke 0.

Sp-re ugy gondolunk, hogy az az n. generdcio lélekszdma, mig X,,  az n. generacio k.
egyedének utddszdma. Azt mondjuk, hogy a folyamat kihal, ha valamelyik n-re S, = 0.

Vegyiik észre, hogy egy elagazd folyamat egyben Markov lanc is, ugyanis a fejlédése
konnyen felirhato (8.1) alakban. A 9.5 abréan a folyamat néhéany realizaciojat lathatjuk,
kiilonboz6 atlagos utdédszam mellett.

9.4 Feladat Legyen (S,),>0 elagazo folyamat és tegyiik fel, hogy Sy = 1.
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mu = 0.95 mu = 1 mu — 1.05
%%
%4
3 = -
g* %* o
g -
o
[aN]
2% o |
24 i)
o — o o -
w — w w w w w w w w w w w w — w
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50

n

9.5. dbra. Elagazo folyamat néhany realizaciéja Poisson utddszém eloszlas mellett. p az
atlagos utodszam.

(a) Irjuk fel az S, generator fiiggvényét az X-ek kozos generatorfiiggvényének a segit-
ségével.

(b) Szamitsuk ki a ,kihalas” valoszintiségét!
Megoldas.

(a) S, egy véletlen tagszamu Osszeg, amelyben a tagok szama és az Osszeadandok
fiiggetlenek, igy

[e.e]

Gs,(2) =E () =Y "E (2|81 = k) P (8,1 = k)

k=0

0o k
> E (H X5 L — k;) P (S,_1 = k)
/=1

k=0

G5 (2)P (St = k) = Gs,_,(Gx(2))

WE

B
Il

0

Tteréalva
Gs,(2) =GxoGxo---0Gx(2)
n darab

adodik, azaz S, generatorfiiggvénye az utoédszam Gx generatorfiiggvényének n-
szeres iteraltja.
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(b) Annak az esélye, hogy az n. generécio lélekszama nulla
P (S, =0) =Gg,(0).
Mivel (S, =0) C (Sp41 = 0), ezért

P (a populacio kihal) = P (U, (S, = 0)) = lim P (S, =0) = lim G, (0).
n—oo n— o0
Legyen z,, = Gs,(0) = P(S, = 0). Az (x,) sorozat monoton és korlatos, ezért
konvergens. Mivel z,11 = Gx(z,) és Gx folytonos, ezért a limesz biztosan eleget
tesz az © = Gx(x) Osszefliggésnek. Megmutatjuk, hogy a minket érdeklé megoldés
a legkisebb nem negativ gyok. Legyen tehat zp = min{z >0 : x = Gx(x)}.
Ha z < xg, akkor G(z) < xy. Valoban egy generator fiiggvény tetszéleges rendd
derivéltja nem negativ, ezért x < xq esetén létezik a’ € (z,x(), amivel
G(l’) B G<m0) _ G/(l‘/) >0
T — 2o
Vagyis < xp miatt G(z) < G(x¢) kovetkezik.

Mivel 0 < zq ezért z,, < xg is fennall minden n > 1-re, de akkor lim,, ,, x, < g is
igaz. Masfeldl a limesz eleme annak a halmaznak aminek minimalis eleme z, igy
csak x¢ = lim,, ., =, lehetséges. Azt kaptuk tehat, hogy a kihalas valoszintisége az

P (a populacio kihal) = min{x >0 : 2 = Gx(z)}

ahol Gx az utédszam generétor fliggvénye.

9.5 Feladat Legyen X, olyan eldgazo folyamat, melynél Xy = 1 és az utddszam gene-
ratorfiiggvénye
1—(b+¢) N bs

1—c 1—cs’

G(s)

ahol b,c >0ésb+c< 1.
(a) Szamitsuk ki a kihalas valoszintiségét!
(b) Hatarozzuk meg a

lim P (X, =klX,>0) k=12

n—oo

feltételes hatareloszlast. (atmut.: szamitsuk ki a feltételes eloszlas generator fiigg-
vényét!)
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(c) Az1—b—c = c(1—c) feltétel mellett szamitsuk ki P (X,, > 0) értékét és X, /n-nak
az (X, > 0) eseményre vonatkozo feltételes eloszlasanak Laplace transzformaltjat.

(d) Tegyiik fel, hogy a kihalas valoszintisége egynél kisebb. Szamitsuk ki, erre az
esetre X, /E (X;)" Laplace transzformaltjat és ennek segitségével szamitsuk ki az
X,/E (X1)" valtozo (X,, > 0) eseményre vonatkozo feltételes eloszlasanak a lime-
SzEt.

Megoldas. Az utédszam generétor fliggvénye:

G(S):l—(b+c) bs —1_(b+c)—|—ibck_18k

1—c 1—cs 1—c

k=1
Azaz annak a valészintisége, hogy k > 0 utod lesz bcF—1.

(a) A G(z) = z egyenlet legkisebb nem negativ megoldéasat keressiik. Tudjuk, hogy
xr = 1 megoldés és legfeljebb két megoldas lehet, ezért elegendd a mésik gyokot
megkapni. p(z) = (1 — cx)(G(z) — z) méasodfoku polinom és G(z) = x valamely
x € [0, 1]-re pontosan akkor teljesiil, ha p(z) = 0. Ezért elegendd p(x)/(z — 1)-et
kiszamolni, amihez p els6 és masodfoku tagjanak egyiitthatojat kell ismerni.

p@) = (1 - ca) (1—lb

—C

>+bx—x(1—cm)

b 1—-b—
=cr(r—1)+x C tb-1 —l—konstans:(x—l)(cx—l—C)
—c —c
__1-b—c
1—c
amibdl p masik gyoke (1;(71b:c§ Azaz,

lim P(X, — 0) = min (—2—C 1)
n—00 c(l—=c)

Ez pontosan akkor kisebb egynél, ha 1 —b—c < ¢(l —c)azazb>1—c— (1l —
¢) = (1 — ¢)? Vegyiik még észre, hogy az atlagos utoédszam G’'(1) = (1_%)2 Azaz
ha az atlagos utédszam nagyobb mint 1, akkor pozitiv valoszintiséggel nem hal
ki a populaci6. Ha az atlagos utddszam legfeljebb egy, akkor a populéacié egy
valoszintséggel kihal.

(b) Jelolje
G =@Go...0G
——

n darab
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a (G generator fiiggvény n. kompozicié hatvanyat. Ez az X,, generator fliggvénye.
Ezért

Gx,px,50(2) = B(z¥"[X, > 0) = 3 2P (X, = kI X,, > 0)
k>1
X Pa=k) QM) a1 Gl()
N P (X, >0) 1= G(0) - 1— Gl(0)

Ezért célszert 1 -G (1—x)-et kifejezni. Vegyiik észre, hogy ha H(z) = 1-G(1—x),
akkor HI"(z) =1 — GM(1 — x). Ezt n szerinti indukci6val érdemes végiggondolni.
Mivel

_1—(b+¢) bs b bs
e T T R e
1_b(1—cs)—bs(1—c)_1_ b(1—s)
(1—¢c)(1—cs) (1—¢)2+(1—c)e(l —s)
Ezért
bx 1
H(:U) =1- G(l - .%’) - (1 _ 0)2 + (1 _ C)Cl' - (l—bc)c + (1—[)6)2%

azaz H(x) = 1/h(1/z) alaku, ahol

h(u) = (1—bc)c+(1—bc) "
T T/

lineéris fuggvény és = 1/E (X;). Ugyancsak indukcioval érdemes végiggondolni,
hogy H™ (x) =1/ h["}(l /). Mivel h lineéaris a kompozici6 hatvanyok egyszertien
szémolhatoak:
h(u) = a+ pu
WP (u) = a4+ af + Fu
Bl (u) = a + af + af? + Pu

W) = a1+ B+ + ") + B'u
Allapodjunk meg abban, hogy % jelentése n, ha 5 = 1. Ezzel a megallapodassal

1 1 1—2
1-GM(2) =M1~ 2) = = - = .
( ) ( ) h["} ( 1 ) Bn 1 +a1—,8 ﬁn + Oéll—fﬁ (1 . Z)

11—z
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és

n IB—TL

. 1—G[n](2) . (1—2’) <ﬁ +(y1 JEi ) ﬁn+a11—7ﬁ;Z
LS L

Brta—=

Ez azt jelenti, hogy X -nek az (X,, > 0) eseményre vonatkozo feltételes eloszlasa

geometriai p, = “—Bn paraméterrel. n — oo esetén harom féle viselkedés
o
B

lehetséges:

(i) Ha 8 < 1, azaz az atlagos utddszam egynél nagyobb, akkor a feltétel valo-
szintiségének nem nulla limesze van és p, — 0 és Gx,|x,>0(2) — 0. Ez azt
jelenti, hogy a feltételes eloszlas limesze nem eloszlas. Az ok az, hogy az X,
valoszintiségi valtozo a (inf X, > 0) eseményen végtelenhez tart.

(ii) Ha g =1 akkor p, = 1/(1 + na). és Gx, |x,>0(2) — 0.

(ii) Ha 8 > 1, akkor p, — p = 1/(1 + /(8 — 1)) € (0,1) és a hatareloszlas
geometriai p paraméterrel.

A részfeladatban megfogalmazott eset 3 = 1-et jelent. Igy

1 1
P(X,>0)=1-GM"©0) = :
B + '35 " 1+na
B = 1 mellett a feltételes generator fiiggvény:
1 - GM(z) 2

GXn|Xn>O(Z) -1 GI(0) 7] +na(l—2z2)

Ebbdl a feltételes Laplace transzformalt is kifejezhetd:
Lix,-1)mix,>0(t) = E (e7FV/X, > 0) =

et/m 1
1+na(l—e /) 1+na(l—et/n)

et/nGanXn>0(eft/n) — et/n

Ha n — oo, akkor

1 & 1 €T
Lo ro®) = = [Tl (21
(Xn—1)/n|Xn>0(t) ot /0 e exp | —— pdv

Azaz (X, —1)/n X,, > 0 melletti feltételes eloszlasanak van limesze és az a varhato
értéki exponencialis eloszlas. Mivel itt 1/n — 0 ezért X, /n feltételes eloszlasanak
is ugyanez a limesze.
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(d) A kihalas valoszintisége akkor kisebb mint egy, azaz az atlagos utodszam egynél

nagyobb, vagyis § = 1/E(X;) < 1. Ekkor

(1-2) (B + ol
gr + a%(l —2)

GXn\Xn>O(Z) =1-

A feltételes Laplace transzformaélt:

Lgnx, (t) = E(exp{—t(8"X,)} [ X, > 0) =
(1—2) (ﬁ” + a%)

GXn‘Xn>O(6_tﬁn) = 1 - —f3n |Z:€7tﬁn
B+ oy (1 2)

Kihasznaljuk, hogy 1’;;@ — 1 han — oo. Igy
pre (B + o’ ) s |
lim ‘Cﬁ"Xn(t) = lim1— 17@1 B =1 l—i = <

Az adodott, hogy a feltételes eloszlas limesze exponencialis melynek varhato értéke

a/(1-7).

9.2.1. Gyakorlé6 feladatok

1.

Legyen X, elagazo6 folyamat, Xy = 1. Tetsz6leges rogzitett k pozitiv egész szamra
definialjuk az Y, = X, sorozatot. Mutassuk meg, hogy Y,, r = 0,1,2,... szintén
elagazo folyamat. Fejezziik ki az utodszamok generédtorfiiggvényeinek kapcsolatat
a két folyamatban.

Legyen f(s) = 1 —p(1 — s)? (p, 3 € (0,1)) generétor fiiggvény. Szamoljuk ki az
iteraltakat.

Mutassuk meg, hogy
s

1) = o ==

generator fliggvény és szamitsuk ki az n-ik iteraltjat.

A 0 pillanatban egy vértenyészetben legyen jelen egyetlen vords vértest. Az elsé
perc végén a voros vértest elhal, és a kdvetkezd kombinaciok lehetségesek: 2 voros
vértest keletkezik 1/4 valoszintiséggel, 1 voros vértest és 1 fehér vérsejt keletkezik
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2/3 valoszintiséggel, 2 fehér vérsejt keletkezik 1/12 valoszintséggel. Minden egyes
voros vértest egy percig él, és az Gsvértesthez hasonléan hoz létre utodokat. Mind-
egyik fehér vérsejt egy percig él, és azutan elhal anélkiil, hogy utédokat hozna létre.
Az egyes sejtek egymastol fiiggetleniil viselkednek.

(a) Mi a valoszintisége annak, hogy a tenyészet a kezdetétsl szamitott n + 1/2
perc milva még egyetlen fehér vérsejt sem jelenik meg?

(b) Mekkora a tenyészet kihalasanak a valoszintisége?

5. Legyen az utodszam generator fiiggvénye f(s) = as® + bs + c. Mutassuk meg, hogy
a kihalas valoszintisége min(c/a, 1).

6. Jelolje X, egy eldgaz6 folyamatban az n. generacié 1élekszamat és legyen Xg = 1.

Igazoljuk, hogy

3 (m]?XXk > L|X,, = o) <P (X, =0)".

7. Jelolje X, egy elagazo folyamatban az n. generacioé lélekszamat és legyen Xy = 1.
Tegyiik fel, hogy az utodszam varhato értéke E (X;) = m < 1. Szamitsuk ki, az
Osszes leszarmazottak atlagos szamat, azaz E (3 - | X,,)-et.

9.3. Martingalok

9.3.1. Feltételes varhato érték: Altalanos eset

Most a 6.5 fejezetben bevezetett fogalmakat altalanositjuk. L;(€2, A, P) jeloli az A mér-
het6 integralhato valoszintiségi valtozok csaladjat.

9.2 Definicié Ha X € L1(Q), A,P) és F C A rész o-algebra, akkor azt az F—mérhetd
Y valosziniiségi valtozot, amire tetszéleges A € F esetén E (1,X) = E (14Y) az X F-re
vonatkozo feltételes varhato értéknek nevezziik és E (X |F)-fel jeloljik.

Az Y valtozoval kapcsolatban megfogalmazhato események o-algebrajat, o(Y)-nal
fogjuk jelolni. o(Y) elemei az (Y € H) alaktu események, ahol H a szamegyenes Borel
részhalmaza. Abban az esetben, ha F = o(Y) az E (X|o(Y)) jelolés mellett az E (X|Y)
jelolést is hasznéljuk majd.

9.3 Tétel Legyen X € L1(Q, A, P) és F C A. Ekkor E (X|F) létezik, és barmely két

vdltozata legfeljebb eqy nulla valdsziniségi eseményen kilonbozhet.

Alaptulajdonsagok.
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(i) E(X +Y|F) =E(X|F)+E (Y|F) feltéve, hogy mindegyik feltételes varhato érték
létezik.

(i) Ha X F mérhetd, valamint Y és XY integralhato, akkor E (XY|F) = XE (Y|F).
(iii) Beppo Lévi tétel. Ha X, > X,, > 0, akkor

lim E (X,|F) = E (nlglgo Xn|J-“>

n—oo

(iv) Fatou lemma. Ha X,, > 0, akkor

E (hmlan |f> < llmlnfE(X |F)

n—o0

(v) Lebesgue (dominalt konvergencia) tétel. Ha X,, — X egy valoszintséggel, | X, | < Z
és E (Z) < 00, akkor E (X|F) = lim, 00 E (X,,|F).

A feltételes varhato érték kiszamitasa néhany speciélis esetben igen egyszert.

9.4 Definicié Azt mondjuk, hogy az F o-algebra atomos, ha megadhato egy E =
{A,, : n > 0} teljes eseményrendszer ugy, hogy F = o (E). Azaz

Ays sce]

BeB

E elemeit az F atomjainak nevezziik.

9.5 Lemma Ha F atomos o-algebra, akkor E (X|F) =3 ,.p 1L4E (X|A). (It E (X|A)
a pozitiv valdsziniségi A eseményre vonatkozd feltételes vdrhato érték.)

Bizonyitds. Legyen B € F, akkor B = |JB valamely B C E résszel. A teljes varhato
érték érték elemi valtozatat hasznéalva

<Z 1,E (X]|A) 1B> Y P(ANB)E(X|A) =

AcE AeFE
Y P(AE(X[A) =) P(A)E(X15/4) =E(X1p).
AeB AcE

9.6 Kovetkezmény Ha X,Y egyiittes eloszldasa diszkrét, akkor

E(X|Y)=> 1y ,EX|Y =y) = ZxP =2y =)

Y y=Y
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9.7 Lemma Legyen F = o(Y') valamely Y valésziniségi viltozéval, és h : R — R olyan
fiigguény, amire tetszdleges yo € R esetén

/yo h(y)Fy (dy) = E (1y <y, X) .

—00

Ekkor E (X|F) = h(Y).

Bizonyitds. Ha a feltétel teljesiil, akkor tetszéleges a < b esetén az

E (h(Y)Locy<y) = /[ BB ) = B (Lizy )

azonossag is fennall. Ekkor viszont a kovetkezs két elGjeles mérték

A—E (h(Y)1a)
megegyezik az A = (Y € U;la;, b;)) alaka eseményeken, a; < b;, i = 1,...,n. Mértékel-
méletbdl ismert, hogy ez mar elég ahhoz, hogy o(Y')-on is megegyeznek, vagyis h(Y) a
feltételes varhato érték. O

9.8 Lemma Ha X, Y egyiittes eloszldsa abszolit folytonos, akkor

E(g(O)Y) = [ gle)fxylalyds

y=Y
ahol

fx v (=y) ha f
s y) >0
Ixy (zly) = { fr ) v(0)

0 kilonben

az X waldsziniiségi vdltozo Y -ra vonatkozo feltételes siiriségfigguénye.

Bizonyitds. A 9.7 lemma feltételét ellendrizziik.

| bty = [ nwss

h // f” Beyl@9) g b )y

/ 1y<yog<x>fx,y<x, y)drdy = B (1y -, 9(X))
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9.9 Tétel Legyen X,Y waldszindiségi viltozo és g : R? — R olyan mérhetd fiigguény,
hogy E (|g(X,Y)]) < co. Ha X fiiggetlen Y -tol, akkor

E(g(X,V)IY) = E (9(X,9)),—y

Bizonyitds. Mivel XY fiiggetlen, ezért Fxy(x,y) = Fx(z)Fy(y). Legyen

h(y) = E(g(X,y)) = /g(wjy)Fx(de) 0

és ellendrizziik a 9.7 lemma feltételét.

/ h(y) Fy (dy) = / 1y g (2, y) Fx (d2) Fy (dy) —
( Ooyo)

/ 1yesng (s 9) Fxy (ds dy) = E (Ly<ppg(X, V).

Az el6z6 allitas altalanosabb feltételek mellett is igaz.

9.10 Tétel Legyen F,G két fiiggetlen o-algebra és g : 2 x Q@ — R F x G mérhetd. Ha
Z(w) = g(w,w) integralhato, akkor

E(Z|G) = / 9(w, )P (doy)

Bizonyitds. A bizonyitas formailag ugyanaz, mint az el6z6 tételben. Legyen (X,Y) :
(Q,A4) = (QF) x (2,G) a kovetkez6 X(w) = w és Y(w) = w. Szamitsuk ki (X,Y)
eloszlasat. Ha A € F, és B € G, akkor

P((X,Y)eAxB)=P((X€A)N(Y €B)=P(AnNB) =P (A)P (B).

Utolso lépésben azt hasznaltuk, hogy F és G fiiggetlenek. Ez azt jelenti, hogy (X,Y)
eloszlasa P|z x Plg. Ezért aztan

E(g(X,Y)lyeca) = / g(wr,w2)1,eaP (dwy) X P (dws) =
QxQ

// gl )P dwl)P(dw2) E(U1,)

Azaz E(Z|F) =U = [, g(wi,.)P (dwy). O

9.11 Kovetkezmény (Fiiggetlenségi lemma) Ha X fiiggetlen G-t6l, Y mérhetd G-re
nézve, és g(X,Y) integrdlhato, akkor

E(9(X,Y)[9) = E(9(X,y))|,—y
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Bizonyitds. Legyen F = o(X) ¢és ¢'(w1,w2) = g(X(w1),Y (w2)) Ekkor ¢ F x G mérhetd
és Z(w) = ¢ (w,w) = g(X(w),Y(w)). Az el6z6 tétel szerint

E(9(X,Y)[9) (w) = E(Z]9) (w)Z/g’(wl,w)P (dwr) =

Q

/Q G(X (), Y (@))P (dor) = B (9(X, ),y o) -

Ezt roviden tigy frhatjuk, hogy E (¢(X,Y)|G) = E (9(X,9))],_y- O

9.3.2. Martingalok, osszefoglal6

9.12 Definicié Az (X, F,)n>0 sorozatot martingalnak nevezziik, ha minden n > 0-ra

(i) F, o-algebra és az X, valoszintiségi valtozo F,, mérhetd.

(iii) E (] X,]) < o0, azaz X,, integralhato

)

(i) F, C Fuy1- (Ezt ugy is szokds mondani, hogy {F, : n € N} egy filtracio).
) E

) E

(Xni1]|Fn) = X

(iv
Ha a (iv) tulajdonsag helyett a
E (Xn+1|fn) Z Xn7 (E (Xn+1|fn) S Xn)

tulajdonsagot szerepeltetjiik a definicioban, akkor szubmartingalrol (szupermartingélrol)
beszéliink.

A legegyszertibb példa martingalra, fiiggetlen, nulla varhaté értékid valoszintségi val-
tozok részletdsszegeibdl &llo sorozat. Ilyen a szimmetrikus bolyongas. A Jensen egyen-
16tlenség miatt, ha X martingdl és f konvex, f(X,) € L'(Q2), minden n-re, akkor f(X)
szubmartingél, ha pedig f konkav, akkor f(X) szupermartingal.

9.6 Feladat Jeldlje S, a szamegyenes egész koordinataju pontjain szimmetrikusan moz-
g6 pont helyzetét az n. 1épés utan, Sy = 0. Mutassuk meg, hogy S,,, martingal, S2, e
szubmartingal, tovabba S —n és e / ch(t)" martingal.

Megoldas. Legyen X,, = S, —5,_1, han > 0. Az X,, sorozat fiiggetlen azonos eloszlastu
valtozokbol all, P(X, = £1) = 1/2.

Mindegyik esetben az FE(Y,,,|F) ) feltételes varhato értéket kell kiszamitani valamely
S-bsl képzett Y folyamatra, ahol FY = o(Yy, Y, ..., Y,). Ehelyett elgszor egy finomabb
o algebrat, 72 = o(Sy, ..., S,)-et hasznalunk majd.
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(a)
E(Spi1|F3) = E(S, + Xpi1|F2) = Sy + E(Xpa|F2) = S,,.
N——

E(Xn+1)=0
(b) Legyen Y, = S2 —n, ekkor F¥ C F7 és

E(Yn1|FY) = E(S2,, — (n+ 1)|FY) = B((Sp 4+ Xn1)* —n — 1|F)) =
B(S2 428, X1+ X2, —n—1F) =
S2—n+28, E(Xyn|F)+E(X2 | F)—1=S2—n=Y,.

—E(Xn11)=0 =1

J/

-~

=0

vagyis
E(YouiilF)) = E(EYari| F))IFY) = BE(YalF)) =Y
=Y,
és Y valéban martingal.
(c) Legyen t € R rogzitett és Y, = exp {tS, —nlncht}, ekkor FY C F? és
E(exp {tSns1} |F)) = E(exp {t(Sn + Xus1)}IF)) =
exp S, E(exp {tXni1} | F?) = exp {tS,} ch(t) = Y, ch(t)" ™.

:%(et—e—z)zch(t)

vagyis
E(Yn|FY) =ch(t) " E(E(exp {tSn } |[F3)IFy ) =
ch(t)" "D E(Y, ch(t)"THFY) = Y.

és Y valéban martingal.

Nevezetes egyenl6tlenségek.
A tovabbiakban X = maxy<, X; a maximumok sorozat.
9.13 Definici6é Legyen X,, valészintiségi valtozé sorozat és
T0=0
Tone1 = Inf{n > 1, : X, < a}
Tonto = inf{n > 79,41 : X, > b}
U(n,a,b) = min{k : mopa > n}

U(n,a,b) az (X,) sorozat dtmetszési szama.
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9.14 Tétel Legyen X szubmartingdl, ekkor
(i) tetszdleges A\ > 0 esetén
AP (X > \) <E(Xoly:sn)
specidlisan, ha X >0, k =1,2,... akkor AP (X} > \) < E (X}).

(i) Ha X nem-negativ és 1 < p < oo, akkor

B (X;7) < (%)pmm.

(#i) Ha U(n,a,b) az |a,b] intervallum dtmetszési szama az elsé n lépés sordn, akkor

E (X, —al,)

E(U(n,a,b)) < T

9.15 Kovetkezmény Ha (X,,) szubmartingdl és sup, E (|X,|,) < oo, akkor (X,) egy
valdsziniséggel konvergens.

9.16 Kovetkezmény Ha (X,,) nem-negativ szupermartingdl (vagy specidlisan martin-
gdl), akkor eqy valdsziniséggel konvergens.

9.17 Kovetkezmény Ha (X,,) martingdl, 1 < p < oo és sup, E(|X,[") < oo, akkor
(X,) egy valdszintdséggel konvergens.

Meg lehet azonban adni olyan martingalt is, amely sztochasztikusan konvergal, de
egy valoszintséggel divergens.

Megallasi idé6.

9.18 Definicio A 7: Q — NU{oo} valoszintiségi valtozot megallasi idének (szabalynak)
nevezziik az F filtraciora nézve, ha

(r<n)eF,, VneN

9.19 Tétel Ha (X, F,) szubmartingdl, T megdlldsi idd, akkor (Xnar, Fn) szintén szub-
martingdl. (X,ar neve megdllitott szubmartingdl. )

9.20 Kovetkezmény Ha (X, F,) martingdl, T megdlldsi idd, akkor (X,ar, Fn) szintén
martingdl. (X,ar neve megdllitott martingdl.)
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Ezt az Osszefiiggést gyakran alkalmazzuk E (X ) kiszamitasara, azon a modon, hogy
ha 7 egy valoszintiséggel véges, akkor X, ,, — X, mert elég nagy (w-tol fliggs) n-re mar
egyenlGség van és igy

E (XO) =E (Xn/\‘r) — E (X‘r>

feltéve, hogy a varhato érték képzés és a limeszelés felcserélhets. Ezt biztosithatja a
dominalt konvergencia tétel, vagy a Beppo Lévi tétel. Azt, hogy ezen integalhatosagi
feltételek ellenérzése nem felesleges, a kovetkezd egyszert példa mutatja.

Legyen S a szimmetrikus bolyongés és 7 = inf {n : S,, = 1}. Tudjuk, hogy a szim-
metrikus bolyongéas minden racspontot egy valoszintiséggel meglatogat, ezért 7 egy valo-
szintiséggel véges. Mivel S, martingal, ezért

0=E(So) =B (Sur) /1= E(S,).

=1 egy valOszintiséggel

Itt az integralast és a varhato érték képzést azért nem lehetett felcserélni, mert

. 1
P(inf{SnA:,:nZO}S_k):H—k" kE=1,2,...
—M
miatt
o o 1
E(-M)=)» P(-M>k) =) —— =c0.
(=M) ; (=M > k) ;1+k

9.7 Feladat A 9.6 feladat segitségével, szamitsuk ki Gjra a a 8.4 tonkremenési feladatban
a jaték varhato lépésszamat.

Megoldas. Az A jatékos kezdGtékéje legyen x a B jatékosé y. A 8.4 feladat az x = 1
és y = 4 esetnek felel meg. Jelolje X,, az A t6kéjét az n. jaték utan. Ekkor Xy = x és
X, = x + 5,, ahol S,, szimmetrikus bolyongas. Azaz a kérdés az, hogy éatlagosan hany
lépés alatt éri el a szimmetrikusan bolyongé részecske a —x vagy y szintek valamelyikét.
Legyen 7 az ehhez sziikséges id6, azaz

T:min{k 0 Sp = —x vagy Sk:y}

Tudjuk, hogy 7 egy valosziniiséggel véges megallasi id6 és S? —n martingdl. A megallitott
martingal S?,  — n A 7 is martingél, tehat varhato értéke nulla. Ha n — oo, akkor
E (52,.) — E(S?) a dominalt konvergencia tétel miatt és E (n A7) — E(7) a Beppo
Levi tétel miatt. Tehat E (1) = ES2.

7 definicidja miatt S, = —x vagy y. S, eloszlasat az S,,, megallitott martingal

vizsgalatabol szamithatjuk ki. Ugyanis 0 = E (S,.,) — E (S;). Azaz

0=—2P (S, =—2)+yP (S =y).
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Amibél

Yy ) x
P(ST:_x):x—l—y és P(ST:y):x+y.

Tehat y .
E(7) = E (S?) = 22 + = 1.
(1) (52) pevi vt

A 8.4 feladat megoldasat az x = 1, y = 4 valasztéssal kapjuk vissza.

9.8 Feladat S,, szimmetrikus bolyongas és 7 = min {k : Sy = —1,vagy Sy = 3} jeldli az
els6 olyan id6pont, amikor a bolyongas a -1 vagy +3 érték valamelyikét eléri. Szamitsuk
ki az E (7]5;) feltételes varhato értéket.

Megoldas. A kérdéses feltételes varhato értéket tobb modszerrel is kiszamitjuk.
1. megoldas. Tudjuk, hogy S, S?—n martingal. Az is ellenérizhets, hogy S3—3n.S,
is az. Mindhédrom martingalt megallithatjuk 7-val, igy ismét martingalokhoz jutunk.

Ezért

E (Sn/\‘r) =E (SO) =

0
E (82, — (A7) =E(53) =0
E (S, —3(nAT)Sun) =E(S5) =0
Ebbél
E(S2,,) = E(nAT) (9.1)
E (Sr?;/\r) = 3E ((n N T)Sn/\r)

kovetkezik. 7 egy valoszintiséggel véges megéllasi id6 ezért, ha most n — oo, akkor
|Spar] < 3 miatt E(S;) = 0 (dominélt konvergencia tétel). A (9.1) azonossag balol-
dalan a dominalt konvergencia tétel, jobb oldalan a Beppo Lévi tétel miatt cserélheté
fel a varhato érték képzés és a hataratmenet, vagyis E (S?) = E (7). Mivel S, korlatos
ebbdl E (7) < oo is adodik. Ezek utan a (9.2) azonossag mindkét oldalan a dominélt
konvergencia tételre hivatkozhatunk, vagyis E (S2) = 3E (7.5;).

E(S;) =0ill. a P (S; € {—1,3}) = 1 Osszefiiggésbdl

3P(S;=3)—P(S,=-1)=0.
Ebbsl P (S, = —1) = 1 — P (S, = 3) = 3/4 kovetkezik. Ekkor viszont E (S2) = 122 +

321 = 12 = 3. Valamint E (5?) = (—1)*2 + 331 = 2! = 6. Ugyanezeket a mennyiségeket
a teljes varhato érték tétel segitségével felirva:

3=E(S?) =E(r) = E(E(7]S5,)) = E(7]S, = —1) % +E (7|8, = 1) i
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T

6 =E(S?) =3E(rS,) = 3E(S,E(7]S,)) =
(=3)E (7]S, = —1) Z +OE (]S, = —1) i

Ennek az egyenletrendszernek a megoldasa E (7], = —1) = { és E (]S, = 3) =5.
2. megoldas. Végil az E (71g,_3) varhato értéket még egy modszerrel is kiszamit-
juk. A teljes varhato érték tétel szerint

1 1
E (7'157_:3) = §E (7—15¢=3|Sl == —1) + §E (TlSnglsl = 1) .

Itt az els feltételes varhato érték nulla, mert ha S; = —1, akkor 7 = 1 és S, # 3, azaz
az (51 = —1) eseményen 71g _3 nulla. Az S; =1 feltétel mellett, szimmetria miatt

P(S,=-1S1=1)=P (S, =3|51=1)
és pozitiv egész k szamokra
P(rlg, _3=k|S1=1)=P (1151 = k|5 =1)
Azaz
E (15,2351 = 1) = E (715, -1[S1 = 1)

— SEGIS =)= L (B(rlS = 1)+ 1) = S(4+1) = 2.

amibsl E (71g,_3) = 2 ¢s

E (T]—S :3) %
E(7|S, =3) = T =4 _5
P (S, =3) i
és
5 7
E(rls,—1) =E(r) - E(1ls,) =3 - 7 = 7,
valamint

&=
~~
il
W

Il

I
—
N—

Il

I

NSNS
I
Wl

9.9 Feladat Valasszunk véletlenszertien szamokat a [0, 1] intervallumbol. A kivélasztott
szamokat jelolje X7, Xo,... éslegyen S, = X; + --- X, valamint v = inf{n : S, > 1}.
Szamitsuk ki az S, valészintiségi valtozod varhatod értékét.
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Megoldas. Legyen A, = {z € [0,00)% : Y z; < 1}.
1
P(v>k)=P(Xi+- - +X,<1)=|Ay =

Ezért
1

E(y):ZP(yzk):Zm:e

Mivel M, = S, — nE (X;) martingél, a v megallasi idével kapott sorozat is martingal.
My = 0 miatt E (Syn, — (n Av)E (X)) = 0 vagyis a Beppo-Lévy tételt hasznalva

E(S,) = lim E(Sw) = lim ~E((n Av)) = ~E ()

n—o00 n—o0 2

és E(S,) =¢/2.

9.3.3. Gyakorlé6 feladatok

1. Jeldlje S, szimmetrikusan bolyongd pont helyzetét az n. lépés utdn. Keressiink
minél tébb olyan p kétvaltozos polinomot, amire p(.S,,n) martingal.

2. Oldjuk meg a 9.8 feladatot a 9.3 feladat modszerével is.

3. Legyen (M,),>o martingal, és tegyiik fel, hogy E (M?) véges minden n-re és My =
0. Jelolje X,, az M, martingal differenciait, azaz X,, = M,, — M,,_;. Mutassuk meg,
hogy D*(M,) = >_;_; D*(Xy).

4. Legyen (Sy)n>0 szimmetrikus bolyongés, a € Z, m € N |a] < m rogzitett és
T = min{k : |Sk| = m}.

(a) Mutassuk meg, hogy M, = |S, —a| — [{k <n : Sy = a}| martingal. Az S,
bolyongas atlagosan hanyszor latogatja meg az a szintet 7, el6tt?

(b) Az S, bolyongas atlagosan hanyszor latogatja meg az a szintet 7, el6tt, ha
tudjuk, hogy S, =m?

5. Legyen X Markov lanc, I véges allapottérrel és II atmenetvaloszintiség—matrixszal.
f I — R fiiggvény esetén legyen f* : I — R a kévetkezs f*(i) = >, (f(j) —
f(l))l_.[z’], tovabba

i
L

M, =f(X) =S f(Xn), n=12...
0

il

Mutassuk meg, hogy (M, o(Xo,...,X,)) martingal sorozat.
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6. Legyen (S,)n>0 elagazo folyamat, lasd a 9.2 szakaszt, és tegyik fel, hogy a 0.
generacid egyetlen egyedbdl all, azaz Sy = 1. Jelolje p az utdd eloszlas varhato
értékét, o2 pedig a szorasnégyzetét, és tegyiik fel, hogy u > 1 (szuperkritikus eset).

(a) Mutassuk meg, hogy W,, = =S, martingal, amely 1 valoszintiséggel konver-
gens, és ha 02 < oo, akkor L?-ben is. Jelolje a hatarértékét W..

(b) Jeldlje p a kihalas valoszintségét. Igazoljuk, hogy (p®*) martingal.

(¢) Mutassuk meg, hogy P (W,, = 0) = p. Ez azt jelenti, hogy azon az eseményen,
ahol a folyamat nem hal ki, W, > 0 és (a) alapjan ezen az eseményen az S,
sorozat exponencialis gyorsasaggal nd.

7. Szabalyos pénzérmét dobalunk. Ha az eredmény fej a tét kétszerését kapjuk vissza,
ha iras elveszitjiik a tétet. Kezdetben két forintunk van és addig jatszunk, amig el
nem veszitjiik a pénziinket, vagy amig 0ssze nem gytijtiink 5 Ft-ot. Moho stratégiat
kovetiink, azaz mindig akkora tétet tesziink fel, amivel szerencsés esetben a lehetd
legjobban meg tudjuk kozeliteni az 5 Ft-ot. Jeldlje 7 a jaték hosszat és M,, = M-
az n. jaték utan a pénziinket, tovabba legyen f: {1,2,3,4,5} — R, f(0) = f(1) =
0, /(2) =2, f(3) = 4, f(4) =6, f(5) = 10.

Mutassuk meg, hogy M, . illetve Y,, = f(Mprr) — n A T martingél és szamitsuk a
jaték atlagos hosszat, azaz E (7)-t.

8. Egy urnaban n fehér és n fekete golyd van. Visszatevés nélkiil sorra kihtzzuk Sket.
Fekete goly6 huzasakor 1 forintot fizetiink, fehér goly6 esetén 1-et kapunk. Jeldlje
X; a pénziinket 7. golyo kihuzéasa utan (X, = 0). Legyen

y, = N
2n —1

1<i<2n—-1

és mutassuk meg, hogy (Y;) martingal.

9. Egy szabalytalan pénzérmét dobéalunk, a fej dobés valoszintisége p € (0,1/2). Je-
16lje S, a fej és irasok szaménak a kiilonbségét az els6 n dobas kozott. Milyen c-re
lesz M,, = exp {S, — cn} martingal?
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10. fejezet

[zelitd a folytonos idejti esetbdl: a
Poisson folyamat

Motivacioként nézziik az alabbi feladatot.

10.1 Feladat Egy telefonkoézpontban az egymas uténi hivasok kozott eltelt idGtartamok
A paraméterti exponencialis eloszlasu, fliggetlen valoszintiségi valtozok. Atlagosan hany
hivas fut be egy T hosszisagi idSintervallumban?

Megoldas. Kihasznaljuk, hogy azonos paramétertd, fiiggetlen exponencialisok Osszege
Gamma eloszlastu, melynek rendje a tagok szama, paramétere pedig az exponencialisak
kozos paramétere (Id. 6.10 feladat). Az egyes hivasok kozti idStartamokat jellje X;
i=1,2,..., a k. hivas id6pontjat S; = Zle X;. Ha N(t) jeloli a (0,t) intervallumban
beérkezett hivasok szamét, akkor

N(t) =min{n : Sp41 >t}

Elgszor szamitsuk ki N(t) eloszlasat. A (0,¢) intervallumban pontosan akkor érkezik
legalabb k darab hivas, ha a k. hivas id6pontja t el6tt van, azaz

P(N(t)Zn):P(Sn<t):/t( !

— A\ e My
n—1)! '

Emiatt ha n > 1, akkor
P(N(t)=n)=P(N({)>n)—P(N(t)>n+1)

t 1 n e n
:/ )" (TLZL‘n_l . )\xn) e—Aa:dx — )\_ [xne—kx} 72 — ()\t) G_At.
o n! n o= n!
Ha n = 0, akkor
t
P(N(t)=0) =P (N(t) > 0) - P (N(t) > 1) = —/ Ae e d
0
_ “Az]T=t Xt
=1 [_ j|a::0 =€
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Igy N(t) eloszlasa Poisson At paraméterrel.
Kovetkezg 1épésként kiszamitjuk Xi, Xo, ..., X, egyiittes eloszlasat feltéve, hogy N(t) =
n. Vilagos, hogy az (N(t) = n) eseményen S,, < t, azaz ha

akkor tetsz6leges H C R"™ Borel halmazra
P((Xy,...,X,) € HIN({t)=n) =P ((X1,...,X,) € HNA,(O)|N(t) =n).

Emiatt elegendé H C A, (t) halmazokra kiszamitani a feltételes valoszintséget. Legyen
tehat H C A, (t), ekkor

P((Xi,...,X,) € HIN(t) =n) =

P((X1,....X,) € H)N(N(t) =n)) =P (((Xl,...,Xn) € H)N (%X >t>>

(o, ¢]
/ / Nl e A @bt eat o) g da, L d
z€H Jt—(z14++xn)

(1’17$2 ~~~~~ mn)eH

Azaz N | !
"e” n!
P ((Xy,...,X,) € HIN(t) =n) = T 1] 5

n!

Igy a feltételes eloszlas egyenletes a A, (t) szimplexen. Legyen
AL(t)={s€(0,t)" : 81 <s3< - <8, <t}

Az N(t) = n feltétel mellett (S1,S9,...,5,) € Al. Legyen ¢ : Al — A,, o(s) =
(S1,82 = S1,- -+, 80 — Sn—1). @ térfogattartd (Jacobi determinéns 1), ezért H C Al esetén

P ((S1,..,5,) € HIN(t) =n) =P ((X1,...,X,) € p(H)|N(t) = n) = |H| ?—'

Ez azt jelenti, hogy S, 5,,...,S, eloszlasa az N(t) = n feltételre vonatkozoan ugyan-
az, mint egy (0,%)-n egyenletesbdl szarmazo Z7, ..., Z* rendezett minta eloszlasa. Ez
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alapjan, ha to =0 <t <ty <--- <t, =1t és > k; =n, akkor

i=1

—P<ﬂG& € (ti-1, i} = ki) [N (1) = )PUW®=M

i=1

Dk

P( (s (zh]H_kg (N(t) =n)

o}

Lt — )N
II« M)>

—)\(ti—tifl)

e
1

~

Az adodott, hogy az N (t;)— N (t;—1) névekmények egymastol fliggetlenek és Poisson elosz-
lastak A\(t; —t;_1) paraméterrel. Ezért tetszoleges rogzitett T' hosszusagu intervallumban
atlagosan T'\ hivast kapunk.

Osszefoglalva, ha az N(t) a [0,t]-ben bekdvetkezett események, pl. telefonhivasok,
szamét adja meg (azaz N(t) szamlalo folyamat), és az események kozott fliggetlen azo-
nos paraméteri exponencialis eloszlastu idétartamok telnek el, akkor N névekményei fiig-
getlenek és Poisson eloszlasuak. Az ilyen folyamatokat Poisson folyamatnak nevezziik.

10.1 Definicié (N(t)):>o Poisson folyamat, ha

(i) N szamlalo folyamat, azaz N(0) = 0 ¢és a t — N(t) véletlen fiiggvény ugrasai
egységnyiek, az ugrasok kozott pedig konstans.

(i) to=0<t; <---t, esetén az
N(t1) — N(to), ..., N(tn) — N(t,—1)
névekmények fiiggetlenek.
(iii) ha s <t, akkor N(t) — N(s) Poisson eloszlasu A(t — s) varhato értékkel.
M-t a folyamat intenzitdsanak hivjuk.

Kiilonb6z6 intenzitasok mellett a folyamat egy-egy realizacidojat mutatja a 10.1 abra.
A 10.2 abran N (t) — At-t abrazoltuk. Ha az intenzitas nagy akkor a kapott folyamat em-
lékeztet egy szimmetrikus bolyongas tipikus trajektoridjara. Ez nem véletlen egybeesés,
alkalmas normalizélas utan mindkét folyamatnak ugyanaz az eloszlasbeli limesze.
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10.1. abra. Poisson folyamat trajektoriai kiilonb6z6 intenzitéasok mellett

10.2 Feladat Egy sztrada melletti benzinkatnal dolgozunk. Az autdpalyan az autok
atlagosan 5 percenként kovetik egymast, a kovetési id6kozokrsl tegytiik fel hogy exponen-
cialis eloszlasuak és fliggetlenek. Minden autos a tobbitdl fiiggetlentil 1/5 valoszintiséggel
all meg a kutnal.

Szamitsuk a nyolc 6ras miiszak alatt a kiithoz betérs autok szaméanak eloszlasat. Atla-
gosan mennyi borravalot kapunk, ha az autésok egymastol fiiggetleniil adnak borravalot.
Tegyiik fel, hogy a borravalo eloszlasa I'igg ;.

Megoldas. Jelolje N(t) a t id6pontig elhaladt autésok szamat. Errsl tudjuk, hogy
Poisson folyamat, azaz s < t esetén N(t) — N(s) Poisson eloszlasti melynek paramétere
(t — s)A ahol X a kovetési id6koz eloszlasanak paramétere, vagyis ha az idét 6rdban
mérjiik, akkor 12. Igy nyolc 6ra alatt a benzinkut mellett elhalado autésok szamanak
eloszlasa Poisson 12 x 8 = 96 paraméterrel. Minden autés 1/5 valoszintiséggel all meg
a kutnal, vagyis ha X jeloli az egy mitszak alatt a kuthoz betérdk, Y a kut mellett
elhaladok szaméat, akkor

P(X:k:):iP(X:k]Y:n)P(Y:n):

o0 n—k n k
Z n\1 (4 %6—96 _ 96/5 o—96/5
= \k/ 5" \5 n! k! '

Azaz a betérd autosok szama Poisson eloszlast 96/5 paraméterrel.
Az autosoktol kapott borravald Osszege:
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10.2. dbra. Kompenzalt Poisson folyamat trajektoriai kiillonb6zé intenzitasok mellett
ahol a Zi-k fiiggetlen, adott I' eloszlasu valtozok. Ennek varhato értéke E(Z) =
E(X)E(Z;) =100 x 96/5 = 1920.

A kovetkez§ feladat megoldasahoz célszerd a Poisson folyamat fogalmat kissé altalé-
nositani.

10.2 Definicié {N(A) : A C B(R?)} Poisson pontfolyamat a sikon x intenzitds mér-
tékkel, ha

(i) A+ N(A) véletlen mérték.
(ii) Ha p(A) véges, akkor N(A) Poisson eloszlasa pu(A) varhato értékkel.
(iii) Ha Ay, ..., A, diszjunktak, akkor N(A;),..., N(A,) figgetlenek.
Poisson pontfolyamatra szolgaltat példat a kovetkezs allités.

10.3 Allitas Legyen X; < X5 < ..., az N Poisson folyamat ugrds helyeinek sorozata €és
Y1,Ys, ... fliggetlen azonos eloszldsi sorozat, amely az N folyamattdl is fiiggetlen. Ekkor

M(A) =k + (X, Yi) € A}

Poisson pontfolyamatot alkot, melynek intenzitds mértéke

H(A) = / drdFy (dy).
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Bizonyitds. A 10.1 feladatban kiszamoltuk, hogy N(t) = n feltétel mellett X, ..., X,
ugyanolyan eloszlast, mint Uy, ..., U*, ahol Uy, ..., U, egyenletes [0, t]-en. Ha Uy, ..., U,
fiiggetlen az Y sorozattol, akkor

(X1, Y1),..., (X, Y, é (U,Y1),...,(Un Yn)

closzlésa az N(t) = n feltétel mellett azonos. Legyen Ay, Ay, ..., Ar a [0,t] X R egy par-
ticioja. Az N(t) = n feltétel mellett N(Ay),..., N(Ay) egylittes eloszlasa polinomialis,
hiszen az (U;,Y;) ¢ = 1,...,n pontokat osztjuk szét az Ay, ..., Ax halmazokba egymas-
tol fiiggetlentll. Minden 14, j-re P ((U;,Y;) € A;) = n(A;)/(At). Ez alapjan az egyiittes
eloszlas

P(N(A4;)=n;i=0,....k) =P (N(A;) =n;,i=0,...,k|N(t) =n)P (N(t) =n)
n! (AD\™ (A)"
- [n! H (M)\t )> nt P Al

= T e (- any

ahol n = ng+- - -+ng. Azt kaptuk, hogy ha Ay, ..., Ay diszjunktak és valamennyien részei
a [0, t] x R savnak, akkor N(A;),..., N(Ay) valtozok fiiggetlenek és Poisson eloszlasuak.
Az altalanos esethez, legyen A; 7 = A; N [0,7] x R és T-vel tartsunk végtelenhez. [J

10.3 Feladat Tekintsiik a kovetkezd egyszert modellt. A ¢ idépontig felbocsatott mi-
holdak N(t) szama A intenzitdsi Poisson folyamat. A mitholdak élettartama N-t6l
fiiggetlen, azonos eloszlasi, fiiggetlen valtozok sorozatédnak tekinthets, kozos G elosz-
lasfiiggvénnyel. Mi annak az esélye, hogy a T id6pontban miik6dé mitholdak mindegyike
az s < T id6épont utan keriilt kilovésre?

Megoldas. Legyen &, a k mihold kilovésének az id6pontja és 7, az élettartama. A
feladat szovege szerint { (&, mr) : k > 0} Poisson pontfolyamat (0, 00) x (0, 00)-n melynek
intenzitas mértéke pu = dxr x dG. A kérdés az, hogy mekkora eséllyel nem esik a

A={(z,y) €(0,00)* : 0<z <s,x+y>T}

halmazba pont. Az A halmazba esé pontok szama Poisson

)\A:/Ada:xdG:/Os/TidG(y)da;:/Os(l—G(T—az))d:c

paraméterrel, azaz a valasz exp (—\4)

177



10.1. Gyakorl6 feladatok

1.

Legyen N Poisson eloszlasti valoszintiségi valtozo. X jeloli a fejek, Y az ifrasok
szamat egy dobéssorozat elsé N szami dobasa kozott. Fiiggetlen-e X és Y7

A f6no6kot egy adott napon telefonon keresk szama A\ paramétert Poisson eloszlast
valoszintiségi valtozo. A titkdrng minden hivast a tobbitdl fiiggetleniil p valoszint-
séggel kapcsol be. Milyen eloszlasi a bekapcsolt hivasok szama?

Tegyiik fel, hogy a f6nokhoz Poisson folyamat szerint érkeznek a hivasok és a tit-
karné minden egyes hivast a tobbitdl fiiggetleniil p valoszintiséggel kapcsol be. Mu-
tassuk meg, hogy a bekapcsolt hivasok szama is Poisson folyamatot alkot. Mit
kapunk akkor, ha p az idéponttol is fligg.

Legyen M Poisson pontfolyamat [0,00) X [0,00)-n melynek intenzitas mértéke a
Lebesgue mérték és Y M-t6l fiiggetlen I',, 5 eloszlasi valtozo. Milyen eloszlasi az
N(t) = M([0,t] x [0, Z]) folyamat? Igaz-e, hogy N fiiggetlen névekményd? Igaz-e,
hogy stacionarius névekményti?

. Legyen N (t) azon baleseti helyzetek szama, amibe egy autos a [0, ¢] intervallumon

keriil. A 0 id6pont a jogositvany megszerzésének idépontja és feltessziik, hogy N
Poisson folyamat A intenzitassal. Kezdetben minden baleseti helyzetbdl p valoszi-
ntiséggel lesz baleset. Az els6 baleset utan a vezeté 6vatosabbé valik, ezért ettdl
kezdve q < p valoszintiséggel valik a baleseti helyzet balesetté. Szamitsuk ki, hogy
atlagosan hény balesetet szenved egy autos az elsé két évben.
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11. fejezet

Fluggelék

11.1. Valogatas az abrak el6allitasahoz hasznalt R prog-
ramokbol

11.1.1. Egyszerd, nem animalt Abrak

11.1 Koéd 2.1 &bra (2.4 példa)

n <- 12 #eddig megyunk
k <- 3 #ennyi fele
s <- c(6, 9, 12)
p <- matrix(0, k, n)
for (i in 1:n) {
for (j in 1:k) {
if (s[j]l > i - 1)
plj, il <- prod(s[jl:(s[j] - i + 1))/s[jl"1i
}
}
plot(p[l, ], type = "1", main = "Csupa kiilonb6zd eredmény vszge",
xlab = "Dobasszam", ylab = "p")
for (i in 2:k) lines(p[i, ], col = i)
legend ("topright",
c("12 oldalda kocka", "9 oldald kocka", "6 oldald kocka"),
1ty = c(1, 1, 1), col = c(1, 2, 3))

11.2 Koéd 2.2 &bra (2.6 példa)
par(mfrow = c(1, 1))
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i<-1

j <= 60

n <- c(i:j)

prob <- rep(0, times = length(n))
for (ii in i:j) {

k <- c(1:1i)
prob[ii - i + 1] <- 1 - prod(366 - k)/(365°ii)

b

plot(n, prob, type = "1", main = "Azonos sziil.napok valdszinlisége",
ylab = ||pt|)

dat <- read.table("E:\\OKTATAS\\valszam_peldatar\\szul_nap.dat",
header = T)

nn <- 1075

su <- sum(dat[, 2])

vec <- rep(0, times = nn)

na <- c(1:366)

nap <- 0

for (ii in 1:366) nap <- c(nap, rep(ii, times = dat[ii, 2]))

nap <- nap[2:(length(nap))]

su <- length(nap)

ered <- rep(0, times = (j - 1 + 1))

for (ii in i:j) {
for (jj in 1:nn) {
vec[jj] <- length(unique(nap[sample(su, ii, replace = T)]))
}
ered[ii - i + 1] <- sum(vec < ii)/nn
print(ii)
}
write.table(ered, "E:\\OKTATAS\\valszam_peldatar\\szul_nap_szimul.dat",
quote = F)

lines(ered, col = 2)

abline(h = 0.5)

abline(v = 23, col = 4)

legend("topleft", c("elméleti", "szimulalt"),
1ty = c(1, 1), col = c(1, 2))

11.3 Kod 2.4 abra (2.8 példa)
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#####turna ures
n <- 1le+06 #ismetlesek
k <- 20 #urnak es golyok szama
ered <- rep(0, times = k)
for (i in 1:n) {
ur <- rep(0, times = k)
for (j in 1:k) {
r <- runif(1)
ur[trunc(k * r) + 1] <- urf[trunc(k * r) + 1] + 1

+
ered[k - sum(ur > 0) + 1] <- ered[k - sum(ur > 0) + 1] + 1
}
ered <- ered[, 1]
plot(c(0:19), ered/n, type = "1", main = "Ures urnak szama",
ylim = c(0, 0.36), xlab = "lires urndk szama",
ylab = "valdsziniiség")

points(c(0:19), ered/n)

k <- 10 #urnak es golyok szama
ered <- rep(0, times = k)

for (i in 1:n) {
ur <- rep(0, times = k)
for (j in 1:k) {
r <- runif(1)
ur [trunc(k * r) + 1] <- url[trunc(k * r) + 1] + 1
}
ered[k - sum(ur > 0) + 1] <- ered[k - sum(ur > 0) + 1] + 1

}

ered <- ered[, 1]

lines(c(0:9), ered/n, col = 2)
points(c(0:9), ered/n, col = 2)

legend ("topright", c("n=20", "n=10"), 1ty = c(1, 1), col = c(1, 2))

11.4 Kod 2.8 dbra (2.13 példa)

#nevjegy
n <- 10
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p <- rep(0, times = n)

for (i in 2:n) pli] <- pl[i - 1] + (-1)~(i)/prod(1:i)

plot(p, type = "1",
main = "Annak a valdészinilisége, hogy nincs egyezd névjegy",
ylab = "p", xlab = "n")

abline(h = 1/2.71828, col = 4)

11.5 Kod 2.7 abra (2.12 példa)

par (mfrow = c(1, 1))
k <- 10

p <- rep(1l, times
q <- rep(1, times

6)
7)

for (i in 1:6) {
plil <- (-1)~i * prod(c(6:(6 - i + 1)))/prod(c(1:i)) * ((6 - i)~k)/(67k)
qli + 1] <- q[i] + pl[i]

}

plot(c(0:6), q, type = "1", main = "A szita formula a gyakorlatban",
xlab = "i", ylab = "valésziniség")

k <- 20

for (i in 1:6) {
pli] <- (-1){
i
} * prod(c(6:(6 - i + 1)))/prod(c(1:i)) * ((6 - 1)"k)/(67k)
qli + 1] <- q[i] + pli]
}

lines(c(0:6), q, col = 2)
legend(x = c(4.4, 6.2), y = c(0.44, 0.6),
c("20 dobas", "10 dobas"), 1ty = c(1, 1), col = c(2, 1))

11.6 Kod (2.10 abra 2.13 példa)

#### nevjegy2
par (mfrow = c(1, 1))
k <- 10

p <- rep(1l, times
q <- rep(1l, times

6)
7)
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for (i in 1:6) {
plil <- (-1)~i/prod(c(1:i))
qli + 1] <- q[i] + pli]

b

plot(c(0:6), q, type = "1",
main = "A szita formula a névjegyproblémara",
xlab = "i", ylab = "valésziniiség")

abline(h = 1/2.71, 1ty = 2, col = 2)
11.7 Kod (2.11 abra, 2.14 példa)

#H### 1ift
par (mfrow = c(1, 1))

2)
3)

p <- rep(1, times
q <- rep(1, times

{
pl1] <- (-1) * ((7/9)°5 + (6/9)°5 + (5/9)°5)
pl2] <- (2/9)°5 + (3/9)°5 + (4/9)"5

}

ql2] <- ql1] + pl[1]

ql[3] <- ql2] + pl[2]

plot(c(0:2), ql1:3], ylim = c(0, 1), axes = FALSE, type = "1",
main = "A szita formula a lift-probléméra", xlab = "i",

ylab = "valdsziniiség")
abline(h = q[3], 1ty = 2, col = 1)
axis(1, 0:2, c(0:2))
axis(2)
box ()

{
pl1] <- (-1) * ((7/9)~4 + (6/9)~4 + (5/9)"4)
pl2] <- (2/9)~4 + (3/9)~4 + (4/9)"4

}

ql2] <- ql1] + pl[1]

ql3] <- ql2] + p[2]

lines(c(0:2), ql[1:3], col = 2)

abline(h = q[3], 1ty = 2, col = 2)
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{
pl1] <- (-1) * ((7/9)~3 + (6/9)~3 + (5/9)"°3)
pl2] <- (2/9)"3 + (3/9)"3 + (4/9)"3

}

ql2] <- ql1] + pl[1]

ql3] <- ql2] + pl[2]

lines(c(0:2), ql[1:3], col = 4)

abline(h = q[3], 1ty = 2, col = 4)

legend("topright", c("n=5", "n=4", "n=3"), 1lty = c(1, 1,
1), col = c(1, 2, 4))

11.8 Kod (2.12 abra, 2.15 példa)
#it#t#tkocka 2

par (mfrow = c(1, 1))
k1l <- 6

p <- rep(1l, times = 6)

q <- rep(l, times = 7)

k2 <- 35

r <- rep(0, times = k2 - k1 + 1)

for (j in 1:(k2 - k1 + 1)) {
for (i in 1:6) {
pli] <- (-1)"1i * prod(c(6:(6 - i + 1)))/prod(c(1:1)) * ((6 -

i)°3)/(673)
qli + 1] <- qli] + pli]
b
r[jl <- ql7]
+
plot(c(k1:k2), r, type = "1",
main = "Az Osszes szam dobasanak valdszinilisége",
xlab = "n", ylab = "valésziniség")

lines(c((kl + 1):k2), diff(xr), col = 2)
legend("topleft",

c("P(mind megvan n-bsl)", "P(pont n-bdl jon ki az utolsd)"),
1ty = c(1, 1), col = c(1, 2))
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11.9 Koéd (3.2 abra, 3.7 példa)

#H####irat
par (mfrow = c(1, 1))
p <- c(0.25, 0.5, 0.75, 0.95) #vszg
n <- c(2:20) #fiokok
ered <- matrix(0, length(p), length(n))
for (i in 1:length(p)) {

for (j in 1:length(n)) {

ered[i, jl <- pl[il * 1/n[jl/(1 - pli] + p[i]l * 1/n[jl)

}

b

plot(n, ered[1l, ], ylim = c(0, 0.95), type = "1",
main = "Az irat megtaladléasénak valdszinilisége",
xlab = "fidkok szama", ylab = "valdsziniiség")

points(n, ered[1, 1)

for (i in 2:4) {
lines(n, ered[i, ], col = i)
points(n, ered[i, ], col = i)

}

legend("topright", c("p=0,95", "p=0,75", "p=0,5", "p=0,25"),
1ty = c(1, 1, 1, 1), col = c(4, 3, 2, 1))

11.10 Kéd (3.4 abra, 3.10 példa)

#7b abra (\ref{oszt} példa)
#####tosztozkodas
n <- le+05 #ismetlesek
k <- 4 #szukseges gyozelmek szama
ered <- matrix(0, k, k)
for (1 in 0:(k - 1)) {
for (m in 0:(k - 1)) {
for (i in 1:n) {
11 <-1
mm <- m
while (max(1l, mm) < k) {
r <- runif (1)
if (r < 0.5)
11 <- 11 + 1
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if (r > 0.5)
mm <- mm + 1

}
if (11 == k)
ered[l + 1, m + 1] <- ered[1l + 1, m + 1] +
1
}
}
}

ered <- ered/n

for (i in 1:4) ered[i, i] <- 0.5
plot(c(0:3), ered[4, ], type = "1", axes = FALSE,

main = "Gydzelem valdsziniisége",
ylim = c(0.5, 1), xlab = "vesztett meccsek szama",
ylab = "valdsziniiség")

points(c(0:3), ered[4, 1)

axis(1, 0:3, c(0:3))

axis(2)

box ()

lines(c(0:2), ered[3, 1:3], col = 2)

points(c(0:2), ered[3, 1:3], col = 2)

points(0, ered[2, 1], col = 3)

legend ("topright",
c("3 gybdztes meccs", "2 gydztes meccs", "1 gybztes meccs"),
1ty = c(1, 1, 1), col = c(1, 2, 3))

11.11 Kéd (3.5 dbra, 3.11 példa)

##### dupla hatos

par (mfrow = c(1, 1))

p <- c(1:100)/101

ered <- rep(0, times = 100)

for (i in 1:100) {
ered[i] <- log(l - p[il)/log(35/36)
+

plot(p, ered, type = "1", main = "A dupla hatos dobas",
ylab = "sziikséges dobasok szama", xlab = "valdszinliség")

11.12 Kéd (3.7 abra, 3.13 példa)

186



#hamis erme

par (mfrow = c(1, 1))

n <- c(1:200)

d <- c(2, 5, 10, 20)

ered <- matrix(0, length(n), length(d))

for (i in 1:length(d)) {
for (j in n) ered[j, il <- (1/j)/1/j + (G - 1)/(G * 2~d[i]))
¥

plot(ered[, 1], type = "1", main = "A hamis érme valdszinlisége",
xlab = "n", ylab = "valésziniség")

for (i in 2:4) lines(ered[, i], col = i)

legend(x = c(155, 205), y = c(0.38, 0.62),
c("20 fej", "10 fej", "5 fej", "2 fej"),
1ty = c(1, 1, 1, 1), col = c(4, 3, 2, 1))

11.13 Kod (3.8 abra, 3.14 példa)

####diak tud

par (mfrow = c(1, 1))

n <- c(1:200)

d <- c(1/2, 1/3, 1/4, 1/6)

ered <- matrix(0, length(n), length(d))

for (i in 1:length(d)) {
for (j in n) ered[j, il <- (1/3)/(1/j + dl[i]l * (G - 1)/())
}

plot(1/n, ered[, 1], type = "1", main = "A tudas valdszinlisége",
xlab = "p", ylab = "valdsziniiség")

for (i in 2:4) lines(1/n, ered[, il], col = i)

legend("bottomright", c("tipp vszg: 1/6", "tipp vszg: 1/4",
"tipp vszg: 1/3", "tipp vszg: 1/2"),
1ty = c(1, 1, 1, 1), col = c(4, 3, 2, 1))

11.14 Kod (3.9 dbra)

###binom
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par (mfrow = c(1, 1))

n <- c(1:200) #p=1-n/201

d <- c(5, 10, 20, 40) #n

ered <- matrix(0, length(n), length(d))

for (i in 1:length(d)) {
for (j in n) ered[j, i] <- prod(c(d[il:(d[i] - 4)))/prod(c(1:5)) *
(1 - j/201)°5 * (j/201)~(d[i] - 5)

plot(l - n/201, ered[, 1], type = "1",

main = "Pontosan 5 sikeres kimenetel valdsziniisége",
xlab = "p", ylab = "valdsziniség")

for (i in 2:4) lines(1 - n/201, ered[, i], col = i)

legend ("topleft",
c("5 kisérlet", "10 kisérlet", "20 kisérlet", "40 kisérlet"),
lty = c(1, 1, 1, 1), col = c(1, 2, 3, 4))

11.15 Kod (3.10 abra)

#hipgeo

par (mfrow = c(1, 1))

n <- c(1:200) #selejtesek

N <- 201

d <- c(5, 10, 20, 40) #n

ered <- matrix(0, length(n), length(d))

for (i in 1:length(d)) {
for (j in c(n[5]:n[200])) {
ered[j, i] <- prod(c(j:(j - 4)))/prod(c(1:5))/(prod(c(N: (N -
d[i] + 1)))/prod(c(1:(d[il))))
if (d[i] > 5) {
for (k in 0:(d[i] - 6)) ered[j, i] <- eredl[j,
il » (W - j -k/&+1)

plot(n/N, ered[, 1], type = "1",
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main = "5 selejtes valdszinilisége",
xlab = "selejtarany", ylab = "valosziniség")
for (i in 2:4) lines(n/N, ered[, i], col = i)
legend("topleft", c("5 elemd minta", "10 elemd minta",
"20 elemid minta", "40 elemi minta"),
1ty = c(1, 1, 1, 1), col = c(1, 2, 3, 4))

11.16 Kod (3.11 abra)

#mintavetelek

par (mfrow = c(1, 1))

n <- c(1:200) #p=1-n/201

d <- c(5, 10, 20, 40) #n

ered <- matrix(0, length(n), length(d))

for (i in 1:length(d)) {
for (j in n) ered[j, i] <- prod(c(d[i]:(d[i] - 4)))/prod(c(1:5)) *
(1 j/201)°5 * (j/201)~(d[i] - B)

plot(l - n/201, ered[, 1], type = "1",
main = "5 sikeres kimenetel valdszinilisége",
xlab = "p", ylab = "valdsziniség", 1ty = 2)
for (i in 2:4) lines(1 - n/201, ered[, il, col = i, lty = 2)
legend ("topleft",
c("5 kisérlet", "10 kisérlet", "20 kisérlet", "40 kisérlet"),
1ty = c(1, 1, 1, 1, 1, 2), col = c(1, 2, 3, 4, 1, 1))

n <- c(1:200) #selejtesek

N <- 201

d <- c(5, 10, 20, 40) #n

ered <- matrix(0, length(n), length(d))

for (i in 1:length(d)) {
for (j in c(n[5]:n[200])) {
ered[j, i] <- prod(c(j:(j - 4)))/prod(c(1:5))/(prod(c(N: (N -
d[i]l + 1)))/prod(c(1:(dl[il))))
if (d[i] > B) {
for (k in 0:(d[i] - 6)) ered[j, i] <- eredl[j,
il » (W - j -k/&+1)
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b
+
}

lines(n/N, ered[, 1], type = "1")

for (i in 2:4) lines(n/N, ered[, il], col = i)

legend(x = c(0, 0.3), y = c(0.45, 0.6), c("hip.geo", "binomialis "),
1ty = c(1, 2), col = c(1, 1))

11.17 Kéd (3.13 abra, 3.19 példa)

####szindbad
n <- 20
ered <- rep(1/n, times = n)
for (k in 1:(n - 1)) {
tor <- k/c(k:(n - 1))
ered[k + 1] <- sum(tor)/mn

b

plot(c(0:(n - 1)), ered, type = "1", sub = "n=20",
main = "A legjobb jelolt\nkivalasztasdnak valdsziniisége",
xlab = "k", ylab = "valésziniség")

points(c(0:(n - 1)), ered)
11.18 Koéd (3.14 éabra))

#ittHgeom

par (mfrow = c(1, 1))

n <- c(1:80)

d <- c(1/2, 1/4, 1/8, 1/16) #p

ered <- matrix(0, length(n), length(d))

for (i in 1:length(d)) {
for (j in n) ered[j, i] <- d[i] * (1 - d[i])~j

}

plot(n, ered[, 1], type = "1",
main = "Az els6 sikeres kisérlet iddpontja",
xlab = "kisérlet", ylab = "valdsziniiség")

for (i in 2:4) lines(n, ered[, i], col = i)
legend("topright", c("p=1/2", "p=1/4", "p=1/8", "p=1/16"),
1ty = c(1, 1, 1, 1), col = c(1, 2, 3, 4))
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11.19 Ko6d (3.15 4bra)

####poisson

par (mfrow = c(1, 1))

n <- c(0:15)

d <- c(1, 2.5, 4, 5.5) #p

ered <- matrix(0, length(n), length(d))

for (i in 1:length(d)) {
for (j in n) ered[j + 1, i] <- dpois(j, d[il])
}

plot(n, ered[, 1], type = "1", main = "A Poisson eloszlas",
xlab = "események szama", ylab = "valdsziniiség")

points(n, ered[, 1])
for (i in 2:4) {
lines(n, ered[, i], col = i)
points(n, ered[, i], col = i)
}
legend("topright", c("\u03bb=5,5", "\u03bb=4", "\u03bb=2,5",
"\u03bb=1"), 1ty = c(1, 1, 1, 1),
col = c(4, 3, 2, 1))

11.20 Ko6d (4.4 dbra, 4.3 példa)

##### parok

par (mfrow = c(1, 1))

n <- c(1:30) #m

d <- c(15, 20, 25) #N

ered <- matrix(0, length(n), length(d))

for (i in 1:length(d)) {
for (j in n) ered[j, i] <- (2 x d[i] - j) * (2 * d[i] -
j -1/ *x (2 % d[i] - 1))

plot(n, ered[, 1], type = "1", ylim = c(0, 24),

main = "A megmaraddé parok szama',

xlab = "kihUzott lapok széama", ylab = "varhato érték")
points(n, ered[, 1])
for (i in 2:3) {
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lines(n, ered[, i], col = i)
points(n, ered[, i], col = i)

}

legend("topright", c("N=25", "N=20", "N=15"),
1ty = c(1, 1, 1), col = c(3, 2, 1))

11.21 Kéd (4.5 abra, 4.4 példa)
##### minden eredmeny

par (mfrow = c(1, 1))

n <- c(2:20) #oldalszam

ered <- rep(0, times = length(n))

for (i in 1:length(n)) {
ered[i] <- sum(n[i]/c(1:n[i]))

b

plot(n, ered, type = "1",
main = "Az Osszes eredményhez varhatdan sziikséges kisérletszam",
xlab = "lehet3ségek szama", ylab = "varhato érték")

points(n, ered)

#ml:egyenletes eloszlas

x <- c(1:2000)

x <- (x - 800)/500

par (mfrow = c(1, 2))

y <- rep(0, times = length(x))

a<-0

b <-1

ylx <b & x >al] <- 1/(b - a)

plot(x, y, xlab = "", ylab = "", type = "1", ylim = c(0,
2), main = "slriiségfiiggvény")

a <- -1/2

b <- 3/2

y <- rep(0, times = length(x))
ylx <b & x >al] <- 1/(b - a)
lines(x, y, col = 2)

a <- 0.25

b <- 0.75

y <- rep(0, times = length(x))
ylx <b & x >al] <- 1/(b - a)
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lines(x, y, col = 4)
legend("topleft", cex = 0.5, c("[1/4;3/4]", "[0;1]", "[-1/2;3/2]"),
1ty = c(1, 1, 1), col = c(4, 1, 2))

a<-0
b <-1
y <- rep(0, times = length(x))

z <- (x - a)/( - a)

ylx <b & x >a] <-z[x<b&x>al

ylx >= b] <- 1

plot(x, y, xlab = "", ylab = "", type = "1", main = "eloszlasfiiggvény")
a <- -1/2

b <- 3/2

y <- rep(0, times = length(x))

z <- (x - a)/( - a)

ylx <b & x > al] <- z[x <b & x > a]

y[x >= bl <- 1

lines(x, y, col = 2)

a <- 0.25

b <- 0.75

y <- rep(0, times = length(x))

z <- (x - a)/(b - a)

ylx <b & x > al] <- z[x <b & x > al

y[x >= bl <- 1
lines(x, y, col = 4)
legend("topleft", cex

= 0.5, c("[1/4;3/4]", "[0;1]", "[-1/2;3/2]"),
1ty = c(1, 1, 1), col =

c4, 1, 2))

HAHHHHAHH

#1.05 pl. ¢ m2

HeHHSHAHH

par (mfrow = c(1, 1))

alpha <- c(1:100)/20

plot(alpha, xlab = expression(alpha), ylab = "Intervallum végpontja",
main = "Intervallumhossz a kitevd fiiggvényében",
((alpha + 1))~ (1/(alpha + 1)), type = "1")

HHH R
#1.021 lognorm m3
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HERHHAHHHAHH
par (mfrow = c(1, 2))
x <- ¢(1:1000)
x <- 0.5 + x/1000
m <- 0.001
sig <- 0.01
plot(x, xlab = "", main = "s\ul71r\ul71ségfiiggvény",
ylab = "", dnorm((log(x) - m)/sig)/(x * sig), type = "1")
m <- 0.001
sig <- 0.03
lines(x, dnorm((log(x) - m)/sig)/(x * sig), col
m <- 0.001
sig <- 0.1
lines(x, dnorm((log(x) - m)/sig)/(x * sig), col
m <- 0.05
sig <- 0.03
lines(x, dnorm((log(x) - m)/sig)/(x * sig), col = 3)
legend("topleft", cex = 0.5, c(expression(paste(mu, "=0.001, ",

2)

4)

sigma, "=0.01")), expression(paste(mu, "=0.001, ", signma,
"=0.03")), expression(paste(mu, "=0.001, ", sigma, "=0.1")),
expression(paste(mu, "=0.05, ", sigma, "=0.03"))),

1ty = c(1, 1, 1, 1), col = c(1, 2, 4, 3))

m <- 0.001

sig <- 0.01

plot(x, xlab = "", main = "eloszlasfiiggvény", ylab = "",
pnorm((log(x) - m)/sig), type = "1")

m <- 0.001

sig <- 0.03

lines(x, pnorm((log(x) - m)/sig), col

m <- 0.001

sig <- 0.1

lines(x, pnorm((log(x) - m)/sig), col

m <- 0.05

sig <- 0.03

lines(x, pnorm((log(x) - m)/sig), col = 3)

legend("topleft", cex = 0.5, c(expression(paste(mu, "=0.001, ",

2)

4)

sigma, "=0.01")), expression(paste(mu, "=0.001, ", sigma,
"=0.03")), expression(paste(mu, "=0.001, ", sigma, "=0.1")),
expression(paste(mu, "=0.05, ", sigma, "=0.03"))),

1ty = c(1, 1, 1, 1), col = c(1, 2, 4, 3))
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HHHH R R
#chi-squared m4
HHHHHH R RS
par(mfrow = c(1, 2))
x <- ¢(1:10000)

x <- x%/1000

plot(x, dchisq(x, df = 1), ylim = c(0, 2), xlab = "",
main = "slriliségfiiggvény",
ylab = "", type = "1")

lines(x, dchisq(x, df = 2), col = 2)

lines(x, dchisq(x, df = 3), col = 4)

lines(x, dchisq(x, df = 5), col = 3)

legend("topright", c("sz.f.=1", "sz.f.=2", "sz.f.=3", "sz.f.=bH"),
1ty = c(1, 1, 1, 1), col = c(1, 2, 4, 3))

plot(x, pchisq(x, df = 1), ylim = c(0, 1), xlab = "",
main = "eloszlasfiiggvény", ylab = "", type = "1")

lines(x, pchisq(x, df = 2), col = 2)
lines(x, pchisq(x, df = 3), col = 4)
lines(x, pchisq(x, df = 5), col = 3)

", "sz.f.=2", "sz.f.=3",

legend ("bottomright", c("sz.f.=1",
1, 1), col = c(1, 2, 4, 3))

"sz.f.=5"), 1ty = c(1, 1,

HERHHAFHHAHH B HY
#Poisson szorzatdsszeg szim mb
HERHHUFHHAHHRAHH IS
n <- 10
lam <- 3
N <- 10000
ered <- rep(0, times = N)
for (i in 1:N) {
s <-0
for (j in 1:n) {
s <- s + rpois(1, 3) * rpois(1l, 3)
ered[i] <- s
}
}
par(mfrow = c(1, 1))
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hist(ered, main = "A nyeremény eloszlasa", xlab = "Milli6 Ft",
ylab = "Gyakorisag")

HHHH R

##part becslés binom kvant+norm m6
HH# IR

p <- 0.5

n <- c(1:10000)

er <- n

ern <- er

for (i in 1:length(n)) {
er[i] <- 2 * (1 - pbinom(n[i] * (p + 0.01), n[i]l, p))
ern[i] <- 2 * (1 - pnorm(n[i] * (p + 0.01), n[i] * p,

sqrt(nfi] * p *x (1 - p))))

}

par(mfrow = c(1, 1))

plot(n, er, type = "1",
main = "Az 1%-nal nagyobb eltérés valdsziniisége",
xlab = "n", ylab = "Valdsziniség")

lines(n, ern, col = 2)

abline(h = 0.05)

legend("topright", c("normdlis kozelités", "pontos valdszinlség'),
1ty = c(1, 1), col = c(2, 1))

11.1.2. Interaktiv animaciok

Az interaktiv szimulaciok az R shiny csomagjanak segitségével késziiltek. Néhany példa-
nal az adatbeolvasé ui (user interface) file-t is megadjuk. de az animéaciok tobbségénél a
helykimélés érdekében csak a lényegesebb server file-t kozoljiik.

11.22 Kod (3.6 abra 3.12 példa)

HHtH#

#beteg

HH#H##

shinyUI (pageWithSidebar(
# Application title
headerPanel ("Betegs"),
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sidebarPanel (
sliderInput("paraml",
"Adja meg a p paramétert (betegs v fiatalok):",
value = 0.01, min = 0.001, max = 0.9),
sliderInput("param2", "k:",
value = 0.02, min = 0.001, max = 0.9),
sliderInput("fiat", "Fiatalok r:",
value = 0.2, min = 0.001, max = 0.49),
sliderInput("kozep", "Kok r.:",
value = 0.2, min = .001, max = 0.49)
),

# abrak

mainPanel (plotOutput ("betPlot"))
)

shinyServer (function(input, output) {

data <- reactive({
p <- c(1:99)/100
b <- as.numeric(input$paraml) * as.numeric(input$fiat)/(as.numeric(input$paramil)
as.numeric(input$fiat) + as.numeric(input$param?) x*
as.numeric(input$kozep) + p * (1 - as.numeric(input$kozep) -
as.numeric(input$fiat)))
y <- cbind(p, b)
y
b

output$betPlot <- renderPlot ({
plot(data(O) [, 1], data()[, 2], main = "Fiatalok ",
xlab = "Id&sek betegségének vszge", ylab = "p",
type = "1")
b
b

11.23 Kod (3.17 abra 3.20 példa)
HH##HH

#virag
HH###
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library(shiny)

shinyUI (pageWithSidebar(
# Application title
headerPanel ("Gyiim6lcsok") ,
sidebarPanel (
sliderInput("paraml",
"Adja meg a p paramétert (virdgok szamanak eloszlasa):",
value = 0.2, min = 0.001, max = 0.9),
sliderInput("param2",
"Adja meg az r paramétert (gylimdlcs valdszinisége):",
value = 0.5, min = 0.01, max = 0.99),
sliderInput("szimu", "Szimul&cidk szama:",
value = 100, min = 10, max = 2000)
),
# abrak
mainPanel (plotOutput ("viragPlot"), plotOutput("gyumPlot"))

)

shinyServer (function(input, output) {

data <- reactive(function() {
n <- as.numeric(input$szimu)

p <- as.numeric(input$paraml)
q <- as.numeric(input$param?2)
x <- rgeom(n, p) + 1
g <- rbinom(n, x, q)
cbind(x, g)

b))

output$viragPlot <- reactivePlot(function() {

hist(data() [, 1], main = "Viragok széma", xlab = "Viragok szama",
ylab = "Gyakorisag", col = "red",
breaks = c((min(data() [, 1]) - 1.5):(max(data()[, 1]) + 0.5)))
19)

output$gyumPlot <- reactivePlot(function() {
hist(data() [, 2], main = "Gyiimdlcsdk szama",
xlab = "Gyimolcsdk szama", ylab = "Gyakorisag", col = "red",
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breaks = c((min(data() [, 1]) - 1.5):(max(data() [, 1]1) + 0.5)))
}3)
19)

11.24 Kod (3.18 abra 3.20 példa)

HH#H#

#virag?2

HH###

shinyUI (pageWithSidebar(

# Application title
headerPanel ("Gyiim6lcsok->viragok"),
sidebarPanel(
sliderInput("paraml", "Adja meg a p paramétert (virdgok szaminak eloszlésa):",
value = 0.2,
min = 0.01, step=0.01,
max = 0.9),
sliderInput("param2", "Adja meg az r paramétert (gyimélcs valdszinlisége):",
value = 0.5,
min = 0.01, step=0.01,
max = 0.99),
sliderInput("szimu",
"Szimulacidk szama:",

value = 100,
min = 20,
max = 2000),

sliderInput ("gyum",
"Gyimolcsok széama:",
value = 1,
min = O,
max = 20)
),

# abrak
mainPanel (
plotOutput ("gyumPlot"),
plotOutput ("feltPlot"))
)

199



shinyServer (function(input, output) {

data <- reactive({
x=rgeom(as.numeric(input$szimu) ,as.numeric(input$parami))+1
g=rep(0,times= as.numeric(input$szimu))
for (i 1in 1:as.numeric(input$szimu))

{
gli]l= rbinom(1l,x[i],as.numeric(input$param?))
}
y=cbind(x,g)
y
D
output$gyumPlot <- renderPlot ({
hist(data() [,2], main= "Gyiimélcsdk szama",xlab="Gyiimdlcsok szama",ylab="Gyakori
breaks=c((min(data() [,1]1)-1.5): (max(data() [,1])+0.5)))
)

output$feltPlot <- renderPlot ({
virk=data() [data() [,2]==as.numeric(input$gyum), 1]
hist(virk,breaks=c(min(virk-0.5) : (max(virk)+0.5)),
main= paste("Viragok széama, ha a gyiimolcsdk szama",
as.numeric(input$gyum)) ,xlab="Viragok szama",ylab="Gyakorisag")
i)
b

11.25 Kod (4.3 abra 4.1 alfejezet)
HH#H##

#Atlag

HH##

shinyUI (pageWithSidebar(

# Application title
headerPanel ("Atlag es median"),

sidebarPanel(
selectInput("dist", "Valasszon egy eloszlast:",

choices = c("normalis", "exponencialis", "Pareto(2)")),

sliderInput("megf", "Megfigyelések széama:",
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value = 10, min = 1, max = 1000)

),

mainPanel (plotOutput("eloPlot"))
)

shinyServer (function(input, output) {

rpareto <- function(n) {
1/(1 - runif(n))
}

output$eloPlot <- renderPlot({
distl <- switch(input$dist, normalis = rnorm, exponencialis = rexp,
‘Pareto(2) ¢ = rpareto)
n <- input$megf

x <- distl(as.numeric(n))

plot(x,
main = paste("r", input$dist, "(", "n=", n, ")", sep = ""),
xlab = "", ylab = "")

abline(h = mean(x), col = 4)

abline(h = median(x), col = 2)

legend("topright", 1ty = c(1, 1), col = c(4, 2), c(”Atlag", "Median"))
b
b
11.26 Kod (4.6 abra 4.2 alfejezet)
HH#H#
#Kvantilis
#HH#H#

shinyUI (pageWithSidebar(

# Application title
headerPanel ("Pareto kvantilisek"),

sidebarPanel(
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sliderInput("param", "Valassza ki a paramétert:",
value = 3, min = 0.5, max = 10),

sliderInput("megf", "Megfigyelések szama:",
value = 10, min = 1, max = 1000),

sliderInput("kvant", "Kvantilis:",
value = 0.95, min = 0.001, max = 0.9999)
),

mainPanel (plotOutput("eloPlot"))
)

shinyServer (function(input, output) {
output$eloPlot <- renderPlot({
x <- 1/(1 - runif(as.numeric(input$megf)))~(1/as.numeric(input$param))

plot(x, main = paste("Pareto (", input$param, ") eloszlas (",
"n=", input$megf, ")", sep = ""), xlab = "", ylab = "")
abline(h = quantile(x, as.numeric(input$kvant)), col = 4)
legend ("topright", 1ty = c(1), col = c(4),
c(paste(round(as.numeric(input$kvant), 3), "kvantilis")))
b
D

11.27 Koéd (4.6 abra 4.2 alfejezet)

HHu#HHEHR

###2 momentum

HAHHHHHE

shinyServer (function(input, output) {

output$sfv_comPlot <- renderPlot({

m <- input$mu
s <- input$sig

x <- ¢(0:1000)/100
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b <- sqrt(log(s~2/m~2 + 1))
a <- log(m) - b~2/2
r <- m~2/s"2
1 <- m/s"2
if (872 > m~2) {
aa <- 2 * 872/(872 - m™2)
bb <- (aa - 1) *m

¥

plot(x, dgamma(x, r, 1), col = 4, type = "1",
main = "Azonos varhatd értéki és szdérasu slirliségfiliggvények",
xlab = "", ylab = "", lwd = 2)

lines(x, dlnorm(x, a, b), lwd = 2)
if (872 > m™2)
lines(x, ((x + bb)/bb)~(-aa - 1) * aa/bb, col = 2, lwd = 2)
legend ("topright", c("gamma", "lognormalis", "Pareto"),
1ty = c(1, 1, 1), col = c(1, 4, 2))
19)
19)

11.28 Kod (4.6 abra 4.2 alfejezet)

HiH##H#H
#bizt
Hit

shinyServer (function(input, output) {

output$karPlot <- renderPlot({
beta <- 1
alpha <- 2
n <- input$megf
xf <- beta * (1/runif(n))~(1/alpha) - beta

beta <- 2

alpha <- 1

n <- input$megf

xt <- beta * (1/runif(n))~(1/alpha) - beta

nt <- rbinom(1l, n, input$aran/100)

par (mfrow = c(1, 2))

hist(xt[1:nt], main = paste("Tizkarok"), xlab = "Millié Ft",
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ylab = "", col = "red")

hist(xf[1:(n - nt)],
breaks = c(0: (trunc(max(xf[1:(n -
nt)])) + 1)), main = paste("Feleldsségi karok"),
xlab = "Millidé Ft", ylab = "", col = "blue")

abline(v = 1, lwd = 2)

19)
19)

11.29 Koéd (4.6 abra 4.2 alfejezet)

###### elore
shinyServer (function(input, output) {

output$eloszl <- reactivePrint(function() {

p <- matrix(0, 2, 3)

pl1, 11 <- input$pl1/100

pl2, 1] <- input$p21/100

pll, 3] <- input$p13/100

pll, 2] <- input$p12/100

pl2, 2] <- input$p22/100

pl2, 3] <- 1 - sum(p)

if (p[2, 3] < 0)
print ("Tal nagyok a valdszinliségek")

if (p[2, 3] >=0) {
kszi <- c(input$el, input$e2) #1. valtozd lehetséges értékei
eta <- c(input$fl, input$f2, input$f3) #2. valtozd lehetséges értékei
# kozOs valdsziniliségeloszlés
val <- p

# 1. valtozd eloszlésa
pkszi <- kszi

pkszi[1] <- sum(vall1l, 1)
pkszi[2] <- sum(val[2, ])
# 2. valtozd eloszlésa
peta <- eta

petall] <- sum(val[l, 1])
petal[2] <- sum(val[l, 2])
petal[3] <- sum(val[l, 3])

# valtozok varhato értékei
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Ekszi <- sum(kszi * pkszi)
Eeta <- sum(eta * peta)

# valtozok masodik momentumai
Ekszinegyzet <- sum(kszi~2 * pkszi)
Eetanegyzet <- sum(eta”2 * peta)

# valtozdk szdérésnégyzetei
D2kszi <- Ekszinegyzet - Ekszi~2
D2eta <- Eetanegyzet - (Eeta)~2

# kovariancia
Ekszieta <- 0
for (i in 1:2) {
for (j in 1:3) {
Ekszieta <- Ekszieta + kszil[i] * etal[j] =

valli, jl
}
}
kovariancia <- Ekszieta - Ekszi * Eeta
print (paste("Kovariancia=", round(kovariancia, 3)), sep = "")

# korrelacib
correl <- (Ekszieta - Ekszi * Eeta)/(D2kszi * D2eta)~0.5
print (paste("Korrelacidé=", round(correl, 3)), sep = "")
# linearis eldrejelzés
konstans <- Ekszi - correl * (D2kszi/D2eta)~0.5 * Eeta #konstans tag
beh <- correl * (D2kszi/D2eta)”~0.5 #eta szorzdja
nhibalin <- (1 - correl~2) * D2kszi #negyzetes hiba
print(paste("A linedris eldrejelzés:",
round(beh, 3), "*xX+", round(konstans), sep = ""))

# eldrejelzés varhatd értékkel

Ekszifelt <- rep(0, 3)

for (j in 1:3) {
Ekszifelt[j] <- sum(kszi * val[, j])/petalj]

+

print(paste("Elérejelzés a varhatd érték alapjan X elsd értéke esetén:",
round (Ekszifelt[1], 3)), sep = "")

print(paste("Eldrejelzés a varhatd érték alapjan X misodik értéke esetén:"
round (Ekszifelt[2], 3)), sep = "")
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print(paste("Eldrejelzés a varhaté érték alapjan X harmadik értéke esetén:",
round (Ekszifelt[3], 3)), sep = "")

D2kszifelt <- sum(Ekszifelt~2 * peta) - Ekszi~2 #feltételes
# varhatd érték szdérésnégyzete
nhiba <- D2kszi - D2kszifelt

}
xx <- matrix(0, 1, 2)
colnames(xx) <- c("Linedris", "Varhatd értékes")

xx[1, 2] <- round(D2kszifelt, 3)
xx[1, 1] <- round(nhibalin, 3)

print(paste("A linedris eldrejelzés négyzetes hibaja:", xx[1, 1]))
print(paste("A varhatd értékes eldrejelzés négyzetes hibaja:", xx[1, 2]))
b

i9)

11.30 Kod (4.6 abra 4.2 alfejezet)
HH#H#H
#gamma
HAH#HH
shinyServer (function(input, output) {
output$gelofvPlot <- renderPlot({
s <- input$sig
r <- input$r

x <- ¢(0:200)/10

plot(x, pgamma(x/s, r, 1), type = "1", ylim = c(0, 1),

main = paste("Gamma eloszlasfv. (r=", r,
n, lambda=", round(l/s, 3)’ u)u’ sep - un)’
xlab = "", ylab = "")

b
output$gsfvPlot <- renderPlot ({

s <- input$sig
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r <- input$r
x <- ¢(1:2000)/100

plot(x, dgamma(x/s, r, 1), type = "1", ylim = c(0, max(1l, dgamma(x/s, r, 1))),

main = paste("Gamma slriségfv. (r=", r,
", lambda=", round(l/s, 3), ")", sep = ""),
xlab = nu, ylab - nn)
19)
19)

11.31 Kod (4.6 abra 4.2 példa)

it
#tkolcson
it

shinyServer (function(input, output) {

output$vszg <- reactivePrint(function() {
n <- c(input$nl, input$n2, input$n3) #nemesek, polgarok és parasztok szama
B <- c(input$bl, input$b2, input$b3)
B <- B/500 #békekdlcsonok nagysaga
K <- sum(n * B) + 2 #kincstarban 1évd pénz

C <- rep(0, 9) #nyeremények nagysaga

dim(C) <- c(3, 3) #valdsziniliségek
P<-C

C[1, 1] <- input$cilil

C[1, 2] <- input$ci2

C[2, 1] <- input$c2

C[3, 1] <- input$c3

C <- C/500

P[1, 1] <- as.numeric(input$p1)/100
P[1, 2] <- as.numeric(input$p2)/100
P[2, 1] <- input$p1/100

P[2, 2] <- 1 - input$p1/100

P[3, 1] <- input$p1/100

P[3, 2] <- 1 - input$p1/100

P[1, 3] <- 1 - P[1, 1] - P[1, 2]
P[2, 3] <- 1 - P[2, 1] - P[2, 2]
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P[3, 3] <- 1 - P[3, 1] - P[3, 2]
m <- rep(0, 3) #nemesek, polgarok és parasztok varhatd nyereménye
for (i in 1:3) {
m[i] <- sum(P[i, ] * C[i, 1)
X
m2 <- m #mésodik momentum
for (i in 1:3) {
m2[i] <- sum(P[i, ] * C[i, ]1°2)
¥
d2 <- m2 - m~2 #szOrasnégyzet
u <- m #3. centrilis momentum
for (i in 1:3) {
uli] <- sum(P[i, ] * (abs(C[i, ] - m[i]))"3)
¥
osszm <- sum(n * m) #varhatdé Ossznyeremény
if (K > osszm)
cc <- sum(n * d2)/(K - osszm)~2 #csdd valdszinliségének becslése: Csebisev
if (K <= osszm)
cc <- 1
cn <- 1 - pnorm((K - osszm)/(sum(n * d2))~0.5) #normalis kézelités
ce <- 0.56 * sum(n * u)/(sum(n * d2))~1.5 #normdlis koézelités Esséen szerinti hi
cs <- ce t+ cn
cs <- min(cs, 1)
cc <- min(cc, 1)
print(paste("csdd valdszinliségének becslése Csebisev-egyenlStlenséggel:",

round(cc, 6), sep = ""))
print (paste("csdd valosziniségének becslése normalis kozelitéssel:",
round(cn, 6), sep = ""))

print(paste("cs8d valdszinliségének Esséen szerinti kozelitése:",
round(cs, 6), sep = ""))

D
i)
11.32 Kod (4.6 abra 4.2 alfejezet)
HHuRHHEHR

#Meghalad
HHHHHHH
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shinyServer (function(input, output) {
output$meghalad_valPlot <- renderPlot ({

c <- ¢(10:100)/10
s <- input$sig

m<- 1
r <- 1/872
1l <- m/s"2

if (s72 > 1) {
aa <- 2 * 872/(s72 - 1)
bb <- (aa - 1) *m
+
plot(c, 1 - pgamma(c * m, r, rate = r/m),
ylim = c¢(0, max(1 - plnorm(c * m, log(m/(1 + s72))),
1 - pgamma(c * m, r, rate = r/m), ((c * m + bb)/bb)~(-aa))),
col = 4, type = "1",

main = paste("c meghaladasanak valoszinisége (m=1)", sep = ""),
xlab = "c¢", ylab = "valdsziniség", lwd = 2)

lines(c, 1 - plnorm(c * m, log(m/(1 + s72)), sqrt(log(l + s72))),
lud = 2)

if (s > 1)

lines(c, ((c * m + bb)/bb)~(-aa), col = 2, lwd = 2)
legend ("topright", c("gamma", "Pareto", "lognormalis"),
1ty = c(1, 1, 1), col = c(4, 2, 1))
b
b

11.33 Kod (4.6 abra 4.2 alfejezet)
HHHH

#Szimelore

it

shinyServer (function(input, output) {

output$regr <- renderPlot ({
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p <- matrix(0, 2, 3)
pll, 1] <- input$p11/100
pl2, 1] <- input$p21/100
pl1, 3] <- input$p13/100
pll, 2] <- input$p12/100
pl2, 2] <- input$p22/100
pl2, 3] <- 1 - sum(p)
if (p[2, 3] < 0)
print ("Tal nagyok a valdszinliségek")
if (pl[2, 3] >= 0) {
pvec <- c(pl1, 1, pl2, 1D
nn <- 0
while (nn < 6) {
X <- rmultinom(n = 1, size = input$simu,
prob = pvec)
nn <- sum(x > 0)
}
obs <- matrix(0, input$simu, 2)
obs[, 1] <- c(rep(input$el, times = sum(x[1:3])),
rep(input$e2, times = sum(x[4:6]))) #1. valtozd értékei
obs[, 2] <- c(rep(input$fl, times = x[1]), rep(input$f2,
times = x[2]), rep(input$f3, times = x[3]),
rep(input$fl, times = x[4]), rep(input$f2,
times = x[5]), rep(input$f3, times = x[6])) #2. valtozd értékei

lme <- 1m(obs[, 1] ~ obs[, 2])$coef
nemlin <- rep(0, times = 3)
dl <- sum((obs[, 2] * 1me[2] + 1lme[l] - obs[,1])"2)
dnl <- nemlin
for (i in 1:3) nemlin[i] <- mean(obs[obs[, 2] ==
unique(obs[, 21)[i], 11)
for (i in 1:3) dnl <- dnl + sum((nemlin[i] -
obs[obs[, 2] == unique(obs[, 2])[i], 1])~2)
plot(obs[, 2], obs[, 1], main = "Y kozelitése X segitségével",
xlab = "x", ylab = "y",
sub = paste("A kordk teriilete aranyos az adott pont gyakorisagaval.",
paste(" Négyzetes veszteség:", "linearis:",
round(dl, 2), "nemlinedris:", round(dnl, 2))))
t <- table(obs[, 1], obs[, 2])
for (i in 1:3) {
for (j in 1:2) {
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points(unique(obs[, 2])[i], unique(obs[, 11)[j],
cex = sqrt(tlj, i]), pch = 21,
bg = "red")
+
+
lines(c(min(obs) :max(obs)),
lme[1] + c(min(obs) :max(obs)) * 1lme[2], lwd = 2)

lines(unique(obs[, 2]), nemlin, col = 4, lwd = 2)
legend(x = (3 * (obs[1, 2] + obs[2, 2])/4),
y = max(obs[, 1]), c("linedris", "varhato értékes"),
1ty = c(1, 1), col = c(1, 4))

1))

o)

11.1.3. Nem interaktiv animéaciok

H#HHH
#buszok
it

library(graphics)
library(animation)
library(plotrix)

#6-kor indulnak a buszok, atlagosan 1 6ras intervallumokkal,
12-ig beérkezd buszok szamat nézzik
saveGIF ({
ani.options(nmax = 200)
for (n in 1:ani.options("nmax")) {
x <- c(1:40)
y <- c(6:6)
for (i in 1:100) {
if (y[length(y)] < 12) {
a <- rep(0, (length(y) + 1))
all:1length(y)] <- y[1:length(y)]
allength(y) + 1] <- yl[length(y)] + rgamma(l, 1, 1)
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y <-a

+
b
plot(x[1:1length(y)], y, pch = 8,
main = "6 és 12 6ra kozott beérkezd buszok",
xlab = "busz sorszama", ylab = "busz érkezési ideje")

z <- rep(12, length(y))

lines(x[1:1length(y)], z, type = "1", col = 4)

legend ("bottomright", paste("12 dra eldtt beérkezd buszok szdma: ",
(length(y) - 1)))

legend("topleft", paste("kisérlet sorszama: ", n))
ani.pause()
}
}, interval = 0.5, movie.name = "busz.gif", ani.width = 600,

ani.height = 600)

#6-kor indulnak a buszok, atlagosan 1 6ras intervallumokkal, 12-kor
#érkeziink a megadlléba, mennyit kell varnunk a buszra
saveGIF ({
ani.options(nmax = 200)
pr <- rep(0, ani.options("nmax"))
for (n in 1:ani.options("nmax")) {
par (mfrow = c(1, 2))
x <- c(1:40)
y <- c(6:6)
for (i in 1:100) {
if (y[length(y)] < 12) {
a <- rep(0, (length(y) + 1))
all:1length(y)] <- y[1:length(y)]
allength(y) + 1] <- yl[length(y)] + rgamma(1l, 1, 1)

y <-a
+
b
plot(x[1:1length(y)], y, pch = 8,
main = "6 é&s 12 6ra kozott beérkezd buszok\nés a 12 utdni elsd busz",
xlab = "busz sorszama", ylab = "busz érkezési ideje")

z <- rep(12, length(y))

lines(x[1:1length(y)], z, type = "1", col = 4)

legend ("bottomright", paste("Varakozasi idd a 12 dra utani elsd buszra: ",
(y[length(y)] - 12)))

legend("topleft", paste("kisérlet sorszama: ", n))

212



prin] <- yl[length(y)] - 12

barp(pr[1:n], main = "varakozasi iddk")
legend("top", paste("kisérletek szama: ", n))
ani.pause()
}
}, interval = 0.5, movie.name = "busz2.gif", ani.width = 1200,

ani.height = 600)

HHA R
#galtonwatson
HHHH R

library(animation)
## 100-b6l induld Galton-Watson folyamat szimuldlésa

saveGIF ({
ani.options(nmax = 100)
e <- rep(0, ani.options("nmax"))
e[1] <- 100
x <- c(l:ani.options("nmax"))
for (n in 2:ani.options("nmax")) {
if (e[n - 1] > 0) {
e[n] <- sum(sample(c(0, 1, 2, 3), e[n - 1],
replace = TRUE, prob = c(0.3, 0.5, 1/10, 1/10)))

X
plot(x[1:n], el[l:n], type = "1", col = 2, main = "Elagazd folyamat",
xlab = "Generacid6", ylab = "egyedek szama")
ani.pause()
}
}, interval = 0.5, movie.name = "galtonwatson.gif", ani.width = 600,

ani.height = 600)

HHHHHHHH
#gyorfipelda
#HHHHHHH

library(animation)

##teredeti befektetés szerint a tdke eloszlasa n év utan
n <- 10

x <- ¢(0:n)
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a<-1.9x % 0.5 - x)

plot(a, dbinom(x, n, 0.5), main = "T8ke eloszlasa 10 év utan",
ylab = "valdsziniiség", xlab = "t&ke")

##ovatosabb befektetés szerint a tdéke eloszlasa n év utan

n <- 10

x <- ¢(0:n)

a <- 1.45"x * 0.75"(n - x)

plot(a, dbinom(x, n, 0.5),
main = "Tdke eloszlasa 10 év utan (6vatosabb befektetési politikaval)",
ylab = "valdsziniiség", xlab = "tdke")

##Tokehelyzet bemutatésa
saveGIF ({
oopt <- ani.options(interval = 0.5, nmax = 100)
aelozo <- c(0:0)
aelozo[1] <- 1
for (n in 1:ani.options("nmax")) {
x <- c(0:100)
a <- c(0:n)
all:n] <- aelozol[1l:n]
¢ <- rbinom(1l, 1, 0.5)
aln + 1] <- a[n] * 1.97¢ * 0.5°(1 - ¢)
aelozo <- a
plot(x[1:(n + 1)], a, type = "1", col = 2,

main = "Részvény értéke", xlab = "", ylab = "")
legend ("topright", paste("eltelt évek szama: ", n))
ani.pause() ## pause for a while (’interval’)
}
}, interval = 0.5, movie.name = "reszveny.gif", ani.width = 600,

ani.height = 600)

##To0kehelyzet bemutatésa 6vatosabb befektetéssel
saveGIF ({

oopt <- ani.options(interval = 0.5, nmax = 100)

aelozo <- c(0:0)

aelozo[1] <- 1

belozo <- aelozo

for (n in 1:ani.options("nmax")) {

x <- ¢c(0:100)
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a <- ¢c(0:n)

b <- a

all:n] <- aelozo[l:n]

b[1:n] <- belozo[1l:n]

¢ <- rbinom(1, 1, 0.5)

aln + 1] <- a[n] * 1.97¢c * 0.5°(1 - ¢)
bln + 1] <- b[n] * 1.45"c * 0.75"(1 - c¢)
aelozo <- a

belozo <- b

plot(x[1:(n + 1)], a, type = "1", col = 2,

main = "Részvény és tOke értéke",

xlab = nu, ylab - nn)
lines(x[1:(n + 1)], b, 1ty = 4, cex = 0.2, col = 4)
legend ("topright", paste("eltelt évek szama: ", n))

legend("topleft", c("eredeti", "o6vatosabb"), 1ty = c(1, 4),
col = c(2, 4))
ani.pause() ## pause for a while (’interval’)
}
}, interval = 0.5, movie.name = "toke.gif", ani.width = 1000,
ani.height = 1000)

HH
#normkozelites
it

#n indikator és exponencidlis normalis kozelitése

n <- 40

p <-0.1

x <- ¢(0:400)/40 - 5

plot(x, pnorm(x), type = "1", col = 2,
main = "Flggetlenek Osszege standartizdltjinakeloszlasfiiggvénye",
xlab = "", ylab = "")

lines(x, pbinom((n * p * (1 - p))~0.5 * x + n * p, n, p),
1ty = 4, cex = 0.2, col = 4)

lines(x, pgamma((n~0.5 * x + n), scale = 1, shape = n),
1ty = 2, cex = 0.2, col = 1)

legend("bottomright", paste("n=", n))

legend("topleft", c("Normalis", "l-exponencidlis", "O,1-indikator"),
1ty = c(1, 4, 2), col = c(2, 4, 1))

library(animation)
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saveGIF ({
ani.options(nmax = 200)
p <- 0.1
for (n in 1:ani.options("nmax")) {
x <- c(0:400)/40 - 5
plot(x, pnorm(x), type = "1", col = 2,
main = "Fliggetlenek Osszege standartizdltjanak eloszlasfiiggvénye",
xlab "noylab = "")
lines(x, pbinom((n * p * (1 - p))~0.5 * x + n * p, n, p),
1ty = 4, cex = 0.2, col = 4)
lines(x, pgamma((n~0.5 * x + n), scale = 1, shape = n),
lty = 2, cex = 0.2, col = 1)
legend ("bottomright", paste("n=", n))
legend("topleft", c("Normalis", "1-exponencialis",
"0,1-indikator"), 1ty = c(1, 4, 2), col = c(2, 4, 1))
ani.pause() ## pause for a while (’interval’)
}
}, interval = 0.5, movie.name = "normkoz.gif", ani.width = 600,
ani.height = 600)

HHH R
#inszt
it

library(graphics)
library(animation)
library(plotrix)

saveGIF ({
ani.options(nmax = 100)
x <- c(l:ani.options("nmax"))
pr <- rep(0.25, ani.options("nmax"))

pr2 <- pr
npr <- pr
npr2 <- pr
pr3 <- pr

for (n in 1:ani.options("nmax")) {
par (mfrow = c(1, 2))
prln] <- rbinom(1, 1, 0.25)
pr2[n] <- mean(pr[1:n])
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npr[n] <- rnorm(1, 0.25, 1)
npr2[n] <- mean(npr[i:n])
barp(pr[1:n], main = "0,25-indikatorok szimuldldsa és atlagaik")
lines(x[1:n], pr2[1:n], type = "1", col = 4)
lines(x[1:n], pr3[1:n], type = "1", col = 2)
barp(npr[1:n], main = "N(0,25,1)szimulalasa és atlagaik")
lines(x[1:n], npr2[1:n], type = "1", col = 4)
lines(x[1:n], pr3[1:n], type = "1", col = 2)
ani.pause()

}

}, interval = 0.5, movie.name = "nszt.gif", ani.width = 1200,
ani.height = 600)

I
#szimboly
T H

library(animation)

## szimmetrikus bolyongas
saveGIF ({
ani.options(nmax = 200)
p <- 0.5
aelozo <- c(0:0)
aelozo[1] <- 0
for (n in 1:ani.options("nmax")) {
x <- c(0:ani.options("nmax"))
a <- c(0:n)
all:n] <- aelozol[1l:n]
¢ <- rbinom(1, 1, p)
aln + 1] <- a[n] + (17¢c * (-1)~(1 - ¢))
aelozo <- a
plot(x[1:(n + 1)], a, type = "1", col = 2,

main = "Véletlen bolyongds a szamegyenesen",
xlab = ""  ylab = "")
legend("topright", paste("jobbra lépés valdsziniisége: ", p))
legend("bottomright", paste("lépések szama: ", n))
ani.pause()
}
}, interval = 0.5, movie.name = "szimboly.gif", ani.width = 600,

ani.height = 600)
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saveGIF ({

ani.options(nmax = 200)

p <- 0.55

aelozo <- c(0:0)

aelozo[1] <- 0

for (n in 1:ani.options("nmax")) {
x <- c(0:ani.options("nmax"))
a <- c(0:n)
all:n] <- aelozol[1l:n]
¢ <- rbinom(1, 1, p)
aln + 1] <- a[n] + (17c * (-1)~(1 - ¢©))
aelozo <- a
plot(x[1:(n + 1)], a, type = "1", col = 2,

main = "Véletlen bolyongas a szamegyenesen",
xlab = "", ylab = "")
legend ("topright", paste("jobbra lépés valosziniisége: ", p))
legend ("bottomright", paste("lépések szama: ", n))
ani.pause()
}
}, interval = 0.5, movie.name = "nemszimboly.gif", ani.width = 600,

ani.height = 600)
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Fiatalok betegségenek valoszinisege
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11.1. abra. A (3.12) példa valoszintiségének fiiggése az idések megbetegedési valoszint-
ségétdl, az dbra baloldalan lathatd paraméterbeallitas mellett, 11.22 kod

11.2. Tovabbi abrak

Az aldbbiakban az interaktiv szimulaciok legérdekesebb eredményeibdl valogatunk, azzal
a célzattal, hogy ezzel is segitsiik hasznalatukat, illetve hogy a jegyzet segitségével adott
esetben offline (papir) alapon is meg lehessen érteni példaul a kiilénb6z6 paraméterezések
lényegét. Az dbraknal megadjuk, hogy melyik feladathoz is tartoznak, igy konnyen utéana
lehet nézni a részleteknek.
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Fiatalok betegségének valoszinisége
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11.2. abra. A (3.12) példa valoszintiségének fliggése az idések megbetegedési valoszint-
ségétdl, az dbra baloldalan lathatd paraméterbedllitas mellett, 11.22 kod
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11.3. dbra. A virdgok és a gylimolesok szamanak szimulalt eloszlasa a (3.20) példanal,
az abra baloldalan lathato paraméterek és szimulacioszam esetén,11.23 kod
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11.4. dbra. A virdgok és a gylimolesok szamanak szimulalt eloszlasa a (3.20) példanal,
az abra baloldalan lathato paraméterek és szimulaciészam esetén,11.23 kod
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11.5. dbra. A virdgok és a gylimolesok szamanak szimulalt eloszlasa a (3.20) példanal,
az abra baloldalan lathato paraméterek és szimulaciészam esetén,11.23 kod
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A median és az atlag optimumtulajdonsaga

Valasszon egy eloszlast Atlagos eléresek
narmalis “ aq -
inaane
Megfigyelések szama: Bribendl vl |

&
1

20

16

Atiagos sEpres

gy
Mt 0 303« 001

11.6. abra. Az atlag és a medidn optimumtulajdonsiga a normélis eloszlasra 80 elemi
mintara

A median és az atlag optimumtulajdonsaga
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11.7. dbra. Az atlag és a medidn optimumtulajdonséga az exponencialis eloszlasra 80
elemd mintéra
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A median és az atlag optimumtulajdonsaga
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11.8. dbra. Az atlag és a median optimumtulajdonsaga a Pareto(2) eloszlasra 80 elemii
mintara
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11.9. dbra. A lineéris és a nemlineéris el6rejelzés Osszehasonlitasa: jelentGs eltérés
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11.10. abra. A linearis és a nemlineéris el6rejelzés Osszehasonlitésa: y szérdsanak nove-
lése novelte a hibat
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11.11. abra. A linearis és a nemlinearis elérejelzés Osszehasonlitésa: kicsi az eltérés
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