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1. Bevezetés

Akiknek ez a konyv késziilt

Els6sorban az ELTE Informatikai Kar programtervezd informatikus, program-
tervezd matematikus, programozo6 és informatika tanar szakos hallgatéi szé-
méra késziilt ez a példatar, amely részletesen kidolgozott példakbol all.

A példatar szerkezete

A teljes anyag lényegében két részre tagolodik. A Példdk fejezet anyagét
végigkdvetve kialakulhat egy atfogd kép az alapvetd fogalmakrél. Ha valaki
ezeket az ismereteit mélyiteni kivanja, akkor a Feladatok fejezet példaihoz
nyulhat, amelyek szintén megoldassal egyiitt szerepelnek.

Koszénetnyilvanitas

A példék részben méas konyvekbdl, példatarakbol, masok altal Gsszeallitott
feladatsorokbol szarmaznak. Azok a forrésok, amelyekrsl tudomésom van,
szerepelnek az Irodalomjegyzék fejezetben. A példak maés része pedig ebben a
példatarban jelenik meg elgszor.

Egyes relacio példak valamikori hallgat6imtoél szarmaznak, akik az oktatés
soran kérdésként fogalmaztak meg ezeket.

Koszonom Czirbusz Sandor segitségét, aki aprdlékos munkéval igyekezett
kisztirni a hibakat. Tanécsait igyekeztem messzemen@en figyelembe venni.
nagy segitségemre volt.

A konyvben talalhaté hibdkra, hidnyossidgokra vonatkozoé észrevételeket
koszonettel fogadom.

Budapest, 2010. jinius

Lang Csabané
zslang@compalg.inf.elte.hu
ELTE Informatikai Kar Komputer Algebra Tanszék
1117 Budapest, Pazmany Péter sétany 1/C.
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2. Elméleti osszefoglalas

2.1. Jelolések

N a termeészetes szamok (nem negativ egész szamok) halmaza, N = {0,1,2,3...}.
7 az egész szamok halmaza.

Q a racionélis szamok halmaza.

R a valos szamok halmaza.

C a komplex szamok halmaza.

2.2. Teljes indukcié

A teljes indukcids bizonyitdsi mddszer soran azt bizonyitjuk be, hogy meg-
szamlalhatéan végtelen sok Aq, Ag, ... Ay, ... allitds mindegyike igaz. A bizo-
nyités két lépcsében torténik:

I. Belatjuk, hogy A igaz.

II. Belatjuk, hogy ha A, igaz, akkor ebbdl kovetkezik, hogy A,41 igaz,
tehét a tulajdonsag orokladik.

2.3. Logika

A predikatum (itélet, dllitds, kijelentés) definidlatlan alapfogalom, amelynek
az értéke a valtozoi értékétsl fiiggben vagy igaz (1), vagy hamis (). (Léasd [6,
10. oldal]) A nullvaltozos predikatumok értéke vagy igaz, vagy hamis. Példaul
S(z) jelentse azt, hogy ,x paratlan szam”, T' pedig jelentse azt, hogy ,hétfs
a hét harmadik napja.”

Logikai jelek.

Negacid, tagadds. A P itélet negacioja =P (nem P.) Ha P igaz, akkor =P
hamis, ha P hamis, akkor =P igaz.

Kongunkcic. A P és @Q itéletek konjunkcidja PAQ. (P és Q.) PAQ akkor
és csakis akkor igaz, ha P és @ is igaz.

Diszjunkcio. A P és Q itéletek diszjunkcidja PV Q. (P vagy Q.) PV Q
akkor és csakis akkor hamis, ha P és () is hamis.
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2.4. Halmazok 5

Implikdcio. A P és Q itéletek implikicioja P = Q. (Ha P, akkor Q.)
P = @ akkor és csakis akkor hamis, ha P igaz, de @) hamis.

Ekvivalencia. A P és Q itéletek ekvivalencidja P < Q. (P akkor és csak
akkor (pontosan akkor), ha Q.) P < @ akkor és csakis akkor igaz, ha P és Q)
egyszerre igazak vagy egyszerre hamisak.

Kvantorok.

Egzisztencidlis kvantor. 3x. Létezik (van olyan) x, hogy . ...

Univerzdlis kvantor. V. Minden x esetén .. ..

2.4. Halmazok

A matematikiban sziikség van olyan fogalmakra, amelyeket nem hatarozunk
meg, nem definidlunk més fogalmak segitségével, ezeket alapfogalmaknak ne-
vezzik.

Az egyik leggyakrabban hasznélt alapfogalom a halmaz, valamint a hal-
maz elemének lenni, melyeknek koriilirdsa az alabbi moédon térténhet.

A halmaz bizonyos dolgok, fogalmak egyiittese, Osszessége. A halmazba
sorolt dolgok a halmaz elemes.

Ha z eleme az X halmaznak, ezt * € X jeldli, ahol az z elem vala-
mely nagy halmazbol, univerzumbdl, alaphalmazbol keriil ki. y ¢ X pedig azt
fogja jel6lni, hogy y nem eleme X-nek. Két halmazt azonosnak tekintiink, ha
ugyanazok az elemei. Halmazt tobbféle médon megadhatunk. Véges halmaz
esetén felsorolhatjuk az elemeket kapcsos zarojelben. Az X = {z|T(z)}, il-
letve X = {z: T(z)} azt fogja jelenteni, hogy az X halmaz elemei azok az z
elemek, melyek a T'(x) feltételnek, allitdsnak eleget tesznek.

FEgy halmaz elemei kozétt nincsenek megegyezéek. Ha valamely elemet
tobbszor sorolunk fel, az akkor is csak egyszeresen eleme a halmaznak.

Ures halmaznak olyan halmazt neveziink, amelyiknek nincsen eleme. Mivel
minden halmazt egyértelmtien meghatéroznak az elemei, ezért egyetlen ilyen
halmaz van, amit a () jellel jeloliink.

Az tires halmaz léte nélkiil a t6bbi alaptulajdonsaghbol nem lehetne kovet-
keztetni arra, hogy léteznek halmazok. Az iires halmazbol ellenben végtelen
sok halmazt tudunk késziteni a kovetkezé modon:

0,{0},{0,{0}},{0, {0}, {0,{0}}}, ...

Ezek a halmazok nem csupan mind kiilonboz6ek, hanem elemszamuk (kilon-
boz6 elemeiknek a szama) — 0, 1, 2, 3, ... — is egyre novekszik.

Az A halmazt a B halmaz részhalmazdnak nevezziik, ha A minden eleme
B-nek is eleme. Ezt A C B jeloli. Az A halmaz wvalddi részhalmaza a B
halmaznak, ha A C B, de A # B. Ezt A C B fogja jel6lni.
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Valamely halmaz részhalmazaival kiilonb6z6 mdveleteket végezhetiink, ame-
lyek eredményeképpen halmazokbél Gjabb halmazok jénnek létre. Tekintsiink
egy H nemiires halmazt — a tovabbiakban nevezziik alaphalmaznak —, és le-
gyen A, BC H.

Az A és B halmazok egyesitése (unidja) azon elemek Gsszessége, melyek
az A és B halmazok legalabb egyikének elemei. Jelolése A U B.
AUB = {z|r € A vagy = € B}.

(A kapcsos zérdjelben a vagy szocska megengeds értelemben szerepel,
vagyis * € A, © € B egyiittes teljesiilése esetén is egyesitésbeli elemhez
jutunk.)

A definici6 alapjan konnyen belathaté az alabbi tulajdonsagok teljesiilése:

AUB=BUA kommutativitas
(AUB)UC =AU (BUC) asszoclativités
AUA=A idempotencia
AUupP=A

ACAUB

Az A és B halmazok metszete (kozos része) azon elemek 6sszessége, melyek
az A és B halmazok mindegyikének elemei. Jelolése: AN B.
ANB = {z|lxr € Aésx € B}.

Az alabbi, az el6z6ekhez hasonlé tulajdonsiagok teljesiilése szintén kénnyen
belathato.

ANB=BnNA kommutativitas
(ANB)NC=An(BNC) asszociativitas
ANA=A idempotencia
ANO =0

ANBCA

A és B diszjunkt (idegen) halmazok, ha metszetiik az iires halmaz.

Mivel mindkét miivelet asszociativ, ezért a zardjel elhagyhato, ha egyesités
illetve metszet miivelet egymas mellett tobbszor is szerepel. Az egyesités és
metszet egylittes szereplése esetén azonban a zardjel nem hagyhaté el. Erre
az esetre az alabbi disztributiv torvények érvényesek.

AN(BUC)=(ANB)U(ANC) AU(BNC)=(AUuB)N(AUC)
Koénnyen belathaté az alabbi abszorpcids tulajdonsagok teljesiilése.
AU (ANnB)=A AN (AUuB)=4

A\ B az A és B halmazok killénbsége. Mindazok az elemek beletartoznak,
melyek A-nak elemei, de B-nek nem. A\ B = {z|x € A és = ¢ B}.
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Koénnyen lathato, hogy
A\D =4 0\ A=0 A\NA=0

AAB az A és B halmazok szimmetrikus differencidja (szimmetrikus kii-
lonbsége). Elemei azok az A-ban illetve B-ben levs elemek, melyek pontosan
az egyik halmaznak elemei. AAB = (A\ B)U (B \ A).

Belathato az alabbi allitasok teljesiilése. (A szimmetrikus differencia asszo-
ciativitasanak bizonyitésa hosszadalmasabb munkét kivan.)

AAB = BAA (AAB)AC = AA(BAC)
ANA = 0 AND = A
AAB = (AUB)\(ANB)

A kiilonbségképzés specidlis esete az alabbi.

A az A halmaznak a H alaphalmazra vonatkozé komplementer halmaza
(kiegészitd halmaza ) azon H-beli elemekbdl all, melyek nem elemei A-nak.
A={zlr € H és x ¢ A}.

Belathato, hogy igazak az alabbi Gsszefliggések.

A = A
AUA = H ANA 0
H = 0 0 = H
HU) = H HNn® = 0

Meg lehet mutatni, hogy ennek a fogalomnak a segitségével két halmaz kii-
16nbségét a kovetkez alakra hozhatjuk: A\ B = AN B.

Halmazok szemléltetésére az ugynevezett Venn-diagramokat is szoktuk
hasznélni, amelyekben a szereplé halmazokat korlemezekkel dbrézoljuk, a mu-
velet eredményeképpen keletkezé halmazokat pedig vonalkézassal.

A definiciokra tamaszkodva belathato az alabbi, de Morgan azonossdgok
teljesiilése is. (Lasd a 32l feladatot.)

ANB=AUB AUB=ANB

2.5. Relaciék, fiiggvények

Az A és B halmazok direkt szorzata (Descartes szorzata)

Ax B={(a, b)lac Aésbe B}.

E halmaz elemei tehat rendezett elemparok, amin azt értjik, hogy az
elemparon beliil az elemek sorrendje is 1ényeges.
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Ha példaul A = B = 7Z, akkor a Z xZ direkt szorzathoz jutunk, a rendezett
egész szamparok halmazahoz. Képe a Descartes-féle koordinatarendszerben a
racspontok (egész koordinataju pontok) halmaza.

A definicié kiterjeszthets tobb tényezdre is.

Legyenek A, B halmazok, és R C A x B. Ekkor R binér reldcié. Az
a € A, be B elemek R (binér) relicidban vannak, ha (a,b) € R. Ezt aRb-vel
is jelolhetjiik. Ha A = B, akkor homogén binér reldciordl beszéliink.

A definiciot tetszéleges n € N halmaz esetére is kiterjeszthetjiik.

Az R binér relécid értelmezési tartomdnydt a

dmn(R) := {z| van olyan y, hogy (z, y) € R},
értékkészletét pedig a
rng(R) := {y| van olyan z, hogy (z, y) € R},

osszefiiggések definialjak. (A jelolések a ,domain”, illetve a ,range” szora utal-
nak.)

Egy R C Ax B binér relaci6 R~ inverzét a kovetkezoképpen értelmezziik.

R 'CBxAée R ={(ba)|(a,b) € R}

Bizonyos esetekben értelmezhetjiik relaciok szorzatat.

Binér relaciok szorzata.

Legyenek A, B, C halmazok és legyen R1 C A x B, Ry C B x C. Ekkor
szorzatukat az R1 o Ry C A x C és
R;1 0 Ry = {(a, c)| létezik olyan b € B, amelyre (a, b) € Ry és (b, ¢) € Ra}
Osszefliggések definialjak.

Legyen példaul A = B = C = N, Ry = {(1, 2), (4, 5)}, R =
{(2, 3), (4, 5)}. Ekkor Ry o Ry = {(1, 3)}.

Megjegyzés. Relaciok szorzatara (kompoziciojara) szokasos az Rg o Ry je-
16lést hasznalni a fenti halmazra. (Lasd példaul |6, 30. oldal].) Ebben a pél-
datarban ez az utobbi jelolés csak fliggvények esetében fordul els. (Lasd a
fiiggvényszorzatot a késgbbiekben.)

Belathato, hogy binér relacidk szorzata — amennyiben a szorzat értelmez-
hets — asszociativ.

Specialis binér relaciok. Legyen R C A x A, a, bc € A. Az R relacio

reflexiv, ha aRa minden a € A esetén teljesiil;

irreflexiv, ha aRa semmilyen a € A esetén nem teljesiil;

szimmetrikus, ha aRb esetén bRa is fennall; (tehat R~ = R;)

antiszimmetrikus, ha aRb és bRa egyiittesen csak a = b esetén teljesiil-
hetnek;

szigorian antiszimmetrikus, ha aRb és bRa nem teljesiilhet egyszerre;

tranzitiv, ha aRb és bRc esetén aRc is fennall;
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trichotom, ha minden a, b € A esetén aRb, bRa és a = b koziil pontosan
az egyik teljestil;

ekvivalenciareldcid ha reflexiv, szimmetrikus és tranzitiv;

részbenrendezés (parcidlis rendezés) ha reflexiv, antiszimmetrikus és tran-
zitiv;

szigori részbenrendezés, ha irreflexiv és tranzitiv.

Az R részbenrendezési relacioval rendezett A halmaz valamely m elemét
minimdlis elemnek nevezziik, ha nincs az A-nak olyan  # m eleme, amelyre
xRm teljesiilne. Az A halmaz k elemét legkisebb elemnek nevezziik, ha kRx
minden x € A esetén fennall. Hasonléan definialhato a mazimdlis és a legna-
gyobb elem.

Megjegyzés. Egy részbenrendezési relacioban t6bb minimélis (maximalis)
elem is el6fordulhat, ugyanakkor legkisebb (legnagyobb) elem ha van, akkor
egyértelm.

Valamely A halmazon értelmezett R részbenrendezési relaciot teljes ren-
dezési reldcionak nevezziik, ha barmely két elem dsszehasonlithatd, azaz aRb
vagy bRa teljesiil minden a, b € A esetén.

Egy teljesen rendezett halmazt jolrendezettnek neveziink, ha barmely nem-
iires részhalmazanak van minimalis eleme.

Fiiggvények. A fiiggvényeket (leképezéseket) specidlis tulajdonsagu re-
lacidkkeént értelmezziik.

Egy f C Ax B relacio akkor fiiggvény, ha (a, b1) € f, valamint (a, b2) € f
esetén by = be.

Ha az f C A x B reléci6 fiiggvény, és f értelmezési tartoménya a teljes
A halmaz, akkor az f : A — B jelolést hasznaljuk. (Lasd [6, 1.4.1. pont,
40. oldal]) (,,f az A-t B-be képez6 fliggvény”.)

Ha (a, b) € f, akkor ezt f(a) = b-vel, vagy f : a — b-vel jeldljiik.

Ha C C A, akkor f(C)-vel jeloljik az {f(x)|z € C} halmazt. Ha spe-
cidlisan C' = A, akkor az Im(f) = f(A) jelolést is hasznaljuk. Im(f) az f
fliggvény képhalmaza vagy értékkészlete.

Az f: A — B fiiggvény sziirjektiv, ha a B halmaz minden eleme képelem
(Im(f) = B).

Az f: A — B fliggvényt injektivnek nevezziik, ha az A halmaz kiilonb6z6
elemeinek kiilonb6z6 képelemek felelnek meg, tehat f(a1) = f(a2)-bol a; =
as kovetkezik.

Az f: A — B fiiggveny bijektiv (kolesondsen egyértelmi), ha injektiv és
sziirjektiv egyszerre.

Az f . A — B fiiggvény inverze mint relaci6 inverze nyilvan létezik,
az inverzreldcié azonban altaldban nem fiiggvény. Belathato, hogy pontosan
akkor lesz egy f fiiggvény inverzrelacidja is fiiggvény, ha f bijektiv, s ekkor
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az inverze, f~! is nyilvan bijektiv lesz.

A fiiggvények esetében beszéliink ezek fiiggvényszorzatardl is, amely éppen
forditott sorrendben végezhets, mint a fentebb definialt relacidszorzas. Legyen
f:A— B é g: B — C ket figgvéeny. Ezek f o g relaciészorzata
azokbol az (a, c) parokbol &ll, amelyekre alkalmas b elemmel (a, b) € f
és (b, ¢) € g. Mivel f és g fiiggvények, ezért b felithato f(a), c pedig
g(b) alakban, vagyis felirhato a ¢ = g(f(a)) Osszefiiggés. Az f: A— B és
g : B — C fiiggvények figgvényszorzatit gf = fog definialja. (Lasd
[5, 16. oldal]) Fiiggvények szorzata — amennyiben a szorzat értelmezhets —
asszociativ.
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3. Példak

3.1. Teljes indukcié

Teljes indukciéval bizonyitsuk be, hogy minden pozitiv egész szamra
igazak az alabbi Gsszefiiggések.
3.1-1.

n(n+1)

L4243+ tn=—""—" (%)

Megoldas.

1-2
A.n=1esetén 1 = - = 1, igy (*) teljesiil.

B. Belatjuk, hogy a tulajdonsag orokldik. Feltessziik, hogy (*) teljesiil,
és megmutatjuk, hogy ebbdl kovetkezik az allitas n + 1-re is.
n + 1 esetén az allitas igy szol:

(n+1)(n+2)

14+24+3+...+n+(n+1)= ;

A bal oldalba behelyettesitjiik (*)-ot.

n(n+1)

5 +(n+1)=

14+2434+...+n+(n+1)=

ami tovabb alakitva kiadja (**)-ot.

(n+1)(n+2)

:(n—|—1)<%—|—1): 5

Mivel az allitas teljesiil n = 1 esetén (A.), valamint a tulajdonsag 6rokls-

dik (B.), (*) minden n természetes szam esetén fennéll. |
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3.1-2. (n+1)(2n +1)
nin n
124+22 432+ ... +n?= (%)

Megoldas.

1-2-3
A.n=1esetén 12 =

=1, igy (*) teljesiil.

B. Belatjuk, hogy a tulajdonsag oroklédik. Feltessziik, hogy (*) teljesiil,
és megmutatjuk, hogy ebbdl kovetkezik az allitas n 4 1-re is.
n + 1 esetén az 4llitas igy szol:

1 2)(2
12+22+32+...+n2+(n+1)2:(nJr )(nz )2 +3) (*%)

A bal oldalba behelyettesitjiik (*)-ot.

o n(n+1)(2n+1)
B 6

= (n+1) <n(2n+1)+n+1> =

24+2243+ ... 40+ (n+1) +(n+1)?%=

6

M2+ n+6n+6

=(n+1) 5

(% * %)

Most alakitsuk (**) jobb oldalat.

(n+1)(n+2)2n+3) (n+1)(2n? +4n + 3n + 6)

6 6

ez pedig megegyezik (***)-gal.

Mivel az allitas teljesiil n = 1 esetén (A.), valamint a tulajdonsag 6rokls-

dik (B.), (*) minden n természetes szam esetén fennall. |

3.1-3. n(n+1)(n+2)

3

1-242-3+...+nn+1)= (%)
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Megoldas.

1-2-3

A.n=1esetén 1 -2 = 3

=1-2,igy (*) teljesiil.

B. Belatjuk, hogy a tulajdonsag oroklgdik. Feltessziik, hogy (*) teljesiil,
és megmutatjuk, hogy ebbél kovetkezik az allitas n + 1-re is.
n + 1 esetén az allitds igy szol:

1242 3+...+n(n+1)+(n+1)(n+2)= (”H)(”;Q)("J“?’) (%)

A bal oldalba behelyettesitjiik (*)-ot.

n(n+1)(n+2)

1:242-34+.. . +n(n+1)+(n+1)(n+2) = 3

+(n+1)(n+2) =

ami tovabb alakitva kiadja (**)-ot.

(n+1)(n+2)(n+3)
3

= (n+1)(n+2) (%Jrl) -

Mivel az allitas teljesiil n = 1 esetén (A.), valamint a tulajdonsag 6rokls-

dik (B.), (*) minden n természetes szam esetén fennéll. |
3.1-4.
3032 3 e

b. 1+3+5+...+2n—1)=n?

Megoldas.
a.
2+2+ +2 1 (%)
- ey DY - - *
3 3 3n 3n
2 1 2
=lesetén: —=1—-=—
n esetén: o =3
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3. Példak

Tegyiik fel, hogy (*) n-re igaz, belatjuk, hogy ekkor n 4 1-re is igaz.

2 2 2,2 (. 1 2, 3+2 1
R A R = S G T - e S T B 7o

1+34+5+...+(2n—1)=n?

n =1 esetén: 1 =12

Tegyiik fel, hogy n-re igaz az allitas, megmutatjuk, hogy ekkor n + 1-re is
igaz.

1+3+45+...+2n—-D+2n+1) =n?+2n+1=(n+1)?2

3.2. Logika

3.2-5. (Lasd [6), 1.1.13. alpont, 15. oldal]) Pozitiv egészeket tekintve,

jelélje P(z), E(x), O(x) illetve D(x,y) rendre azt, hogy = prim, paros,

paratlan, illetve, hogy = oszt6ja y-nak. (D(z,y) tehat azt is jelenti,
hogy y t6bbszérdse z-nek.)

a. Forditsuk le magyar nyelvre az alabbi formulakat. Allapitsuk

meg, hogy igaz-e az allitas.

b. Tagadjuk a formuladkat formalisan.
c. Tagadjuk a formulakat koznyelvileg. Allapitsuk meg, hogy

igaz-e az allitas tagadasa.

(1) P(7);
(2) (E(2) A P(2));
(3) (Vz(D(2,7) = E(2)));
(4) (3z(E(x) A (:v, )3
(5) (Vz(—E(z) =

(6) (Vo(E(r) = (¥ y(
(7) (Vz(P(z) = (Fy(
(8) (Vz(O(x) = (Vy(
(9) (Bz(E(@)AP())A

Megoldas.

(1)

a. 7 prim. (Igaz.)

b. ~P(7),

c. 7 nem prim. (Hamis.)

(2)
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a. 2 paros prim. (Igaz.)
b. =(E(2) A P(2)),
¢. 2 nem péaros prim (tehat 2 nem péros, vagy nem prim). (Hamis.)
(3)
a. Minden z esetén, ha 2|z, akkor x paros. (Igaz.)
b.
~(va(D(2,7) = E()))

c. Nem minden x esetén igaz, hogy ha 2|z, akkor x péaros. (Van olyan z,
amelyre 2|z, de z nem paros.) (Hamis.)
(4)
a. Létezik olyan paros x, amelyik osztoja a 6-nak. (Igaz.)
b.
~(3a(B() A D(x,6)),

c. 6-nak nincsen péaros oszt6ja. (Hamis.)
(5)
a. Minden z esetén, ha x nem paros, akkor 2 nem osztoja z-nek. (Igaz.)
b.
~(Va(—-E(z) = -D(2,z)))

c. Nem igaz minden z-re, hogy ha z paratlan, akkor 2 nem osztéja z-nek.
(Van olyan paratlan z, amelyre 2 osztoja x-nek.) (Hamis.)
(6)
a. Barmely paros szam barmely tobbszorose paros. (Igaz.)
b.
(~Va(E(z) = (y(D(z.y) = Ey))))

c. Nem minden paros x esetén paros az az y, amelyiknek x osztoja. (Ha-
mis.)

(7)

a. Minden x prim esetén létezik olyan péros y, amelyiknek x osztéja.
Masként: Minden primnek van paros t6bbszorose. (Igaz.)

b.

(=Va(P(z) = (y(E(y) A D(,9)))))

c. Nem igaz minden prim z esetén, hogy létezik olyan paros y, amelyiknek
x osztoja. (Hamis.)
(8)
a. Minden péaratlan = esetén minden prim y-ra x nem osztéja y-nak. Mas-
ként: Paratlan szdmnak nincs prim tébbszorose.(Hamis.)
b.
(=vz(O(x) = (Vy(P(y) = —D(z,y)))))
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c. Nem igaz minden pératlan x esetén minden prim y-ra, hogy x nem
osztoja y-nak. (Igaz.)

9)

a. Létezik olyan x, amelyik paros és prim, és nem igaz az, hogy péros és
prim z-hez létezik paros és prim y, amelyik nem egyenls z-szel. (Igaz.)

b.

(—((Fz(E(x) A P(2))) A (=(Fz(E(x) A P(z) A (Fy(z # y A E(y) A P(y))))))))
c. (Hamis.)

3.2-6. (Lasd [6, 1.1.14. alpont, 15. oldal]) Az embereket tekintve,
jelélje J(z), B(x), U(z), I(x), E(z), P(x), K(z), N(z), H(x,y) illetve
T(z,y) rendre azt, hogy z jogasz, biro, iigyeskedd, idds, életerds,
politikus, képvisels, ng, illetve hogy x hazastarsa y-nak valamint
hogy x tiszteli y-t. Formalizaljuk az alabbi allitasokat:

(1) minden biré jogasz;

(2) vannak ligyeskedd jogaszok;

(3) nincs iigyeskedd biro;

(4) bizonyos birék idések, de életerdsek;

(5) d biré sem nem idés, sem nem életerds;

(6) a birok kivételével minden jogasz tligyeskedd;

(7) néhany jogasz, aki politikus, képviseld is;

(8) egyetlen képvisels felesége sem idss;

(9) minden idés képvisels jogasz;

(10) van olyan nd, aki jogasz és képvisels;

(11) minden olyan nd, aki jogasz, tisztel néhany birdt;

(12) bizonyos jogaszok csak birokat tisztelnek;

(13) van olyan biro, aki tisztel néhany ndét;

(14) bizonyos ligyeskeddk egyetlen jogaszt sem tisztelnek;

(15) d biré egyetlen iigyeskeddt sem tisztel;

(16) vannak jogaszok és tligyeskedgk is, akik tisztelik d bir6t;

(17) csak birok tisztelnek birdkat;

(18) minden bir6 csak birokat tisztel;

(19) minden nés képvisels életerds;

(20) azok a jogaszok, akiknek életerds feleségiik van, mind kép-
viselSk.

Megoldas.

(1)
(Vz(B(z) = J(2)))
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(2)
(Fz(U(z) A J(x)))
(3)
(—32(B(z) AU(x)))
(Ve (B(z) = ~U(x)))
(4)
(Fz(B(z) AN I(z) A E(x)))
(5)
(B(d) A —I(d) AN —E(d))
(6)
(Ve ((J(z) A =B(z)) = U(x)))
(7)
(Fz(J(x) A P(z) A K(x)))
(8)

(Vavy((K (z) A N(y) A H(y, x)) = ~1(y)))

Vagy masként;:

—~(3z3y(K(x) AN(y) A H(y,z) AN (y)))

(9)
(Vo ((K(z) A (2)) = J(2)))
(10)
(Fx(N(z) A J(z) N K(x)))
(11)
(Va((N(z) A J(z)) = Fy(By) AT (z,y))))
(12)
(Fz(J(2) AT (2, y) = B(y))))
(13)
(Fz(B(z) A Jy(N(y) AT(z,y))))
(14)
(Fz(U(z) AVy(J(y) = —T(x,y))))

(15)

(B(d) AVz(U(z) = —~T(d,z)))
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(16)
(B(d) N (zx(J(x) NT(z,d))) A (Fz(U(x) ANT(x,d))))

(17)

(V(@)(Y(y)((B(y) AT (x,y)) = B(x))))
(18)

(V(@)(V(y)((B(z) ANT(z,y)) = B(y))))
(19)

(Va((K(z) A3y(N(y) A H(x,y))) = E(x)))

(20)

(Va((J(x) A3 (N(y) AN E(y) A H(z,y)) = K(2))))

3.3. Halmazok

3.3-7. Az alabbi halmazok koziil melyek egyenlek egymassal?
A={-1,1,2}, B={-1,2,1}, C={0,1,2}, D=4{2,1,—1,-2},
E = {z € Z|z* = 4 vagy 2* = 1}.

Megoldas.
A=B, D=EFE. u

3.3-8. Az alabbi allitasok koziil melyik igaz, és melyik nem igaz?

a. 2¢{2,3,4) b.2€ {2} ¢ {2} €{2,3,4) d. {2,3) € {1,2,{2,3}}
e. {1,2} €{1,2,3,4} f. 1€{1,2} g {1,2} €{{1,2},1}

Megoldas.
a. Igaz, b. igaz c. nem igaz, d. igaz,
e. nem igaz, f. igaz, g. igaz.

3.3-9. Adjuk meg az alabbi halmazokat felsorolassal is.
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a. {zlx €Z és 2<x <5}
b. {z|x a hét napja és k-ra végzédik}
c. {zjlreRész?=1}

Megoldas.

a. {3,4}

b. {csiitortok, péntek}
c. {-1,1}

3.3-10. Hogyan adhatnank meg az alabbi a halmazokat valamilyen
mas modon is?

a. {0,2,4,6,8,...} b. {...,—-2,-1,0,1,2,...}
c. {0,1,2,3} d. {0,3,6,9,...}
Megoldas.

A paros nem negativ egész szamok halmaza;
az egész szamok halmaza;

{z|x egész szém és 0 < z < 3};

g o TP

a 3-mal oszthaté nemnegativ egész szdmok halmaza.

3.3-11. Legyen

R={z:0<z<6, 2=2k+1, k€ N}, T={z:0<z<6, x =2k ke&N}
S={z:2?—-T7r+10=0}, W = {2,4,5}.

Adjuk meg az alabbi halmazokat:
RUT, RUS, RNS, SNnT, R\T, R\S, T\W.

Megoldas.
R =1{1,3,5}, T = {2,4}, S ={2,5},
és igy
RUT:{172,3,4,5}, RUS:{LQ’?)’E)}7 RmS:{E)}7
SNT ={2}, R\T =R, R\S=1{1,3},

T\W = .
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3.3-12. Milyen 0Osszefiiggés van az aldbbi hirom halmaz ko6z6tt?

a. N = {természetes szamok}

b. N’ = {a természetes szamok halmaza}
c. N ={N}
Megoldas. N” = N', N e N'. [ |

3.3-13. Az A halmazt definidljuk a kévetkezé moédon:
A = {2008-ban Budapesten sziiletett ikerparok}.

Kati és Jancsi ikrek, akik Budapesten sziilettek 2008-ban. Igaz-e,
hogy Jancsi € A?

Megoldas. Nem, hiszen az A halmaznak ikerpdrok az elemei. [ ]

3.3-14. Az el6bbi feladatban definialt A halmazra az alabbi Ossze-
fiiggések koziil melyik igaz?

a. {Kati, Jancsi} € A,

b. {Kati, Jancsi} C A,

c. {(Kati, Jancsi)} C A

Megoldas. b. nem igaz, mert a bal oldali halmaznak Kati és Jancsi az elemei,
a jobb oldalinak azonban ikerpérok.

Ha donteni akarunk arrél, hogy a. vagy c. igaz, meg kell allapodnunk
abban, hogy hogyan jel6ljiik az ikerparokat. Ha tigy doéntiink, hogy kételemii
halmazokkal jeloljiik, akkor a. igaz, c. nem. T&bb informéciot tartalmaz azon-
ban az, ha az ikerparokat az (a, b) rendezett par jeloli (a a korabban sziiletett

ikergyerek). Ekkor a. nem igaz, c. igaz. [ |

3.3-15. Igaz-e, hogy 0 = {0}?

Megoldas. Nem igaz, mert a bal oldali halmaznak nincsen eleme, a jobb

oldalinak azonban van egy eleme, nevezetesen az iires halmaz. ]
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3.3-16. Keressiink olyan A, B, C halmazokat, melyekre
ANB #0, ANC=0 é (AnB)\C=40.

Megoldas. Ilyen halmaz nincsen. Ugyanis ha

reANB—-ax¢C—xzec(ANB)\C.
Ez pedig ellentmondés. ]

3.3-17. Legyen

A= {p(
B = {q(
r(z) = p(x)q(x).

z) polinom gyo6kei},
x) polinom gyokei} és
Hogyan fejezhetjiik ki r(x) gyokeit A-val és B-vel?
Megoldas.
C = {r(x) polinom gydkei} = AU B. [ |

3.3-18. Adjunk meg olyan s(x) polinomot, melynek gytkei D halma-
zara D = AN B, ahol A és B az el6zé feladatban adott halmazok.

Megoldas.
Példaul s(z) = p*(z) + ¢*(z). [

3.3-19. Bizonyitsuk be, hogy ANBCC <= ACBUC.

Megoldas. Nézziik elGszor az egyik iranyt:

ANBC(C = ACBUC.
reA, reB — zxze€C — x€BUC,
rcA vr¢B — z€B — xe€BUC
Nézziik most a masik irdanyt:
ACBUC = ANnBCC.

r€ANB —-x€A é 2€B — zx€Aé x¢B—zeC.
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3.3-20. Igaz-e, hogy AA(BAC) = (AAB)AC?

Megoldas.

Igaz, tehat a szimmetrikus differencia asszociativ.

Ha Venn diagramon abrazoljuk, akkor az (3.1l 4bran lathat6 halmazt kap-
juk. Figyeljiik meg, hogy a kozepe, a harom halmaz metszete is benne van
az eredmény halmazban. (Haromfiild nyul és a kozepe.) Bizonyitashoz vizs-
galjuk meg a bal és a jobb oldalon azokat az eseteket, amelyekben valamely
x € AU BUC elem csak az egyik halmazban szerepel, amikor pontosan két
halmazban szerepel, illetve amikor mindhérom halmaznak eleme.

A B

3.1. abra. AA(BAC) = (AAB)AC, a szimmetrikus differencia asszociativ.

3.3-21. Igazoljuk, hogy

AA(AAB)=B

Megoldas.
1. megoldds. Felhasznaljuk, hogy a szimmetrikus differencia asszociativ:

ANAAB)=(AANAAB=0AB=B

2. megoldds.
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re€B, s g A—-rvcAANB—-zec AN (AAB)
re€B,reA—-xgdAANB—-xc AN (AAB)
r¢B, xeA—-rcAANB -z ¢ AN(AAB)
xr¢B, g A ¢ AANB -z ¢ AN(AAB)

Tehéat minden x elem pontosan akkor eleme a bal oldalnak, ha eleme a jobb

oldalnak. m

3.3-22. Igazoljuk, hogy:
AAB=C <<= BAC=A <+— C(CAA=B

Megoldas. Belatjuk, hogy
AAB=C = BAC=A
Legyen
AAB=C

Mindkét oldali halmazzal és B-vel végezziik el a szimmetrikus differenciat.
(AAB)AB=CAB.

Ebbsl
A=CAB.

Az allitas tobbi része hasonldéan bizonyithato. ]

3.3-23. Legyenek A, B tetszdlegesen adott halmazok, X pedig kere-
sett halmaz.

a. Lassuk be, hogy az A A X = B egyenlet egyértelmiien megold-
hato.

b. Lassuk be, hogy az AU X = B egyenlet esetén az el6bbi allitas
nem mindig igaz.

Megoldas.
a. A 21l példa szerint A A B mindig megoldasa az egyenletnek. Megmu-
tatjuk, hogy a megoldas egyértelmd. Legyen X7 megoldas, ekkor

AN X, =B.
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Vegyiik mindkét oldal szimmetrikus differenciajat A-val.
AN(ANX,)=ANB.

Ebbol
(AAA)A X, =ANB,

amibdl
Xi=AAB.

b. Ha példaul a B halmaz részhalmaza az A halmaznak, akkor nincs
megoldésa a halmazegyenletnek. Ha az A halmaz val6di részhalmaza a B
halmaznak, akkor t6bb megoldas is lehet, példaul X = B, valamint X = B\ A
mindegyike kielégiti az egyenletet.

A B

3.2. abra. Az AU X = B egyenletnek a bal oldali abran nincs megoldasa, a jobb oldalin t&bb
megoldésa is van.

3.3-24. Irjuk fel A és N segitségével az alabbi kifejezéseket.
a. A\ B b. AUB

Megoldas.
Lasd al3.3. abrat.

a. A\B=(AAB)NA=ANA(ANB)
b. AUB = ((AAB)NA)A(ANB)A((AAB)NB) = (ANB)A(AAB)

3.3-25. Irjuk fel A és U segitségével az az alabbi kifejezéseket.
a. ANB b. A\ B
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3.3. abra. A részhalmazok A és N segitségével valo elgallitasa. (24, példa)

Megoldas.

a. ANB=(AUB) A (AA B)

b. A\B=(AUB)AB

3.3-26. Fejezziik ki a \ és A halmazmiiveletek segitségével az AU B
és AN B halmazokat.

Megoldas.
AUB = (A\B)AB
= (AAB)A(A\(A\B))
ANB = A\ (A\B)
= A\(AAB)
= (A\B)AA

3.3-27. Lassuk be, hogy A\ B-t nem lehet kifejezni N és U segitsé-
gével.
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Megoldas. A-bol és B-b6l N és U segitségével csak A, B, AUB és AN B
allithato els. Ha példaul A = B # (), akkor A\ B nem allithato el a kivant

modon. ]

3.3-28. Lassuk be, hogy A U B-t nem lehet kifejezni N és \ segitsé-
gével.

Megoldas. Két halmaz metszete illetve kiilonbsége részhalmaza az eredeti-
nek. Minden 1épésben valamelyik kiindulasi halmaznak részhalmazat kapjuk.

AUB azonban nem mindig olyan, hogy AUB C Ailletve AUB C B fennélln:ﬁ

3.3-29. Az alabbi allitasok koziil melyik teljesiil minden A, B, C
halmaz esetén?

a. Ha Ae B és Be C akkor A e C.

b. Ha AC B és B e C akkor AeC.

c. Ha ANBCC és AUC C B akkor ANC = .
d. Ha A# B és B # C akkor A # C.

e. Ho ACBUC és BC AUC akkor B = 0.
Megoldas.

a. Nem igaz. Legyen példaul A =0, B = {0} és C = {{0}}. Ekkor teljesiil a
feltétel, de A £ C.

b. Nem igaz. Legyen példaul A = {1}, B ={1,2} é&s C = {0,{1,2}}. Ekkor
teljestil a feltétel, de A & C.

c. Igaz. Tegyiik fel indirekt modon, hogy nem igaz az allitas, és van olyan z
elem, amelyre x € ANC.Ebb6lz € AUC -z € B—x€ ANB—-ze(C
lenne, ami ellentmondas.

Nézziik meg illusztralasként az[3.4. abrat.

d. Nem igaz. Legyen példaul A = C # B.

e. Nem igaz. Legyenek példaul A, B, C diszjunkt, de nem iires halmazok.

Nézziik meg ellenpéldaként az 3.5, abréat.
|

3.3-30. Hozzuk egyszertibb alakra a kdvetkezd kifejezést:

(AU(ANB)U(ANBNC)N(AUBUC)
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'

3.4. abra. Illusztracié a 29.c. példahoz.

AQ O
(e

3.5. abra. Ellenpélda a 29.e. példdhoz.

Megoldas. Az elnyelési tulajdonsagok miatt

(AU(ANB)U(ANBNC)NAUBUC) = A
A

A

hS

3.3-31. Igazoljuk az alabbi Gsszefiiggést:

(AUB)N(AUC)N(BUC) = (ANB)U(ANC)U(BNC)

27
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Megoldas. A bal oldalt alakitjuk és alkalmazzuk a disztributivitasi szaba-
lyokat.

(AUB)N(AUC) N (BUC) =
(Au(BNCQC)) N (BUCQO) =
(AN (BUC)) U (BNnC)n(BUC)) =
(ANB)U(ANC) U (BNC)
Es igy megkapjuk a jobb oldalt. [ |

3.3-32. Bizonyitsuk be a kévetkez6 de Morgan-azonossagokat:

a. ANB=AUB b. AUB=ANB

Megoldas.
a. Lésd al3.6L abrat.

3.6. abra. AN B = AU B. (32la. példa.)

Megmutatjuk, hogy a bal oldal minden eleme eleme a jobb oldalnak is.
r€ANB—x¢gANB —wx ¢ Avagyr ¢ B — 2 € Avagy x € B— x € AUB

Belatjuk, hogy a jobb oldal mindegyik eleme eleme a bal oldalnak is, s igy a
két oldalon 4llé halmaz ugyanaz.

r€AUB wzx€Avagyr€B—ax g Avagyr ¢ B -2 ¢ ANB—x€ ANB
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3.7. abra. AU B = AN B. (32.b. példa.)

b. Lasd al3.7. abrat.
Az el6z6h6z hasonlé gondolatmenettel bizonyitunk.

r€AUB 2 ¢gAUB »x¢A¢sx ¢ B—xcAésxeB—-xcANB

r€ANB wrxcAétsrxceB—wasgdAescrgB—-2gdAUB—-xc AUB

3.3-33. Lassuk be, hogy A\ B=ANB.
Megoldas. A definiciokra tamaszkodva lathato, hogy igaz az allités. ]
3.3-34. Lassuk be az alabbi allitasokat:

a. A\ (BNC)=(A\B)U(A\C)
b. A\(BUC)=(A\B)\C

Megoldas. Felhasznaljuk al33. példa &llitasat és a de Morgan azonossagokat
(32 példa).

a. A bal oldalt alakitva megkapjuk a jobb oldalt.
A\(BNC) = AN(BNC) = AN(BUC) = (ANB)U(ANC) = (A\B)U(A\C).
b. Ismét azonos atalakitasokkal jutunk a bal oldalboél a jobb oldalhoz.

A\ (BUC)=ANBUC =ANn(BNnC)=(ANnB)NC = (A\ B)\C.
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3.3-35. Milyen 6sszefiiggés van az alabbi halmazok kézdtt?
(A\B)U(A\C)U(A\ D) és BNnCND.

Megoldas. Felhasznaljuk, hogy A\ B = AN B. (Lasd a 33, példat.) Alkal-
mazzuk az egyik disztributiv azonossdgot és de Morgan-azonossagot is. Az
els§ kifejezést alakitjuk.

(A\B)U(A\C)U(A\D) = - - N
(ANB)U(ANC)U(AND)
AN(BUCUD)
ANBNCND
= A\(BNCND)

3.3-36. Bizonyitsuk be, hogy

(ANBUC)NAUBUC=AUBUC.

Megoldas. A de Morgan-azonossigok alkalmazaséaval alakitjuk a bal oldalt:

ANBUCUAUBUC =
= (ANBNC)UAUBUC

= AUuBUC

Legyen H alaphalmaz. Az E C H tetsz6leges részhalmaz karak-
terisztikus fiiggvénye:

(z) = 1, hareFE és
A= 0, hazeH\E.

3.3-37. Legyen A, B C H, f és g pedig sorban a karakterisztikus
fiiggvényeik. Mik lesznek a kévetkezd részhalmazok karakterisztikus
fliggvényei?

A, ANB és AU B.
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Megoldas.
részhalmaz karakterisztikus fliggvény
A 1—f
ANB f-g
AUB f+9—=7F-y9

3.3-38. Legyen F tetsz6leges halmaz, és |E| = n. (|E| az E halmaz
elemeinek a szamat jel6li.) Lassuk be a karakterisztikus fiiggvény
segitségével, hogy E részhalmazainak a szama 2".

Megoldas. Az F mindegyik részhalmazahoz egyértelmiien hozzatartozik ka-
rakterisztikus fliggvénye, amelyik n helyen van értelmezve és mindegyik he-
lyen 0 vagy 1 értéket vesz fel. Forditva, egy n helyen értelmezett 0 vagy 1
értéket felvevd fliggvény az E valamelyik részhalmazinak a karakterisztikus
fliggvénye.

Az FE részhalmazait tehat ugy is Osszeszamlalhatjuk, hogy a fenti tulaj-
donsagu fliggvényeket szamoljuk meg.

n helyen értelmezett 0 vagy 1 értéket felvevs fiiggvény 2™ darab van,
mert mind az n helyre a két lehetséges érték valamelyikét irhatjuk, s mivel a
valasztasok egymastoél fiiggetlenek, a lehetdségek szdma Gsszeszorzodik:

2.9....9=9n

3.3-39. Hany pozitiv egész szam nem oszthaté egynél nagyobb négy-
zetszammal, sem 10-nél nagyobb primszammal?

Utmutatds. Keressiink olyan szamokat, amelyek megfelelnek a
feltételnek, és olyanokat, amelyek nem.

Megoldas. A feltételnek megfelel példaul az 1,2,3,5,6,10, nem felel meg
tobbek kozott a 4,9, 11.

Egy megfelels szam osztoi az 1,2,3,5,7 lehetnek. A {2,3,5,7} halmaz
mindegyik részhalmazidhoz egy olyan szam tartozik, amelyik a feladatnak

megfelel. Példaul a {2,3,5} részhalmaznak a 2 -3 -5 = 30 szam felel meg,
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az tres halmaznak az 1. A {2,3,5,7} 4 elemd halmaz részhalmazainak a

szama 2%, tehat 2* = 16 ilyen szam van. |

3.3-40. Adjunk meg tetszdleges n pozitiv egész szadmhoz olyan n
elemii A, halmazt, amelyre z, y € A, esetén a kovetkezSk koziil
pontosan az egyik teljesiil: T €Yy, Yy €z, r=y.

Megoldas. Legyen
Al = {@}, An+1 = An U {An}

gy a kovetkezs halmazsorozatot kapjuk, amelyik mindegyik eleme teljesiti a
feltételt:

{03, {0.{03},  {0,{0}, {0, {0}}}

3.3-41. Legyen A = {a nem negativ egészek}, B = {paros szamok}.
Konstrualjunk bijektiv leképezést az A és B halmazok kozott.

Megoldas. Tekintsiik példaul a kovetkezs leképezést. Ha 2|a akkor legyen

b := a, ha pedig 2 1 a, akkor legyen b := —a — 1. ]

3.3-42. Konstrualjunk bijektiv leképezést két tetszdleges sikbeli sza-
kasz kozott.

Megoldas.

A 3.8l abran lathato a és b szakaszok esetén megkerestiik azt a hasonlosagi
pontot, amelyikbél b az a-ba megy at. b végpontjainak a végpontjai felelnek
meg, b tetszbleges belsd pontjanak képét a hasonlosagi pontbol huzott vetitd
egyenes jeloli ki.

Ha a és b egy egyenesbe esnek, eltolassal, elforgatassal az dbran lév6hoz

hasonlé helyzetbe hozhatoéak. .

3.3-43. Hany sziirjekcioja létezik egy haromelemii halmaznak egy
kételemii halmazra?

Megoldas. Osszesen 6. Ezt két kiilonb6z6 modon is belathatjuk.
a. Osszesen 23 leképezés létezik, ebbél ketté nem sziirjekcio, igy 22 —2 = 6
sziirjekcié van.
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3.8. abra. Két sikbeli szakasz kozott bijektiv leképezés létesitése. (421 példa.)

b. Haromféleképpen lehet azt a két elemet kivalasztani, amelyiknek ugyanaz
a képe. A kép maga kétféle lehet. Ez Gsszesen 3 - 2 = 6 lehetdség. Fzutan a

harmadik elem képe mar egyértelmiien adodik. [ |

3.3-44. Hany injekcidja létezik egy haromelemii halmaznak egy ké-
telemt halmazra?
Megoldas. Nulla. ]

3.4. Relaciék és fiiggvények

3.4-45. Keressiink olyan relaciét, amely az aliabbi tulajdonsagti.

Reflexiv, de nem tranzitiv.
Antiszimmetrikus és reflexiv.
Antiszimmetrikus és nem tranzitiv.
Nem reflexiv, nem tranzitiv.

Reflexiv, nem tranzitiv, szimmetrikus.

Nem tranzitiv, de trichotém.

® -2 20 TP

A kovetkezdk egyike sem igaz ra: reflexiv, szimmetrikus, anti-
szimmetrikus, tranzitiv, trichotém.
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Megoldas.
a. Tekintsiik valamely sik kéreinek A halmazat. Két kér legyen R relécioban,
ha van kozos pontjuk.

Ki,Ke € A, K1RKs < van kozos pontjuk.

b. A pozitiv egész szamok N1 halmazaban két szam akkor legyen R relacio-
ban, ha az els6 osztdja a masodiknak.

a,be N*, aRb< alb.

c. Tekintsiik valamely sik koreinek A halmazat. Két kor legyen R relacioban,
ha van kozos pontjuk, és az els6 kor sugara kisebb, mint a masodiké.

Ki,Ks € A, Ki;RKs & van kozos pontjuk és K sugara < Ky sugara.

d. Tekintsiik valamely sik egyeneseinek A halmazat. Két egyenes legyen R
relaciéban, ha egy k6zos pontjuk van.

er,e2 € A, e1Rey & egy kbz6s pontjuk van.

e. Tekintsiik a f6ldén pillanatnyilag él6 emberek A halmazéat. Két ember
legyen R relacidoban, ha ismerik egymast.

emi,emg € A, emjRemg < ismerik egymast.

f. Gondoljunk a "k&-ollo-papir" gyerekjatékra, amelyben a k6 legydzi az ol-
16t, az oll6 legydzi a papirt, a papir pedig legydzi a kovet. (Lasd a [3.9
abrat.)

k6 ollo

-0

papir

3.9. abra. Illusztracio a 45.f. példahoz.

Legyen A = {k6, oll6, papir} és a relaciohalmaz
R = {(k&, ollo), (ollo, papir), (papir, ké)}.

Ugyanehhez a reldcidohoz vezet a kdvetkezs: harman tlnek egy kerek asztal
koriil, és aRb, ha a jobboldali szomszédja b.
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g. Legyen A = {1,2,3} és a relaciohalmaz

R = {(1? 2)7 (27 1)7 (27 3)}
(Lasd al3.10. abrat.)

2
ox -0

3.10. abra. [llusztraci6 a45.g. példahoz.

’ ‘Reﬂexiv ‘ Szimmetrikus | Antiszimmetrikus | Tranzitiv | Trichotom

a. + + - — -
b. + — + + —
c. — — + — —
d. — + - - —
e. + + — — -
f. — — + - +
& — — — — —

3.4-46. Definidljunk Z-n két relaciot az alabbi modon, és vizsgaljuk
Ry és Ry tulajdonsagait.

rRyy, ha 22 + y? oszthaté 2-vel, (z, y € Z).

TRy, ha y? — 22 oszthaté 2-vel, (z, y € Z).

Megoldas. A két relaciéo megegyezik. R; = Ry reflexiv, szimmetrikus, tranz-

itiv, nem antiszimmetrikus, nem trichotém, mert példéul 2 1 52 + 22, [ |

3.4-47. Az R C N x N relaciot a kévetkezdképpen definialjuk:
n, m € N esetén nRm < n és m k6z0s primosztoinak a szama paros.

Vizsgaljuk meg, hogy R reflexiv, szimmetrikus, tranzitiv, antiszim-
metrikus, illetve trichotom-e.
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Megjegyzés. A nulla is paros szam.

Megoldas.

i. Nem reflexiv. Példaul (3,3) ¢ R, mert 3-nak egy primosztdja van.
ii. Szimmetrikus.

iii. Nem tranzitiv. Példaul
(2-3-5)R(2-3-7) & (2-3-7T)R(3-7), de

(2-3-5)R(3-7).

iv. Nem antiszimmetrikus. Péld4ul 3 és 5 kdzos primosztoinak a szama nulla,
ami miatt relaciéban vannak, igy

3R5 6s 5R3, de 3 # 5.

v. Nem trichotom, mert példdul 3 és 3 - 5 nincsenek relacioban.

3.4-48. Az N x N halmazon definialjunk egy R relaciét a kovetkezd
modon:

(m1,n1), (me,n2) € Nx N, (my,n1)R(ma,n2) < mp < mg és n; < no.

Mutassuk meg, hogy R részbenrendezés.

Megoldas. Meg kell mutatnunk, hogy R reflexiv, antiszimmetrikus és tranz-
itiv. Lasd a3.11. abrat.

3.11. abra. [llusztraci6 a 48. példahoz.
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i. Reflexiv, mert: (my,n1) € N x N esetén my < m; és n1 < ny, és igy
(m1,n1)R(m1,n1).

ii. Az antiszimmetria is teljesiil. Tegytik fel, hogy (m1,n1), (ma, n2) € NxN,
és
(m1,n1)R(ma,n2), amib6l mi; < mg és ny < ng,
valamint
(mgo,n2)R(mq,n1), amibsl mo < my és ng < nq.
Ebb6l my = mg, n1 = ng, és igy valoban (mq,n1) = (ma,na).
iii. A tranzitivitas is fennall. Tegyiik fel ugyanis, hogy
(mla nl)v (m27n2)7 (m37n3) € N x N7 és
(ml, nl)R(mg, ng), valamint (mg, ng)R(mg, n3).
Az els6 feltételbsl mq < mo és n1 < ngy, a masodikbdl mo < mg és

no < ng, amibél my < mg és ny < ng, tehat valéban

(my,n1)R(ms,n3).

3.4-49. Mutassuk meg, hogy az elébbi példaban az R relacidéval rész-
benrendezett N x N halmaz minden nem iires részhalmazanak van
minimalis eleme. Hogyan kereshetjiik meg?

Megoldas. Az (egyik) minimadlis elemet megtaldlhatjuk példaul a kovetkezs
stratégiaval: keressiik meg azokat az (m,n) parokat, melyekre m minimalis,

majd ezek koziil keressiik meg azt, amelyikre n minimaélis. .

3.4-50. Az {1,2,3} halmazon keressiink két olyan relaciét, melyek
szimmetrikusak, de a szorzatuk nem szimmetrikus.

Megoldas. Legyen példaul Ry = {(1,1),(3,3)}, R2 = {(1,2),(2,1)}. Ekkor
— a 2,51 alpontban szerepld relacidszorzat jelolésnek megfelelGen —

R3 == R1 o R2 = {(1,2)}.
R és Rg szimmetrikusak, a szorzatuk azonban nem az. (Lasd az3.12. 4brat)

3.4-51. Mutassuk meg, hogy ha R és S szimmetrikus relaciok az A
halmazon, akkor a kovetkezé feltételek ekvivalensek:
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3.12. abra. A 50l példa relacioi.

a. RoS szimmetrikus,
b. RoS=50R.

Megoldas. A 2.5. alpontban szerepld relacidszorzat jelolést alkalmazzuk.

i. Tegyiik fel, hogy Ro S szimmetrikus. Legyen a, ¢ € A. Ekkor az alabbiak
ekvivalensek.
aRo Sc

!

cR o Sa.
!
db € A: cRb, bSa

R és S szimmetridja miatt

!

bRc, aSbh
!
aS o Re
és igy valéban
RoS=S0R.
ii. Most tegyiik fel, hogy RoS = So R. Legyen a, ¢ € A. Ekkor az alabbiak
ekvivalensek.
aRo Sc
!
aS o Re.

!
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db € A:aSb, bRc

R és S szimmetridja miatt

)
bSa, cRb

!
cRoSa
és igy valoban R o S szimmetrikus.
|

3.4-52. Legyen R C A x A. Vizsgaljuk meg hogy az R~' o R relacié
reflexiv, szimmetrikus, illetve tranzitiv-e.

Megoldas. A 2.5. alpontban szerepl§ relacidszorzat jeldlést alkalmazzuk. Az
R relacio R™! inverze definicié szerint a kovetkezs halmaz:

R CAXxA, (al,ag) €R<:>(a2,a1) ER_l.
a,bc A, aR 'oRb
)
Jz € A: aR 'z, xRb.

!
xRa, xRb

i. Nem feltétleniil reflexiv. aR~' o Ra nem feltétleniil teljesiil minden a € A
esetén. Ha ugyanis a olyan, amelyre #z : xRa, akkor a nincs 6nmagaval
R~ o R relacioban.

1i. Szimmetrikus.

aR"'oRb « 3Jxe€A: zRa, zRb.

!
bR"'oRa < 3JxeA: xRb, zRa.
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iii. Nem feltétleniil tranzitiv. A tranzitivitas fennéllasa azt jelentené, hogy
a,bcc A, aR ‘'oRb, bR 'oRe — aR 'oRc

Vagyis

aR"'oRb « 3zeA:zRa, zRb,

bR"'oRe < 3JyeA:yRb, yRe,

aR"'oRe < 3z€A:zRa, zRec.
Ha példéul

R=A{(z,a), (z,b), (y,), (y,0)},
R ={(a,2), (b,x), (by), (c;y)},
R™'oR={(a,a), (a,b), (b,a), (b,b), (b,c), (c,b), (c,c)}.

Ekkor a a b-vel, b a c-vel R~! o R relacioban van, azonban a a c-vel nincs.

3.4-53. Legyen

A = {2008 napjai}, B = {a 2008-ban a Fildén sziiletett gyermekek}.
Definialjuk az alabbi relaciokat:

a. Ri CAxB, a€ A be B, aRib<s bgyermek az a napon sziiletett.

b. R CBxA, a€A be B, bRya<bgyermek az a napon sziiletett.
Fiiggvény-e az R; illetve az Ry relaci6?

Megoldas.

a. Nem fiiggvény, mert egy napon t6bb gyermek is sziiletett.

b. Fiiggvény.
|

3.4-54. Legyenek f: A — B, g:B — C leképezések. Igazoljuk az
alabbiakat.

a. Ha f és g injektiv, akkor f og injektiv.

b. Ha f és g sziirjektiv, akkor f o g sziirjektiv.

c. Ha f és g bijektiv, akkor f o g bijektiv.

Megoldas.

a. Tegyiik fel indirekt modon, hogy f o g nem injektiv. Ekkor Ja; # as,
melyekre g(f(a1)) = b és g(f(az)) = b

Ha f(a1) = f(az2), akkor f nem injektiv. Ha f(a1) # f(az2), akkor g nem

injektiv.
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Ez ellentmondas, igy f o g injektiv.

b. Ha fog nem sziirjektiv, akkor dc € C, melyre ¢ nem képeleme fog-nek.

Mivel g sziirjektiv, 3b € B, ¢(b) = c.

A feltevés szerint b nem képe f szerint egyetlen a € A-nak sem, de ez f
szurjektivitasaval van ellentmondésban.

c. Ha f és g bijektiv, akkor injektiv és sziirjektiv, és a. és b. szerint fog

1s az.
| |

3.4-55. Legyenek f: A — B, g: B — C leképezések. Lassuk be, hogy
ha

a. fog injektiv, akkor f injektiv.

b. fog sziirjektiv, akkor g sziirjektiv.

Megoldas.

a. fog injektivitasa azt jelenti, hogy a; # az esetén g(f(a1)) # g(f(a2)),
amib6l f(ay) # f(az), tehat f injektiv.

b. Mivel f o g sziirjektiv, Ve € C-hez Ja € A: g(f(a)) = ¢

Legyen b := f(a), b € B. Igy Vc € C-hez 3b € B, hogy g(b) = ¢, tehét g

szurjektiv. [ |

3.4-56. Vizsgaljuk meg a kovetkezsd relacié tulajdonsagait, s alla-
pitsuk meg, hogy fiiggvény-e. R C A x A, ahol A = {valamely sik
egyenesei}, és aRb (a,b € A), ha az a és a b egyenesek altal bezart
kisebb sz6g 60°.

Megoldas. Nem reflexiv, szimmetrikus. Nem tranzitiv, ugyanis aRb, bRc,
esetén aRc nem feltétlentl teljesiil. (Lasd a3.13. &brat.)
Nem fiiggvény.

3.13. abra. Nem tranzitiv a relacio. (56. példa.)
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3.4-57. Legyen A = {olyan egyenlfszaru haromszidgek, amelyek-
nek az alaphoz tartozo magassaguk egyenld egy rogzitett m > 0
szammal}, B = {y|y > 0,y valés }.

Definialjuk az R C A x B relaciét a kovetkezGképpen:

aRb, a € A, b€ B, ha az a haromszog teriilete b.

Mutassuk meg, hogy R fliggvény, és vizsgaljuk meg ennek a fiigg-
vénynek a tulajdonsagait.

Megoldas. A relacio f : A — B tipusu fiiggvény, sziirjektiv, injektiv (ha az

egymassal egybeviagd haromszogeket azonosaknak tekintjiik). ]
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4. Feladatok

4.1. Halmazok

4.1-58. Bizonyitsuk be, hogy
(ANB)UC=AN(BUC)«<~—=CCA

Megoldas.
i. Tegyiik fel, hogy C C A. Az egyenléség igy alakul

(ANB)UC=(ANB)U(ANC)
Mivel C' C A, ezért ANC = C, s igy az egyenléség fennall.
ii. Most megmutatjuk, hogy ha az egyenléség fennéll, akkor C C A. Le-

gyen x € C. Ebbdl x eleme az egyenldség bal oldalanak, de akkor a jobb

oldalnak is eleme kell legyen, s igy = € A, amibgl valéban C' C A. ]

4.1-59. Igazoljuk ismert azonossagok felhasznalasaval, hogy

(ANB)U(CND)=(AUuC)Nn(BUC)N(AuD)n(BUD,)
Megoldas.

(ANB)U(CND)=((ANB)UC)N((ANB)UD) =
— (AUC)N(BUC)N(AUD)N (BUD)

4.1-60. Igazoljuk ismert azonossagok felhasznalasaval, hogy

(AnC)u(BNC)U(ANB)NC=C
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(ANCUBNCUANB)NC=(AUCUBUCUAUB)NC =

4.1-61. Az alabbiakban A a szimmetrikus differencia jele. Bizonyit-
suk be, hogy
a.

(AiN...NA,)A(B1N...NBy,) C (A1ABy)U...U(4;AB)U...U(A,AB,)
b.

(A1U...UA,)A(B1U...UB,) C (A1ABy)U...U(4;AB)U...U(A,ABy)

Megoldas.

a.Hazx e (A1N...NA,)A(B1N...NBy) akkor z € (A1N...NA,) ésx &
(B1N...NBy),vagy z € (A1N...NA,) ésx € (ByN...N By). Tegyiik fel,
hogy az els6 eset all fenn, tehat x € (A1 N...NA,) ésx & (B1N...NBy).
Ekkor x € A; Vi esetén, és 3i, melyre x € B;. Ez utobbi i-re x € (A; A By),

tehéat x eleme a jobboldalnak. A mésik esetben hasonléan lehet érvelni. m

4.1-62. Adjuk meg az alabbi halmazt az A, B halmazok és komple-
mentereik segitségével.

(ANB)U(ANB)

Megoldas.

(ANB)U(ANB)=(ANB)N(ANB) =

=(AUB)N(AUB)=((AUB)NA)U((AUB)NB) =
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=(ANA)U(BNAUANB)U(BNB) =

=(BNA)U(ANB)=AUBU(ANB)

~—

4.1-63. Hozzuk egyszertibb alakra a kovetkezé kifejezést.

(ANB)U(ANB)U(ANB)U(ANB)

Megoldas.

(AN(BUB)U(AN(BUB))=(BUB)N(AUA) =HNH=H

4.1-64. Lassuk be, hogy

(A\B)\ (C\ D)= (A\(BUC))U((AND)\ B)

Megoldas. Alakitsuk el@szor a bal, majd a jobb oldalt.
A bal oldal:

(ANB)\(CND)=ANnBNCND=ANBN(CUD,)
A jobb oldal:
(AN(BUCQC))U(ANDNB) = (AN(BNC))u(ANDNB) = ANBN(CUD)

Mindkét esetben ugyanazt kaptuk azonos atalakitasok utan, igy az egyenlGség

fennall. [ ]
4.1-65. Lassuk be, hogy

(ANBNC)U(ANBND)U(ANCND)U(BNCND)=

— (AUB)N(AUC)N(AUD)N(BUC)N (BUD)N (CUD)
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Megoldas. Alakitsuk a bal oldalt:

(ANBN _C )YU(ANBN D )U(A NCND)U( B NCND)=
N TN TN TN Y~
X Y X Z Y X Z X

Alkalmazzuk az (X NY)U (X NZ)=XN(Y U Z) azonossagot.

—(ANB)N(CUD))U((CND)N(AUB)) =
X1 Y1 Z1

Most az X1U (Y1N Z1) = (X1UY1) N (X1U Z1) azonossagot hasznaljuk
fel.

Az (X2NY2)UZ2=(X2UZ2)N (Y2U Z2) azonossagra tamaszkodunk.

=((AnB)Uu(CnNnD))N((CUuD)U(CND))N
CuD

(ANB)U(AUB))N((CUD)U(AUB)) =

AUB

=((AnB)UCnND)N(CUD)N(AUB)N((CUD)U(AUB)) =

AUB

=(AuC)Nn(AuD)N(BUC)N(BuD)Nn(CuD)N(AUB)
Megkaptuk a jobb oldalt, igy az egyenl@ség fennall. [ |

4.1-66. Mutassuk meg ismert azonossagok felhasznilasaval, hogy
barmely A és B halmazra

(AUB)\(ANB)=(ANB)U(ANB)

Megoldas.
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A bal oldalt alakitjuk.
(AUB)NANB=(AUB)N(AUB) = ((AUB)NA)U((AUB)NB) =
=(ANA)U(BNA)UANB)U(BNB)=(BNA)U(ANB)

Megkaptuk a jobb oldalt, igy az egyenléség fennall. ]

4.1-67. Mutassuk meg, hogy barmely A, B,C halmazra

(AUB)N(AUC)=(ANC)U(ANB)

Megoldas. A bal oldalt alakitjuk.
(AUB)N(AuC)=((AUB)NA)U((AUB)NC) =
=(ANAUBNAUANC)U(BNC)=(ANC)U(ANB)

Az utolso lépésben felhasznaltuk azt, hogy B N C része a kapott halmaznak.
Megkaptuk a jobb oldalt, igy az egyenléség fennall. ]

4.1-68. Adjuk meg az alabbi halmazok komplementerét az A, B,C, D
halmazok és komplementereik segitségével.

a. ( AUBUC)N(AUB)

b. (AUBUC)N (AUB)

c. AU(BN(CUD))

d. (Au(BnC)N(Au(BnQ())
e. (AU(B\C))N(BU(A\C))
f. (A\(B\C))\ B

Megoldas.

a. (AUBUC)N(AUB)=AUBUCUAUB = (ANBNC)U(ANB) =

=An((BNC)UB)=An((BUB)N(CUB))=AN(BUC)
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=(ANBNC)U(BNANC)=(ANn(BUuC))U(BN (A
= (ANB)U(ANC)U(BNA)U(BNC) = (ANB)U(AN

f. (A\(B\OC)\B=An(BNC)NnB=Au(BNC)UB

4.1-69. Bizonyitsuk be az alabbi allitasokat:
a. A\B)UB=A<BCA
b. (ANC)U(B\C)UAUBUC =H
c. ANCUBNCUANB)NC =C
d AUB=A= ANnB=2B.

Igaz-e az allitas az ellenkezd iranyban is?
e ANB=A= AUB=0B.

Igaz-e az allitas az ellenkezd iranyban is?

Megoldas.
a. (A\B)UB=(ANB)UB=(AUB)N(BUB)=AUB
Az allitas tehat ilyen alakra hozhato:
AUB=A< BCA,
ami az uni6é definici¢jara tamaszkodva kénnyen lathato.

b. (ANC)U(B\C)UAUBUC =(ANnC)U(BNC)UAUBUC =
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= (CN(AUB)U(AUB)NC =H

d. és e. igazak ellenkez§ irdnyban is.

4.1-70. Ismert azonossiagok felhasznalasaval lassuk be, hogy
a. (A\B)UC=((AuC)\B)u(Bn<QO)

b. A\ (A\ (B\(B\C))=ANBNC

Megoldas.
a. A jobb oldalt alakitjuk.

(AuC)\B)U(BNC)=((AuC)NnB)U(BNC) =
=(ANB)U(CNB)U(BNC)=(ANB)U(CN(BUB)) =
=(ANB)uC=(A\B)UC

és ez a bal oldal.
b. A bal oldal atalakitasa:

ANANBNBNC=ANn(AUu(BNBNC))=AN(AU(BN(BUQ))) =
=(ANA)U(AN(BN(BUC))) = (ANBNB)U(ANBNC)=ANBNC

Masik megoldasi lehetség az alabbi: Elgszor belatjuk, hogy X \ (X \Y) =

X NY, majd ezt az adott kifejezésre kétszer egymas utan alkalmazzuk. =

4.1-71. Hozzuk a lehetd legegyszertibb alakra az alabbi kifejezést.

(AUB)NBNCNB

Megoldas.

(AUB)NBNCNB=(AUB)N(BU(CNB)=(AUB)NB=B
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4.2. Relaciék és fiiggvények

4.2-72. Lassuk be, hogy ha R részbenrendezés, akkor R~ is az.

Megoldas. Be kell latnunk, hogy ha R reflexiv, antiszimmetrikus és tranzitiv,

akkor R™! is rendelkezik ezekkel a tulajdonsagokkal. ]

4.2-73. Lassuk be, hogy ha R ekvivalenciarelacié, akkor R™! is az.

Megoldas. Be kell latnunk, hogy R~! reflexiv, szimmetrikus és tranzitiv,

mikozben tdmaszkodunk R ugyanilyen tulajdonségaira. ]

4.2-74. A valés szamok R halmazan definialjuk a kévetkez6 R; rela-
ciot:
aR1b <= a — b racionalis
a. Igazoljuk, hogy R; ekvivalenciarelacio.
b. Fiiggvény-e ez a relacig?

Megoldas.
a.
Reflexiv: aRia<=a—-—a=0€Q
Szimmetrikus: aRib<=a—-be Q<= b—a=—(a—b) € Q < bRja
Tranzitiv:

aR1b, bRic — a—b€Q, b—ceQ — a—-b+b—c=a—c€ Q — aRyc
b. Nem fiiggvény. ]

4.2-75. Bizonyitsuk be, hogy minden relacidé, amely egyszerre szim-
metrikus és antiszimmetrikus, egytttal tranzitiv is.

Megoldas.
Szimmetria: aRb — bRa; antiszimmetria: aRb, bRa — a =10

tranzitivitas: aRb, bRc — aRc

Az adott relacié esetén tegyiik fel, hogy aRb és bRc.

szimmetria antiszimmetria
aRb bRa

a="b

bRe szimmetria ¢Rb antiszimmetria b

a=b=c— aRc
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Tehat a relacié tranzitiv. ]

4.2-76. Igazoljuk, hogy ha egy R C (Ax A) relacio6 reflexiv, és aRb, bRc
fennallasabol kovetkezik cRa tetszlleges a,b,c € A esetén, akkor R
ekvivalenciarelacié.

Megoldas.
Reflexiv, aRa minden a esetén.
aRc, cRc — cRa, tehat szimmetrikus.
aRb, bRc — cRa — aRc, tranzitiv a relacio, s igy ekvivalenciarelaci6.

4.2-77. Legyen (ni,m1),(n2,me) € N x N. Az (n1,m1)R(ng, me) rela-
ci6 pontosan akkor all fenn, ha |n; — ny| < 2 és m; = 2my. Dont-
siik el, hogy reflexiv, szimmetrikus, tranzitiv, antiszimmetrikus,
trichotéom-e. A valaszokat indokoljuk.

Megoldas.

Nem reflexiv. |n —n| < 2, m # 2m, kivéve, ha m = 0.

Nem szimmetrikus. m; = 2ma 4 mo = 2m;. Példaul (2,2)R(2,1), de
forditva ez nem all fenn.

Nem tranzitiv. m; = 2msg, ms = 2ms 4 my = 2ms.

Nem antiszimmetrikus. Mivel 0 € N, (2,0)R(1,0), és (1,0)R(2,0), de nem
egyenl&ek.

Nem trichotom. Ini,ng : [ng — na| > 2.

4.2-78. Legyen A a sik 0sszes egyenesének a halmaza. Ekvivalencia-
relacio-e az A halmazon a parhuzamossag? Ekvivalenciarelacio-e a
merdlegesség? Indokoljuk meg a valaszokat.

Megoldas. A parhuzamossag ekvivalenciarelacié, a merélegesség nem. ]

4.2-79. Mutassuk meg, hogy p akkor és csak akkor ekvivalenciare-
laci6é valamely A halmazon, ha p reflexiv, és minden A-beli a, b és ¢
elemre apb és apc — bpc.

Megoldas.
1. Tegyiik fel hogy p ekvivalenciarelacié. Ekkor

(szZimmetria) , tranzitivitas
apb, apc —— = bpa és apc, ————— bpc
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2. Forditva tegyik fel hogy apb, apc — bpc. Ekkor apb, apa — bpa, tehét

szimmetrikus. apb, bpc — bpa, bpc — apc, s igy tranzitiv is. [ ]

4.2-80. Igaz-e, hogy egy antiszimmetrikus és irreflexiv relaci6 (tehat
szigortian antiszimmetrikus relacio) egytuttal trichotom?

Megoldas. Nem, példaul A ={a,b,c}, RC Ax A, R={(a,b)}. |

4.2.1. Szorzatrelaciok

4.2-81. Igaz-e, hogy, ha R tranzitiv relacié6 az A halmazon, akkor
R o R is tranzitiv.
Megoldas. Igen. Tegyiik fel ugyanis, hogy fennall aR o Rb és bR o Rc.

Ekkor dx € A, melyre aRx és zRb, amibdl R tranzitivitdsa miatt aRb.
Masrészt dy € A, melyre bRy és yRc, amibdl R tranzitivitasa miatt bRc.
aRb és bRc miatt pedig aR o Re, s igy R o R tranzitiv. ]

4.2-82. Legyen R C (A x A). Igazoljuk, hogy

a. Ha R tranzitiv, akkor Ro R C R.
b. Ha R reflexiv, akkor R C Ro R.

c. Ha R tranzitiv és reflexiv, akkor Ro R = R.

Megoldas.

tranzitivitas

a. aRoRb— dc€ A:aRc, cRb —————— aRb.

reflexivitas

b. aRb —————— aRb, bRb — aR o Rb.

c. Az allitas a. és b. miatt igaz.

4.2-83.
a. Legyen R teljes rendezés. Lassuk be, hogy ekkor Ro R = R.
b. Igaz-e ez, ha R részbenrendezés?

Megoldas. A részbenrendezés reflexiv, antiszimmetrikus és tranzitiv, a teljes
rendezésben pedig ezen kiviil barmely két elem 6sszehasonlithaté.
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Az 82l feladatban megmutattuk, hogy tranzitiv és reflexiv reléci6 esetén

Ro R = R. Igy teljes rendezés és részbenrendezés esetén is fennall ugyanez..

4.2-84.

a. Legyen R; és Ry részbenrendezés valamely A halmazon. Las-
suk be, hogy ekkor R; C Ry o Ry és Ry C Ry o Rs.

b. Igaz-e ez, ha R; és R, teljes rendezés?

Megoldas.
a. Tegyiik fel, hogy aR1b. Ekkor (a reflexivitas miatt)

aRlb, bRQb — aR1 e} Rgb.
Legyen mésrészt aRab. Ekkor (a reflexivitas miatt)

aRia, aRob — aRq o Rab.
b. Igaz. Az el6bbi okfejtés itt is alkalmazhato. ]

4.2-85.

a. Legyen R; és Rj teljes rendezési relacié ugyanazon A halma-
zon. Lassuk be, hogy R; o Ry pontosan akkor teljes rendezés, ha
Ry = R,.

b. Legyen R; és Ry részbenrendezési relacié ugyanazon A halma-
zon. Lassuk be, hogy ha Ry = R, akkor R; o Ry is részbenrendezés,
mig ha R; # Rp, akkor eléfordulhat, hogy R; o Rz nem részbenren-
dezés.

Megoldas.

A részbenrendezés reflexiv, antiszimmetrikus és tranzitiv, a teljes rende-
zésben pedig ezen kiviil barmely két elem &sszehasonlithatoé.

A B2l feladat szerint ha R tranzitiv és reflexiv relacio, akkor Ro R = R.

Igy ha Ry = Ry és teljes rendezés (részbenrendezés), akkor nyilvan

R; o Ry = R is teljes rendezés (részbenrendezés).

Ezek utan csak azt az esetet kell megvizsgalnunk, amikor Ry # Rs.

a. Ha R; # Ry, akkor 3(x,y) par, melyre (z,y) € Ry \ Re vagy (z,y) €
Ry \ R;.

Az elsé esetben (z,y) € Ry C Ry o Ry (lasd 84l feladatot) és (az dsszeha-
sonlithatosdg miatt) (y,z) € Re C Ryo Ry, és x # y. Sériil az antiszimmetria,
Ry o Re nem teljes rendezés. A masik eset hasonld lathato be.
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b. Az a-ban leirtak szerint itt is el6fordulhat, hogy sériil az antiszimmet-

ria. [ ]

4.2-86. Bizonyitsuk be, hogy az R; és Ry ekvivalenciarelacidk R;o Ry
szorzata pontosan akkor ekvivalenciarelacié, ha Ry o Ry = Ro o R;.
(Lasd az [51. példat is.)

Megoldas. Az ekvivalenciarelaci6 reflexiv, szimmetrikus és tranzitiv.
a. Ha R; o Ry ekvivalenciarelcid, akkor

RioRy=(RioRy) ' =R;'oR; "= RyoRy.

b. Legyen most R o Re = Rz o Rj.
bl. Ekkor

(RioRy) ™' =(RyoR))™ ' =R;' o Ry = Ry o Ry,

azaz R o Ry szimmetrikus.
b2. Masrészt

(R10R2)0<R10R2):R10<R20R1)0R2:Rlo(RloRQ)ORQZ

= (R1 ORl)O (RQORQ) - R10R27

azaz R o Ry tranzitiv.
Az utolso 1épésben felhasznaltuk, hogy ha R tranzitiv, akkor Ro R C R.
(Lasd a 82l feladatot.)

b3. A reflexivitds Ry és Rp reflexivitdsa miatt nyilvanvalo. ]

4.2-87.
I. Legyen RC N x N, R={(a,b)| ha a oszt6ja b-nek}.
II. Legyen SCNxN, S ={(a,b)| ha b osztéja a-nak}.
ITT. Legyen A az egyjegyil pozitiv szamok halmaza,

QCAxA, Q={(a,b)] ha a osztéinak szama b}.
IV. Legyen A az egyjegyii pozitiv szamok halmaza,
P C AxA, P ={(a,b)| ha az a-nal nem kisebb A-beli elemek szama b}.
V. Legyen

TCZxZ, T={(a,b): ha |a—0b| <2}
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Melyik allitas igaz az alabbiak kézliil az R, az S, a (), a P valamint
a T relaciokra?
Reflexiv,
szimmetrikus,
tranzitiv,
antiszimmetrikus,
trichotém,
fiiggvény, s ha fliggvény, akkor injektiv, szlirjektiv, bijektiv.

mO Q0 T

Megoldas.

I. Az R relacio esetén:
a. Igen.
b. Nem. 1R5, de nem &ll fenn 5R1.
c. Igen.
d. Igen.
e. Nem. Nem &ll fenn 5R3, sem 3R5, de 3 # 5.
f. Nem fiiggvény. Példaul 2R6 és 2R8 is fennall.
II1.

Q - {(17 1)7 (27 2)7 (3a 2)7 (47 3)7 (57 2)7 (674)7 (77 2)7 (8a 4)7 (97 3)}

Nem. 5@5 nem 4all fenn.

Nem. 5Q2, de 2Q5 nem all fenn.

Nem. 6Q4, 4Q3, de 63 nem all fenn.

Igen.

Nem. Nem &ll fenn 5R3, sem 3R5, de 3 # 5.
Fiiggvény, nem injektiv: f(5) = 2 és f(3) = 2. Nem sziirjektiv: A-ban
nincs olyan elem, amelyiknek 9 oszt6ja lenne. Nem bijektiv.

V.

P=(1,9),(2,8),(3,7),(4,6),(5,5),(6,4),(7,3),(8,2),(9,1).

Nem, (2,2) ¢ P.

Igen.

Nem. 1P9, 9P1, de 1P1 nem &ll fenn.
Nem. 1P9, 9P1, de 1 # 9.

Nem. 1P9 és 9P1.

Fiiggvény, injektiv, sziirjektiv és bijektiv.

I RN - N I A S

e AN T

4.2-88. Legyen A egy kocka éleinek halmaza. Tekintsiik a kovetkezd
relacidkat.
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I. R CAx A, R ={(a,b)| ha a parhuzamos b-vel}

II. Ro CAx A, Ry=1{(a,b)] ha a metszi b-t}

III. R3C Ax A, R3={(a,b)| ha a és b kitérdek}

IV. Ry CAx A, Ry={(a,b)| ha a és b hosszasaga megegyezik}

Mindegyik relaci6 estén valaszoljunk a kévetkezd kérdésekre és
indokoljuk a valaszt. Igaz-e, hogy ekvivalenciarelacié? Igaz-e, hogy
fiiggvény?

Megoldas. I. és IV. ekvivalenciarelacio. ]
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