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A

Vissza a tartalomhoz

Eloszo

Ez a jegyzet az ELTE-n tartott Véges testek illetve Véges testek alkalmazasokhoz cimil targy
anyagét tartalmazza. A targy szerepel a mesterképzésben, valamint a doktori képzésben is. Mivel van-
nak hallgatok, akik mindkét képzés keretében hallgatjdk a targyat, és azonos tananyagot nem lehet két-
szer ,.elszamolni”, ezért a jegyzet két félév anyagat tartalmazza. A két félév anyaga nem kiiloniil el
egymadstol, igy az oktaté dontheti el, hogy mely részeket gondolja az alapképzésben elmondani, és me-
lyeket hagy a doktori kurzus idejére. Azt azonban figyelembe kell venni, hogy a hallgaték tilnyomé
tobbsége csupdn a reguléris képzés keretében foglalkozik a témdval, valamint azt is, hogy a targy el-
méleti alapot ad az Algebrai kédoldselmélet cimii targyhoz (elvileg a Rejtjelezéshez is, 4m az kotelezd
targy, mig a Véges testek egy vélaszthaté modul része).

Tekintettel arra, hogy a tdrgy mind a reguldris, mind a doktori képzés keretében heti két (tan)o-
rdban, egy félév soran keriil el6adasra, az anyag ehhez a sziikre szabott idOkerethez igazodik, igy is az
ennyi id6 alatt elmondhaté ismeretek mennyiségének felsd hatarat sirolva, esetleg ezt a korlatot kissé
it is 1épve. Eppen erre valo tekintettel sziikséges megjegyezni, hogy bizonyos részek a tényleges el6-
adds és szamonkérés sordn tobbé vagy kevésbé tomorithetdek, beldliik egyes részek kihagyhatdak
vagy csupdn érint6legesen keriilhetnek széba. Ez fiigghet az el6adé 1zl1ésétdl, a targyat hallgatdk ossze-
tételétdl és ,,eloéletétdl”, a targyban tanultakra esetleg tdmaszkodo tovédbbi targyaktdl, az adott félév
tényleges hosszatdl, és még mas koriilményektdl is.

Mirdl sz6l a targy és ez a jegyzet? A cimiik szerint a véges testekrdl. A cim ilyen formdn egy
teljes, lezart témdt {gér a hallgatonak illetve olvasénak. A valésig ezzel szemben lényegesen szegé-
nyesebb. A mar emlitett idokorlétot figyelembe véve nem véllalkozhattunk mdsra, és a valdsag is az,
hogy csupdn az emlitett témakor egy kis, bar viszonylag jol koriilhatarolhaté részével foglalkozzunk.
Amirdl sz6 lesz, az Iényegében véve a véges testekkel kapcsolatos azon részeket tartalmazza, amelyek
az Algebrai kodoldselmélet illetve Rejtjelezés cimill targyakhoz sziikségesek. Az ezen tulmutatd
anyagrészeket elsdsorban a doktori képzésben célszerii felhasznalni.

Az anyag megértéséhez sziikség van algebrai ismeretekre. Ez 4ltaldnos algebrai ismereteket
(csoportokkal, gytirtikkel, testekkel, polinomokkal kapcsolatos fogalmakat) jelent, jelenti azonban azt
is, hogy tdmaszkodik az altalaban sokkal kisebb részben oktatott véges testek bizonyos foku ismereté-
re. A biztonsdg kedvéért a sziikséges testelméleti ismereteket roviden dsszefoglaljuk a jegyzet elején.

A téma irdnt mélyebben érdeklddd olvasé az irodalomjegyzékben emlitett konyvekbdl szerezhet
tovabbi ismereteket, éppen ezért nem csak olyan konyveket soroltunk ott fel, amelyek szorosan kap-
csolddnak az altalunk kifejtett részletekhez.

Végiil néhany jelolésrdl szélunk. Ebben a jegyzetben N* a pozitiv egész szdmokat jelli, és N
jeloli a nemnegativ egész szamokat. Egy polinomot példaul f-fel, és nem f(x)-szel jel6liink, megfele-
16en annak, hogy a polinom egy formdlis kifejezés, amelyet az egyiitthatéi hatiroznak meg. Az f poli-
nomhoz tartozé polinomfiiggvény jele f. A matrixokat és vektorokat félkovér betii jeldli, a halmazokat
dolt nagybetil, és egy struktirat a hozz4 tartozé halmaztdl a betii tipusa kiilonbozteti meg, példaul az A
halmazra €pitett struktura jele A. A g-elemt test jele ebben a jegyzetben [, .
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A

Vissza a tartalomhoz

1. Bevezetés

Ebben a fejezetben Osszefoglaljuk azokat az ismereteket, amelyek sziikségesek a késdbbiek
megértéséhez. Mivel az itt elmondottakrol feltételezziik, hogy nem 1ij dolgok az olvasé szdmara, ezért
bizonyitdst csak olyan esetben adunk, amikor az vagy tanulsdgos a késObbi fejezetekre nézve, vagy
kevésbé ismert allitasrol van szo.

1.1. Definicio

Legyen A egy halmaz és n egy nemnegativ egész szim. Ekkor f: A" — A n-valtozés miivelet

A-n. A nullavéltozés miiveletet konstans miiveletnek is nevezziik. Egy A = (4, F,) rendezett par egy

A feletti algebrai struktira, ha F, A feletti miiveletek egy halmaza. A az el6bbi algebrai struktira
alaphalmaza.

A

Algebrai struktira helyett roviden algebrat vagy struktirat, alaphalmaz helyett tartéhalmazt
is mondunk.

A definiciobdl latszik, hogy minden miivelet véges valtozds leképezés, 4m a miveletek szdma
nem korlatozott, F; barmilyen szdmossdgu halmaz lehet.

Igen fontos fogalom a részstruktdra, a generdtum valamint a homomorfizmus.

1.2. Definicio

Legyen A = (A, F4), B = (B,Fg) és C = (C,F.) algebrai struktira, D € A és f € F4 egy n-
véltozds miivelet. Ekkor

e D zart f-re nézve, ha f(a) € D, valahdnyszor a € D™,

e a D-n értelmezett n-valtozés g miivelet az f D-re valé megszoritasa, ha minden a € D"-re
g(a) = f(a);

¢ B az A részstruktiraija, jelolésben B < A, ha B C A, és 1étezik F4-nak Fg-re valo olyan ¢
bijekcidja, hogy minden f € Fy-ra @(f) az f B-re valé megszoritésa;

e B az A D altal generalt részstruktiraja, vagy D az A B részstruktirajanak generator-
rendszere, ha B az A legsziikebb olyan részstruktiirdja, amely tartalmazza D-t;

e ¢:A - C A-nak C-be val6 homomorfizmusa vagy miivelettart6 leképezése, ha van olyan
©m: F4 = F¢ bijekcid, hogy ha f; € F, n-véltozés mivelet, akkor ¢, (f4) = f¢ is n-vilto-
z0s, és barmely a € A™-re fC(qo"(a)) = (p(fA (a)); ha ¢ sziirjektiv, akkor a homomorfizmus
epimorfizmus, ha injektiv, akkor monomorfizmus, és ha bijekci6, akkor izomorfizmus, to-
vabba ha A = C, akkor a homomorfizmust endomorfizmusnak, az izomorfizmust auto-
morfizmusnak mondjuk.

A

Nyilvén tetszbleges struktira onmaganak részstruktiraja, ez a struktira (egyetlen) nem valodi
részstruktiraja, minden mas részstruktira valédi részstruktiira.

Ha ¢ az A-nak C-be valé6 homomorfizmusa, akkor A képe az F, miveleteire nézve zart, és
Im(¢) a miiveleteknek erre a képre valé megszoritasaval részstruktirdja C-nek. Amennyiben ¢ mono-
morfizmus, akkor minden képelemet azonosithatunk a képével, vagyis A-t beagyazzuk C-be.

Tetszéleges @: A — C leképezésnél Ker(¢) = {(u,v) € A?|p(u) = ¢(v)}, a leképezés magja,
ekvivalencia-relacié6 A-n, és ha ¢ homomorfizmus és f, az A n-valtozés miivelete, akkor minden
olyan esetben, amikor minden i-re (a;, b;) € Ker(¢), egyben (fA @), fa (b)) is eleme Ker(¢)-nek, va-
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gyis ha az argumentumokat veliik ekvivalens elemekkel helyettesitjiik, akkor a miivelet eredménye is
ekvivalens a kordbbi eredménnyel. Altaldban az A struktira alaphalmazan értelmezett p homogén
binér relacio kompatibilis az f, miivelettel, ha f,(a)pf,(b), valahanyszor ap™b, és p kompatibilis
A-val, ha A minden miiveletével kompatibilis. Amennyiben az eldbbi kompatibilis relacié ekviva-
lencia-relacid, akkor kongruencia-relacié, vagy egyszeriien kongruencia. Az ekvivalencia osztalyai-
nak halmaza az A p szerinti faktorhalmaza, amelyet A/p jelol. Kongruencia esetén a faktorhalmazon
az f,-nak megfeleld miiveletet definidl az f,/, (@) = f4(a) szabaly, ahol @ az a 4ltal reprezentélt osz-
taly. Az ezekkel a miiveletekkel elldtott struktira az A p szerinti A /p faktorstruktiraja.

1.3. Tétel

Legyen p kongruencia-reldci6 az A = (4, F,) struktiran. Ekkor az a — a kanonikus sziirjek-
cio az A A/p-ra valé epimorfizmusa. Amennyiben ¢: A — C homomorfizmus, akkor Ker(¢) kon-
gruencia-relacié A-n és A/Ker(p) = Im(¢p), tovabba ¢ = kP, ahol ¥: a — a a kanonikus sziirjek-
ci6 és k: a — ¢(a) monomorfizmus.

A

Az A struktira |A| rendje az A elemeinek szama, ha ez véges, kiilonben a rend végtelen.
Most visszatériink a miiveletekhez.

Nullavéltozdés miivelet a halmaz egy elemének, egy konstansnak a kijeldlése, és dltaldban a mi-
veletet és a miivelet eredményét azonos jel jeloli. A konstans tobbnyire a struktira egy specidlis tulaj-
donsagu eleme. Ilyen példdul a val6s szdmok halmazédban a 0 az Osszeaddssal vagy az 1 a szorzéssal.

Egyvaltoz6s miivelet a halmaz 6nmagéaba vald leképezése. Egy ilyen f miveletet involutdri-
kusnak vagy involiiciénak mondunk, ha f2 = idy, ahol id, az A halmaz 6nmagdra val6 identikus le-
képezése, vagyis az a leképezés, amely minden elemnek dnmagat felelteti meg. Egyvaltozés miiveletre
példa a valds szamok esetén az ellentett képzése, vagyis az a miivelet, amely minden szimhoz a —1-
szeresét rendeli, vagy a komplex szdmok halmazéan a konjugdlas, vagy egy linedris téren egy rogzitett
skaldrral val6 szorzds. Az el6bbi kettd involicid, az utdbbi csak akkor, ha a skalar az egységelem vagy
annak az ellentettje. Az egyvaltozds miiveletet tobbféleképpen is jeloljiik: szokdsos a kitevds {rdsmod,
péld4ul a~! a pozitiv valés szamok szorzdssal vett halmazan, a prefix frisméd, amikor a miivelet jele
megeldzi az operandust, mint példaul az egész szdmok halmaza az 6sszeaddssal (—a) vagy rogzitett
skaldrral vald szorzds egy linedris térben (3a), vagy valamilyen kiegészitd jel az operandus folott vagy
mellett, amire j6 példa a konjugélés a feliilhiz4ssal.

A leggyakoribb mivelettipus a kétvaltozds, vagy masként a binér miivelet, amelyet dltalaban
infix frasméddal adunk meg, vagyis ugy, hogy a miiveleti jelet a két operandus kozé irjuk (példaul
3+ 5). A szokasos infix a + jel, valamint a -, és ez utébbit sokszor nem is jeloljiik. Az elébbi jelolés
esetén a miiveletet dsszeadasnak, a masik esetben szorzasnak, magat a struktirat gyakran additiv il-
letve multiplikativ struktirdnak mondjuk az elébbi sorrendben. Multiplikacié esetén a miiveletben
résztvevo elemek a szorzds tényezéi, és az eredmény a szorzatuk, mig az dsszeadasnak tagjai vannak,
és az eredmény a tagok osszege.

Kétvéltozos miiveletet természetesen csak két operandussal hajthatunk végre, am maguk az ope-
randusok is lehetnek ugyanezen kétvéltozos miivelet eredményei, vagyis a milveleteket tetszoleges, de
véges mélységben egymdsba dgyazhatjuk. Ekkor zardjelezéssel kell kijeldlni, hogy a miiveleteket mi-
lyen sorrendben kell végrehajtani. Legyen A egy multiplikativ struktira. A miivelet asszociativ, ha
barmely a, b és ¢ A-beli elem esetén (ab)c = a(bc). Ekkor igaz az altalanos asszociativitas torvé-
nye, amely szerint tobb elem szorzata nem fiigg a szorzdsok végrehajtdsdnak sorrendjétdl (nem az
elemek, hanem a szorzasok sorrendjérdl van szd!), igy a zardjelezést el is hagyhatjuk. Ilyen értelem-
ben beszéliink n-tényezds szorzatrol, és ennek specidlis eseteként az egytényezds szorzatrol, amely
valdjdban nem egy szorzat, csupdn a struktira egy eleme.
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Ha két elem szorzata nem fiigg a két elem sorrendjétdl, vagyis ab = ba, akkor a két elem fel-
cserélhet6, és ha barmely elempar felcserélhetd, akkor a szorzds, illetve a struktira kommutativ.
Amennyiben a szorzds asszociativ, és egy tobbtényezds szorzatban barmely két tényezd felcserélhetd,
akkor a szorzat nem fiigg a benne résztvevo tényezOk sorrendjétdl, vagyis egy egyszerre asszociativ és
kommutativ struktirdban egy szorzat nem fiigg a benne megadott tényezdk és a szorzdsok sorrendjé-
tél. A szokdsok szerint csak akkor frunk egy miiveletet additivként, ha a miivelet asszociativ és kom-
mutativ.

Az A valamely a eleme

¢ Dbalrél regularis, ha barmely b € A-hoz legfeljebb egy olyan u € A 1étezik, hogy a-u =b
és regularis, ha mindkét oldalrél reguldris; maga a struktiira balrdl regularis illetve reguldris,
ha minden eleme balrél reguldris illetve reguldris;

e jobbrdl invertalhat6, ha minden b € A-hoz van olyan u € A, hogy a - u = b, és invertalhato,
ha mindkét oldalrdl invertdlhat6; maga a struktira jobbrdl invertdlhaté illetve invertilhato,
ha minden eleme jobbrdl invertédlhatd illetve invertalhato;

¢ bal oldali egységelem, ha minden b € A-ra a-b = b, és egységelem, ha egyszerre bal €s
jobb oldali egységelem; a struktdra egységelemes, ha van egységeleme;

¢ bal oldali zéruselem, ha minden b € A-ra a - b = a, és zéruselem, ha egyszerre bal és jobb
oldali z€ruselem; a struktura zéruselemes, ha van zéruseleme;

¢ bal oldali inverze b € A-nak, ha a struktiira egységelemes az e egységelemmel, és a - b = e,
tovabbd a inverze b-nek, ha egyidejiileg bal és jobb oldali inverze.

Természetesen a fentiekben értelemszertlien 4llhat bal oldali helyett jobb oldali is.

A definici6 alapjan, ha b az a bal oldali inverze, akkor a a b jobb oldali inverze és forditva.

Additiv struktira esetén (bal oldali) egységelem helyett (bal oldali) nullelemet, (bal oldali) in-
verz helyett (bal oldali) ellentettet is szokds mondani. Gyakori, és elvileg jobb elnevezés, ha egység-
elem helyett semleges elemet vagy neutralis elemet mondunk, illetve adott esetben hasonlé megne-
vezést haszndlunk a bal oldali hasonl6 esetben. Felhivjuk a figyelmet a zéruselem és a nullelem kozotti
kiilonbségre. Egy binér miivelet esetén lehetséges, hogy nincs bal oldali egységelem, lehet, hogy pon-
tosan egy ilyen elem van, lehetséges egynél tobb, de véges szdmu bal oldali egységelem, végtelen A
esetén lehet végtelen sok bal oldali egységelem, végiil mind véges, mind végtelen A esetén lehetséges,
hogy A minden eleme bal oldali egységelem. Am, ha létezik mind bal, mind jobb oldali egységelem,
akkor ezek sziikségszerlien azonosak, vagyis ekkor ez egységelem, és ekkor pontosan egy egységelem
van, tehat, ha van egységelem, akkor egyetlen egységelem van és ekkor nincs més bal vagy jobb oldali
egységelem. Az el6bbiek értelemszertien igazak a bal oldali zéruselemre és zéruselemre.

Az a inverzét, ha létezik, dltaldban a™ 1, ellentettjét —a jeloli. Megint az igaz, hogy egy elemnek
lehet, hogy nincs bal oldali inverze, lehet, hogy egy, vagy egynél tobb, de véges sok, vagy végtelen
sok bal oldali inverze van, és lehet, hogy a halmaz minden eleme bal oldali inverze. Az is lehetséges,
hogy van bal oldali és jobb oldali inverze, amelyek nem egyenldek, és az is lehetséges, hogy mindkét
oldalrdl tobb kiillonbozo inverze van. Ha azonban a szorzds asszociativ, és van a-nak mind bal oldali,
mind jobb oldali inverze, akkor ez a két elem azonos, tehdt inverze a-nak, és ekkor a-nak ezen kiviil
nem lehet sem bal oldali, sem jobb oldali inverze, és igy az inverz, ha 1étezik, egyértelmti.

Ha egy asszociativ szorzdsnak van egységeleme, akkor értelmezziik a nullatényezés szorzatot
vagy iires szorzatot is, amely definicidszerlien a struktira egységelemével egyenld, illetve additiv
miivelet esetén az iires Osszeget, amelyet a nullelemmel azonositunk.

Asszociativ miivelet esetén kiillén neve van az olyan miiveletnek, amelyben az operandusok
azonosak: az olyan n-tényez0s szorzat, ahol n egy pozitiv egész szdm, és amelynek minden tényezdje
a, az a n-edik hatvanya, és a jele a”, ahol a a (hatvany) alap(ja), n a (hatvany) kitevé(je), és a™ a
hatvany. Amennyiben a szorzas egységelemes, akkor a korabbiak szerint értelmezziik az tires szorza-
tot, amelynek 0 szdmu tényezdje van, ennek megfeleléen a® = e, ha e jeldli az egységelemet. Asszo-
ciativ szorzas esetén, ha két elemnek van inverze, akkor a szorzatuknak is van, és (ab)_1 =p g1
(vagyis nem a megszokott formaban teljesiil az egyenldség, kivéve, ha a és b felcserélhetd). Végiil, ha
a-nak van inverze (ekkor biztosan van egységelem), akkor definidljuk a negativ egész kitevds hatva-
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nyét is dgy, hogy ha n < 0, akkor a™ = (a™™)™! (ez az elem létezik, mert a zaréjelben 4ll6 szorzat
minden elemének 1étezik inverze, és a szorzat megegyezd elemei felcserélhetdek). A hatvanyra teljesiil
a megszokott a™*™ = a™a™ és (a™)" = a™" = (a™)™ egyenldség, de (ab)™ = a™b™ 4ltaldban nem
(de nyilvan teljesiil, ha a és b felcserélhetd). Az eldbbiek értelemszertien atirhatéak additiv {frdsméd
esetén, ekkor a™ helyett na-t irunk (ez dltaliban nem egy szorzat, hanem egy olyan Osszeg, amelynek
minden tagja a, és az Osszegnek n tagja van, illetve negativ n esetén egy —n-tagu Osszeg ellentettje!),
€s most n neve egyiitthato.

Konnyt ellendrizni, hogy

e a akkor és csak akkor balrdl reguldris, ha ab = ac-bdl kovetkezik b = c, ekkor a-val balrél
egyszeriisithetiink (illetve additiv irdsmadd esetén a-t balrdl torolhetjiik);

bal oldali egységelem balrdl reguldris;

bal oldali zéruselem csak akkor balrél reguldris, ha A-nak csak egy eleme van;

ha a miivelet egységelemes, és a jobbrdl invertalhatd, akkor a-nak van jobb oldali inverze;
bal oldali egységelem jobbrdl invertdlhatod;

bal oldali zéruselem csak akkor invertdlhat6 jobbrdl, ha A-nak csak egy eleme van;

véges A esetén a pontosan akkor balrdl reguldris, ha jobbrél invertdlhato;

és ha a miivelet asszociativ, akkor még

a-val felcserélheto elemek szorzata is felcserélhetod a-val;

balrdl reguléris elemek szorzata is balrdl reguldris;

ha a-nak van bal oldali inverze, akkor a balrdl reguléris;

ha a balrdl reguldris, és 1étezik jobb oldali inverze, akkor ez is balrdl reguldris;
jobbrdl invertilhaté elemek szorzata jobbrdl invertdlhato;

ha a-nak van jobb oldali inverze, akkor jobbrdl invertilhato;

ha a jobbrdl invertalhat6, és van bal oldali inverze, akkor ez is jobbr6l invertalhatd.

Az n-véltozés f mivelet esetén a idempotens, vagy f megorzi a-t, ha f(a, ...,a) = a, azaz ha
a mivelet eredménye a, amennyiben a miivelet minden operandusa a. Maga a miivelet idempotens, ha
a halmaz minden eleme idempotens a miiveletre. Egyszertien lathatd, hogy egy binér miiveletre nézve
bal oldali egységelem és bal oldali zéruselem mindig idempotens, és asszociativ miivelet esetén egy
balrdl reguldris elem csak akkor idempotens, ha bal oldali egységelem.

Igen fontosak az asszociativ binér miiveletek.

1.4. Definicio

A = (4;*) grupoid, ha A nem iires és - binér miivelet. A grupoid félcsoport, ha - asszociativ, és

a félcsoport csoport, ha egységelemes, €s minden elemnek van inverze. Kommutativ csoport neve
Abel-csoport.

A

Félcsoportot leggyakrabban S-sel (semigroup), mig csoportot G-vel (group), Abel-csoportot A-
val jeloliink, és ekkor a miivelet dltaldban az 6sszeadas.

1.5. Tétel

Az alabbi allitasok ekvivalensek:

e ( félcsoport, amelyben van olyan e, bal oldali egységelem és minden a-elemhez olyan a,
elem, amellyel aya = ep;
e ( csoport;
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e ( félcsoport, €s G minden eleme reguldris és invertalhato;
e ( félcsoport, €s G minden eleme invertdlhat6.

A fenti, egymadssal ekvivalens allitdsok barmelyikét tekinthetjiik a csoport definicidjanak.

Az egyetlen elem 4ltal generdlt csoport a ciklikus csoport, ennek elemei a generdtorelem hat-
vanyai. Ha egy ciklikus csoport rendje n, akkor a csoport elemei a generdtorelem n-nél kisebb nemne-
gativ egész kitevOs hatvanyai. Ekkor a™ = e, feltéve, hogy a generdtorelem a, és n a legkisebb olyan
k pozitiv egész kitevé, amellyel a® = e. Csoport esetén definidljuk a g elem |g| (vagy o(g)) rendjét,
ami az elem 4ltal generdlt ciklikus részcsoport rendje. Ez lehet végtelen, ekkor a ciklikus csoport ele-
mei a generatorelem egész kitevOs hatvanyai, és két hatvany akkor és csak akkor egyenld, ha a kitevok
azonosak, és lehet véges. Ha a generdlt részcsoport véges, akkor a részcsoport rendje az eldbbiek sze-
rint egyben a legkisebb pozitiv egész kitevd, amelyre emelve az elemet, az egységelemet kapjuk. Az
elem rendjét ezzel a tulajdonsdggal is definidlhatjuk, azzal a kiegészitéssel, hogy a rend végtelen, ha az
elem egyetlen pozitiv egész kitevds hatvanya sem azonos a csoport egységelemével.

Konnyen be lehet 14tni, hogy ciklikus csoport minden részcsoportja ciklikus.

Csoport részstruktirdja a részcsoport. Maga G, valamint a csak az egységelembdl 4ll6 részhal-
maz részcsoport, ezek a csoport trivialis részcsoportjai, és (ha létezik,) a tobbi részcsoport a csoport
nem trivialis részcsoportja. Legyen G csoport, €s legyen @ = H € G. Ekkor H < G pontosan akkor
teljesiil, ha HH ~1 ¢ H (illetve additiv miivelet esetén ha H — H € H), ahol H~! a H elemeinek inver-
zeib6l 4116 halmaz. (Altaldban, ha A a G csoport tartéhalmazanak nem iires részcsoportja, akkor A a G
egy komplexusa, és az A és B komplexus ebben a sorrendben vett AB szorzata az A-beli a és B-beli b
elemek szorzatdnak halmaza. Amennyiben A-nak egyetlen eleme van, akkor {a}B helyett roviden aB-t
frunk.) Ha H < G, akkor G barmely a és b eleme esetén egyértelmii, hogy a~1b eleme-e H-nak, vagy-
is ez egy binér relacidé G-n. A rel4ci6 reflexiv, szimmetrikus és tranzitiv, igy osztdlyoz. Az a-val rep-
rezentdlt osztdly aH, a G H szerinti, a-val reprezentalt bal oldali mellékosztalya, és hasonléan de-
finidljuk a jobb oldali mellékosztalyokat is. aH szdmossdga azonos H szdmossagéaval, és aH — Ha™?
egy bijekcié az ugyanazon részcsoport szerinti bal oldali és jobb oldali mellékosztilyok halmaza ko-
z6tt. Mindezek alapjan definidljuk a H részcsoport (G-beli) |G: H'| indexét, mint a G H szerinti bal
oldali mellékosztalyai halmazanak szdmossagat. Véges csoportok egy fontos tulajdonsdgat mondja ki
a Lagrange-tétel, amely szerint véges csoport részcsoportja rendjének és indexének szorzata a csoport
rendje, vagyis |G| = |H||G:H |, és igy a részcsoport rendje és indexe osztéja a csoport rendjének.
Fontos kdvetkezmény, hogy véges csoportban minden elem rendje osztdja a csoport rendjének (amibdl
példaul kovetkezik, hogy primszamrendl csoport ciklikus, amelynek nincs nem trividlis részcsoport-
ja), és ha a csoport rendje n, akkor g™ = e a csoport minden g elemére.

A G csoport egy H részcsoportja szerinti osztdlyozas akkor és csak akkor kompatibilis a csoport
miveletével, ha a G minden a elemével aH = Ha. Ez a feltétel sok mds alakban is megfogalmazhato,
az egyik ilyen ekvivalens feltétel, hogy minden G-beli a-val aHa™! € H. Az ilyen tulajdonsagi rész-
csoport egy normalis részcsoport, normalosztd, invarians részcsoport illetve invarians oszt6. Mi-
vel normadlis részcsoport esetén a részcsoport szerinti osztdlyozds kompatibilis a csoport miiveletével,
ezért a normalis részcsoport szerinti osztdlyok az osztdlyokon a reprezentdnsok altal meghatarozott
szorzéassal egy faktorstrukturat, a faktorcsoportot definidljdk. Ennek rendje a részcsoport indexe.

Ha ¢ a G félcsoportnak a ' grupoidba valé miivelettart6 leképezése, és H = Im(¢), akkor H-
ban a T'-beli miivelet asszociativ, tehat H félcsoport ezzel a miivelettel. Ha G csoport az e egységelem-
mel, akkor e képe a kép egységeleme, inverz képe a kép inverze, igy csoport homomorf képe csoport.
Ekkor a leképezés magjdban az e-t tartalmazé osztily G egy N normdlis részcsoportja, és egy-egy
osztaly egy V' szerinti mellékosztély, vagyis ekkor a leképezés magjat egyértelmiien meghatarozza N.
Csoportok esetén igy definidljuk a leképezés magjat, és ekkor G/N = H..

Fontos csoportot alkotnak a modulo m maradékosztilyok az Osszeaddssal, illetve a redukalt
maradékosztalyok a szorzassal (az 6sszes maradékosztaly a szorzdssal félcsoportot alkot). A maradék-
osztalyokon a miiveleteket a reprezentansokkal definidljuk. Tekintettel arra, hogy az egész szdmok
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halmazan értelmezett modulo m kongruencia ekvivalencia-relacié Z-n, és ez mind az Osszeadassal,
mind a szorzdssal kompatibilis, igy a reprezentdnsokkal valé definicié valéban binér miiveleteket
eredményez. A 1étrejott két struktira (Zp; +) €s (Zy;+). A definicid alapjan barmely a és b egész
szam esetén a = b (m) pontosan akkor igaz, ha@ = b,a+b =c(m),haa+b = ¢, és ab = c (m),
ha @b = ¢ (ez utébbi nem csak a redukalt maradékosztilyok esetén igaz). Ez azt jelenti, hogy a kong-
ruencidrdl mindig attérhetiink a reprezentdnsokkal megadott osztalyok egyenldségére és forditva.

1.6. Tétel

Legyen (G;-) csoport, g a csoport n-edrendii eleme, és e a csoport egységeleme. Ekkor

a) tetszdleges u € Z-re g* = e akkor és csak akkor, ha n|u;

b) barmely u és v egész szamra g* = gV akkor és csak akkor, hau = v (n);

¢) n>k € N-re a g¥ elemek paronként kiilonbozdek, és minden m egész szamhoz van olyan
egyértelmiien meghatérozott n > j € N, hogy g™ = g/;

m
e) g™ = |g| & (m,n) =1, és ekkor tetszbleges k egész szdmra |(gk)m| = |g¥|;

f) ha G véges csoport, akkor n||G|;
g) tetszOleges u és v egész szamra |g“?||(1g*], 19" ).

Bizonyitas:

a) Ha n|u, akkor u = rn egy r egész szammal, és ekkor g% = g™ = (g")" = e" = e. Fordit-
va, legyen g* = e. Hau =rn+s, ahol n > s € N, akkor e = g* = g"™*5 = (g™)"g° = g°. Mivel
n a legkisebb pozitiv egész, amely kitevés hatvanya g-nek az egységelem, ezért s nem lehet pozitiv
egész szam, igy s = 0, de akkor u = rn, azaz n|u.

b) g% = g”-bdl gv™* = g° = e, ésigy a) alapjan n|v — u, azaz u = v (n).

c) Hai és j olyan egész szdmok, hogy 0 < i < j <mn, akkor 0 < j —i < n, igy, han|j — i, ak-
kor i = j, amibdl kovetkezik az allitds elso fele. Az allitds mdsodik része egyszerli kovetkezménye an-
nak, hogy barmely u egész szamra 0 < umod n = u (n), és umod n egyértelmiien meghatarozott.

d) e=(g™'= gml akkor és csak akkor igaz az [ egész szamra, ha n|ml, ami viszont ponto-

san akkor teljesiil, ha l A legkisebb ilyen pozitiv egész —— s tehdt ez lesz g™ rendje.

(m
e) Az elobbi pont alap]an lg an),

allitds masodik fele pedig kovetkezik abbdl, hogy ha (m,n) = 1, akkor (km,n) = (k,n).

f) Ez kovetkezik a Lagrange-tételbdl.

g) Legyen a g%, gV és g’ elemek rendje az el6bbi sorrendben r, s és t. Ekkor (g¥)° = e, igy
e =e% = ((g")5H% = g5 = (g*¥)%, tehit t|s. Hasonl6an kapjuk a t|r oszthatésdgot, amibél kovet-
kezik, hogy t osztdja r és s legnagyobb kozos osztdjdnak.

ml = és ez pontosan akkor egyenld n-nel, ha a nevez6 1. Az

J
Z,, az dsszeaddssal csoport, a szorzdssal félcsoport, és a redukalt maradékosztalyok az utébbi

félcsoportban csoportot alkotnak, igy a korabbiakkal 6sszhangban van az aldbbi definicid.

1.7. Definicio
o, () = min{k € N*|ki = 0 (m)} az i additiv és 0,,(i) = min{k € N*|i¥ = 1 (m)} - ha 1¢é-

tezik — az i (multiplikativ) rendje modulo m, ahol m € Nt ési € Z.
A

Az eldbbi tételt alkalmazva kapjuk a kovetkezd eredményeket.
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1.8. Tétel

Minden m € N* és i € Z esetén létezik és egyértelmil o, (i), tovdbba o}, (i) = (lm—m)

1.9. Kévetkezmény
Legyen m természetes szam, i, j és k egész szamok. Ekkor

ji = ki(m) e j=k(oh(®));

ji=0(@m) e on();

o ())|m, és o}t (i) = m akkor és csak akkor, ha (i,m) = 1;

o (k)| (07, (k), 0, ()

pontosan akkor lesz minden u € Z-vel o}, (ku) = o}, (w), ha (k,m) = 1.

A multiplikativ tulajdonsaggal kapcsolatban az aldbbi megallapitds tehetd.

1.10. Tetel

Akkor és csak akkor létezik n modulo m rendje, ha (m,n) = 1. Ekkor a j és k nemnegativ
egészre nJ = n* (m) pontosan akkor igaz, ha j = k (op, (n)) (specidlisan n' = 1 (m) pontosan akkor
teljesiil, ha o,, (n) osztdja i-nek), végiil 0,,(n)|p(m).

A

Az elsd allitas azért igaz, mert ha m és n nem relativ primek, akkor n barmely pozitiv egész ki-
tevés hatvanyanak van 1-nél nagyobb kozos osztdja m-mel, de akkor a hozz4 relativ prim eggyel ki-
sebb szdm nem lehet oszthaté m-mel, igy az n egyetlen pozitiv egész kitevds hatvdnya sem lehet
kongruens 1-gyel modulo m, mig ha n relativ prim m-hez, akkor az Euler-Fermat tétel szerint

n®Mm =1 (m).

Szamelméletbdl ismeretes az dsszegzési fiiggvény és ennek megforditdsa. Most ezt dltaldnosit-
juk. Emlékeztetdiil, n € N*-ra a Moebius-fiiggvény értéke az n pontban 0, ha n-nek van primnégyzet
osztoja, és az ellenkezd esetben (—1)", ahol r az n primtényezdinek szama.

1.11. Tétel
Legyen $ a G = (G; +) kommutativ csoport részfélcsoportja. Ha f az N*-t S-be képezi, akkor

F(n) = Sain f(d) egy F:N* - § figgvény. & Sqn a(DF (2) = f() = Sanie (2) F(d) a G mibve-
leteivel. Forditva, az N*-t S-be képezé F fiiggvényre ¥4, (g) F(d) = f(n) = Xapmu(dF (g) egy

F:N* — G fiiggvény, és F(n) = Y4}, f(d) a G-beli miivelettel.
A

Bizonyitas:

f(d) minden d € N*-ra S-beli, és mivel § félcsoport az dsszeaddssal, ezért F(n) is eleme S-
nek. A kifejezés minden természetes szdmra értelmezett, tovabba az S-beli muvelet egyértelmi, igy
val6ban fiiggvényt definidl az 6sszeg, egy olyan fiiggvényt, amely N*-t képezi S-be.

Legyen d|n € N* és g = m. Ekkor d = %, és Yanu(dF (g) = YamH (g) F(d), hiszen kii-
16nboz6 d-hez kiilonbozd m tartozik, tovabba

11
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> F(d)—z G r@r|=) | f@r ) u® | = f,

din d’'|d d'|n t|—,
d

ugyanis a Moebius-fiiggvényt egy adott n pozitiv egész szam osztdin kiszdmitva és ezeket az értékeket
Osszeadva, az 6sszeg akkor és csak akkor kiilonbozik 0-t6l, ha n = 1, és ekkor az Osszeg értéke 1, ez
pedig esetiinkben pontosan akkor teljesiil, ha d’ = n.

Az ellenkez0 irdny esetén azt, hogy f a természetes szamokat G-be képezo fliggvény, hasonldan

lathatjuk be, mint az elébb F-r6l, hogy N¥-t képezi S-be, mig ha f(n) = Y4, ( )F (d), akkor

Y@= Y u()F@y )= Y [ Fa) Y u@ | =F,

dln dln \d'|d d'|ln d|£,
d

azaz F-bdl indulva, f-en keresztiil visszajutunk F-hez.
Osszeadds helyett szorzést, egyiitthaté helyett kitevét irva kapjuk az aldbbi eredményt.

1.12. Kiegészités
Legyen S a G = (G;-) kommutativ csoport részfélcsoportja. Ha f az N*-t S-be képezi, akkor

+ L (%) )\ :
F(0) = Tan £ (@) egy F:N* > 8 fiigavény, & £(0) = Man(F@)"@ = [ape (F (3)) 2 g-bel

n u(d) M(E)
szorzassal, mig F:N* - § esetén f(n) = [Ign (F (E)) <= Ha|n(F(d)) d ) egy F:N* -G
fiiggvény, és F(n) = [[qn f(d) a G miiveletével.
A

1.13. Megjegyzés

Az el6z6 kiegészités megfeleld része szerintazu = [[ gn F (g) ésv=][] agn F (g) jelo-
u(d)=1 wd)=-1

1éssel az S barmely ilyen u és v elemére a vx = u egyenletnek van S-ben megolddsa (és ekkor &
regularitidsa miatt csupan egy megoldasa), és ez éppen f(n), és hasonlé a helyzet az additiv esetben is,
ha a produktumjelet szummajelre cseréljiik, és vx = u helyett v + x = u-t frunk. Ha R gytiri, akkor
additiv csoportjdban az additiv alak érvényes, és ha R kommutativ, és f a gytlirti reguléris elemeinek
félcsoportjdba képez, akkor a multiplikativ alak is alkalmazhatd, hiszen ekkor R bedgyazhat6é olyan
gyliriibe, amelyben a reguldris elemeknek van inverziik.

A

1.14. Definicio

1.11.-ben és 1.12.-ben F az f 0sszegzési illetve szorzatfiiggvénye, és f az F (additiv illetve
multiplikativ) Moebius-transzformaltja. Az F — f hozzarendelés a megforditasi képlet.
A

A kétmiiveletes strukturak koziil kiilonosen fontosak a gyiirik, amelyeket leggyakrabban R-rel
jeloliink (ring). A gylrii ,,prototipusa” az egész szdmok halmaza az 0sszeaddssal és a szorzdssal. A két
miiveletet Osszekoti a disztributivitds. Altaldban is igaz, hogy tobb miivelet esetén csak akkor kapunk
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az egy-egy milvelethez kapcsol6dé tulajdonsdgokon tuli 1ij eredményeket, ha valami 6sszekapcsolja az
egyes miiveleteket. Vagyis nincs értelme olyan struktirdkat vizsgdlni, ahol a miiveletek halmaza egy-
nél tobb osztilyra bonthaté dgy, hogy az egyes osztilyok miiveletei kozott semmi Osszefiiggés sincs.

1.15. Definicio

R = (R; +,”) gytrd, ha (R;+) Abel-csoport, (R;-) félcsoport, és a szorzds mindkét oldalrol
disztributiv az 6sszeaddsra nézve, azaz a(b + ¢) = ab + ac és (b + c)a = ba + ca a gyrl tetszdle-
ges a, b és c elemeire.

A

A disztributivitds két feltétele kommutativ szorzas esetén nyilvan egybeesik, 4m ha a szorzas
nem kommutativ, akkor az egyik teljesiilhet anélkiil, hogy a masik is igaz lenne a gytirti barmely elem-
harmasara. Gylirliben az sszeadds semleges eleme, a nulla, amit 4ltaldban 0 jeldl, egyben zéruseleme
a szorzdsnak, vagyis a gylrQi minden 7 elemével 0-r = 0 = r - 0 (amennyiben csak az egyik oldali
disztributivitas teljesiil, akkor az utébbi egyenldségek koziil csak az egyik igaz, mégpedig bal oldali
disztributivitds esetén O jobb oldali zéruselem, és forditval!). A disztributivitds 4ltaldban is igaz egy

gyliriiben, azaz ]_[?;127‘:1 a]@ = Yjer 1124 a](il), ahol j = (jy, ..., jm), és minden i-re n; = j; € N*. A
disztributivitds alapjan (mr)s = m(rs) = r(ms) és m(nr) = (mn)r = n(mr), ahol r és s a gylrl
elemei és m, n egész szamok, és ebbdl példaul (mr)(ns) = (mn)(rs) = (nr)(ms), vagyis szorzat-
ban az egyiitthatok kiemelhetdek és bevihetdek barmely tényezd melldl illetve mellé.

A gytirti mindkét miiveletre zart, nem tires részhalmaza a gytr(i részgyiirije. A csoporthoz ha-
sonldan definidljuk a valédi és nem valédi, a trivialis és nem trivialis részgytiriiket.

Konnyen lathat6, hogy barmely additiv Abel-csoportra épithetd gytlrii tigy, hogy barmely két
elem szorzatat az additiv csoport neutrdlis elemével azonositjuk. Ez a gylir(i a zérégyiiri (van olyan
additiv Abel-csoport, amelyre nem is lehet mas gytrtit épiteni). Amennyiben a zérégylirtinek egyetlen
eleme van, akkor ez csak a nullelem lehet, és ekkor a gytriit nullgyiiriinek hivjuk.

A gyliriben a nulldval val6 szorzas eredménye a nulla, 4m egy szorzat akkor is lehet nulla, ha
egyik tényez6 sem nulla. Az ilyen elempdrokat nullosztéparoknak hivjuk, és a bal oldali tényezd bal
oldali nulloszt6, mig a masik egy jobb oldali nulloszté. Egy nem nulla elemmel akkor és csak akkor
lehet balrdl egyszeriisiteni, ha nem bal oldali nullosztd, vagyis a balrdl reguldris elemek pontosan a
nem nulla, balrél nem nulloszté elemek. Balrdl reguldris elemek szorzata balrdl reguléris, és ha egy
elemnek van jobb oldali inverze, akkor ez a jobb oldali inverz balrdl reguldris. Az is konnyen belatha-
td, hogy ha egy elemnek van bal oldali inverze, akkor ez az elem balrdl reguléris.

Egy gyliri nullosztomentes, ha nincs benne bal oldali nulloszt6 (€s akkor jobb oldali sincs).
Nullosztémentes gylirli minden részgytirlije is nullosztdmentes a definicié alapjan.

Amennyiben a gylriibeli szorzds kommutativ, akkor a gyiri kommutativ gyiiri, ha van R
multiplikativ félcsoportjadban egységelem, akkor R egységelemes gyiirii. Kommutativ gyiirii minden
részgylirije is kommutativ, ami azonnal kovetkezik a definiciobdl, 4m egységelemesség szempontjd-
bdl més a helyzet. Nem nehéz példat taldlni arra, hogy egy gylirli és részgylriije egyszerre lehet egy-
ségelemes azonos vagy akdr kiilonbozd egységelemmel, lehet, hogy kettdjiik koziil barmelyikben, de
csak az egyikben van egységelem, végiil az is lehetséges, hogy egyikben sincs egységelem.

Gylirlikre igen fontos példdk az egész szamok, a raciondlis, a valds és a komplex szamok hal-
maza a szokdsos Osszeaddssal és szorzassal, illetve tetszéleges, 1-nél nagyobb pozitiv egész m-re a
modulo m maradékosztialyok halmaza az osztidlyokra a reprezentansokkal definidlt miiveletekkel.
Ezek mindegyike kommutativ és egységelemes, Z, Q, R és C nullosztémentes, dm Z,, akkor és csak
akkor nullosztémentes, ha m felbonthatatlan, azaz ha primszdm.

1.16. Definicio

A legaldbb kételemi, kommutativ, nullosztémentes gytirii integritasi tartomany. Ha egy gytirii
nem nulla elemei a szorzassal csoportot alkotnak, akkor ferdetest, és ez test, ha a szorzds kommutativ.
A
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Z tehét integritdsi tartomdny, Q, R és C test, és Z,, pontosan akkor test, amikor m primszam.
Ferdetestet alkotnak példaul a kvaternidk.

Nem mindig kétik ki, hogy integritdsi tartomdnynak legyen legaldbb két eleme. A testet dltala-
ban K -val, néha F-fel jeloljiik (Korper illetve field). A definici6 alapjan ferdetestnek, és igy testnek is,
legalabb két eleme van, és nullosztémentes, igy egy test mindig integritdsi tartomény (de forditva nem
igaz, amire példa az egyik legfontosabb integritdsi tartomény, az egész szdmok gytirije).

Nullosztémentes gytirtikben a nem nulla elemek additiv rendje, vagyis az additiv csoportbeli
rendje azonos, és ha ez a kozos érték nem végtelen, akkor primszam. Ez alkalmat ad az ilyen gytrik-
ben egy Uj fogalom bevezetésére.

1.17. Definicio

Legyen R egy legaldbb kételemii, nullosztomentes gyliri. Ha a gyliri nem nulla elemeinek ad-
ditiv rendje a p primszam, akkor a gytiri karakterisztikaja p, kiilonben 0.
A

A definiciébdl kovetkezik, hogy nullosztémentes gytrii legaldbb kételemti részgytiriijének ka-
rakterisztikdja azonos a teljes gylirii karakterisztikdjdval.

Félcsoport, és igy csoport és gylrli esetén is fontosak a minden elemmel felcserélhetd elemek.

1.18. Definicio

Az § félcsoport centruma C = {s € §|V(u € S): su = us}. Csoport centruma a csoport mint
félcsoport centruma, mig gyilirii centruma a gytirli multiplikativ félcsoportjanak centruma.
A

1.19. Tetel

Félcsoport centruma zart a félcsoport miiveletére. Egységelem és zéruselem — ha 1étezik — min-
dig eleme a centrumnak. Csoport centruma a félcsoport-miivelet megszoritdsaval normalis részcsoport,
mig gylirli centruma a gytrtimiiveletek megszoritasival részgytri.

A
Bizonyitas:
a) Ha u és v eleme C-nek, akkor (uv)s = u(vs) = u(sv) = (us)v = (su)v = s(uv) a
félcsoport tetszdleges s elemével, ami mutatja C miiveleti zartsagat.
b) Ha e egységelem és z zéruselem a félcsoportban, akkor es = s =seészs =z =sza
félcsoport barmely s elemével, vagyis e és z eleme a centrumnak.
c) b) szerint csoport illetve gylirli centruma nem iires, igy a) alapjan a mivelet (gytri

esetén a szorzds) megszoritdsaval C részfélcsoport. Ha § csoport, akkor u-nak van inverze, és us =
su-bél su™t =u1s, igy u ! € C, C részcsoport. Ezen til még sus™! = (su)s™! = (us)s™! =
u(ss™1) = ue = u, tehit sCs~! = €, C normilis részcsoport S-ben. Gyfirii esetén (u — v)s = us —
vs = su — sv = s(u — v) az S valamennyi s elemével, tehdt u — v is a centrumban van, igy C mind a
szorzasra, mind a kivondsra zdrt, ennélfogva a miiveletek C-re valé megszoritdsaval részgyiirii.

U

Ahogy egész szamokbdl megkonstrudlhaté a raciondlis szamok teste, ugyanigy lehet egy integ-
ritdsi tartomanyt testbe dgyazni. Ennél éltaldnosabb, ha az R gylriit olyan § gylirlibe dgyazzuk be,
ahol R minden regularis centrumelemének van inverze. A legsziikebb ilyen gytriit a kovetkezOképpen
kapjuk. Legyen M az R reguldris centrumelemeinek halmaza, és legyen T = R X M. Tekintsiik az
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1. Bevezetés

(r,my) @ (ry,my) = (mmy + rymy,mumy) és (r,my)  (ry,my) = (ryry, mym,) szabélyokat
(kdonnyt észrevenni, hogy ezek éppen a raciondlis szdmok Osszeaddsdnak és szorzdsinak szabalyai).
Ha p olyan, hogy (11, my)p(ry, m,) & (rym, = r,m,), akkor p ekvivalencia-relaciot definial T-n,
amelyben minden m € M-re az (m, m) elemek egy osztdlyban vannak. Kevés szamoldssal beldthato,
hogy p kompatibilis mindkét miivelettel, igy tekinthetjiik a megfelel6 faktorstruktirat. Ez a struktira
gylri, amelyben e = (m, m) egységelem. r = (m, m) monomorfizmus, igy az (rm,m) elemek azo-
nosithatéak R elemeivel, R bedgyazhat6 a kapott gyiiribe. A tovabbiakban a gylirli miiveleteit a szo-
kdsos médon jeloljiik, és (rm, m) helyett r-et irunk. m - (m’,mm’) = m - (mm’,m’) - (m’,mm’) =

(mm’z,mm’z) = (m,m) = e, vagyis az eredeti gylirli minden reguldris centrumelemének van inver-
ze a faktorgyliriiben. Ha az m ezen inverzét m™~1-gyel jeloljiik (ez dltaldban nem eleme az eredeti gyti-
riinek!), akkor (rm,m) = rm~! alakban frhat6 az Gj gytirii barmely eleme. Azt is konnydi beldtni,
hogy m és m™? az j gytirli minden elemével felcserélhetd, vagyis eleme a b8vebb gylirli centruma-
nak. Belathat6, hogy minden olyan gytiirli, amely tartalmaz az R-rel izomorf részgyirtit, és amelyben
az R reguldris centrumelemeinek megfeleld elemeknek van inverze, sziikség szerint tartalmaz az el6bb
megkonstrudlt gylirlivel izomorf részgyUriit is.

Amennyiben R integritdsi tartomdny, akkor minden nem nulla eleme reguléris centrumelem, igy
az el6bb konstrudlt gyiirtiben az R valamennyi nem nulla elemének van inverze, és a szorzds kommu-
tativ, tehat testet kapunk, vagyis integritdsi tartomény mindig bedgyazhat6 testbe.

Gyliriiben a normalis részcsoportnak megfeleld részstruktira az ideal. Az R egy nem iires [
részhalmaza bal oldali ideal az R gytiriiben, hal —1 € I és RI € I (vagyis a bal oldali ideal egyben
részgyuri, de ez forditva altaldban nem igaz). Hasonldan definidljuk a jobb oldali idealt, és az egy-
szerre bal és jobb oldali idedl az idedl. A gylirli egy részhalmaza 4ltal generélt (bal oldali) idedl a gyu-
rll legsziikebb, a megadott halmazt tartalmazé (bal oldali) idedlja. Az egyetlen elem altal generalt (bal
oldali) ideél (bal oldali) féideal. Egységelemes gylirtiben a bal oldali féidedl a generdl6 elemnek a
gylrli sszes elemével balrdl vett szorzata, €s ha a gyliri kommutativ, akkor ez az adott elem 4ltal ge-
nerdlt féideal. Idedl mint a gylr(i additiv csoportjanak részcsoportja normdlis részcsoport, hiszen az
additiv csoport kommutativ, és igy minden bal oldali mellékosztily egyben jobb oldali is ugyanazon
reprezentanssal, igy az idedl osztilyoz. Ez az osztdlyozds kompatibilis a gytiri mindkét miiveletével.
Az ideadl szerinti mellékosztalyokat szokds maradékosztalyoknak nevezni, €s az idedl szerinti faktor-
gylirit maradékosztaly-gyiiriinek. Ha r a gyiirii egy eleme, akkor az r altal reprezentalt maradékosz-
tdly az r + I halmaz. A csak a 0-t tartalmaz6 halmaz valamint a teljes gytri idedl, a gytra trivialis
idealjai, a tobbi idedl a nem trivialis ideal. A gy(ir(i nem valdédi ideal, minden mas idedl valodi ideal.

Egy ideal maximalis, ha valddi idedl, és a gyiri egyetlen valédi idedljanak sem valddi része.

1.20. Tetel

Egységelemes kommutativ gylirli maximalis idedlja szerinti maradékosztaly-gylirQi test.
A

A gytrii-homomorfizmusra hasonlé tételek érvényesek, mint a csoportokndl. Most is igaz, hogy
gylriit Osszeg- €s szorzattarté médon leképezve olyan kétmiiveletes struktiraba, amely kiilon-kiilon
mindkét miiveletre nézve grupoid, akkor a képe gylrli, azon elemek, amelyek képe a képhalmaz null-
eleme, idedlt alkotnak, ez a leképezés magja, és pontosan azon elemek képe lesz azonos, amelyek az
idedl szerinti azonos maradékosztdlyban vannak. Minden elemet leképezve az 6t tartalmazé osztalyra,
egy epimorfizmust kapunk, és minden osztdlynak megfeleltetve az osztily egy reprezentdnsanak ké-
pét, egy monomorfizmust kapunk. Ennek a két leképezésnek a szorzata megegyezik az eredeti leképe-
z€ssel, tovabba a mag szerinti maradékosztaly-gytirli izomorf lesz a képstruktiraval.

Mint ahogyan az egész szdmok mint specialis gylril esetén, ugy dltaldban is, gytirtik vizsgalata-
nal az egyik legfontosabb teriilet az oszthatésag kérdése.
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Véges testek

1.21. Definicio

Az R gyiirii u eleme w € R bal (jobb) oldali osztéja, ha w = uv (w = vu), ahol v € R, és u
osztoja w-nek, ha egyszerre bal és jobb oldali osztéja. Ha u bal oldali osztdja w-nek, akkor w az u
jobb oldali tobbszorose. A bal oldali tobbszoros és a tobbszoros definicidja hasonlo.

A

Az aldbbi tulajdonsagok elég természetesek:

¢ a (-nak minden elem osztdja, és a 0 csak Snmagénak bal oldali osztdja;

e ha u minden n > i € N-re bal oldali oszt6ja w;-nek, akkor Y7 (w;r; + m;w;)-nek is bal
oldali osztdja, ahol az r;-k a gylrli elemei, mig az m;-k egész szamok;

¢ bal oldali egységelem (ha létezik) minden elemnek bal oldali osztéja.

A madsodik tulajdonsigbdl kdvetkezik, hogy ha u bal oldali osztdja v-nek, és v bal oldali osztéja
w-nek, akkor u bal oldali osztdja w-nek (az oszthatdsdg tranzitiv). Amennyiben a gytiriiben van jobb
oldali egységelem, akkor a balrdl val6 oszthat6sag reflexiv. Most tegyiik fel, hogy r balrdl osztéja s-
nek, mig ez utébbi bal oldali oszt6ja r-nek. Ekkor s = ru és r = sv, és r €s s jobbrol asszocialt, amit
r~;s jelol. Ha a két elem balrol is asszocialt, akkor asszocialt, jeldlésben r~s. Amennyiben a balrdl
oszthat6 b-vel, akkor a minden jobb oldali asszocidltja oszthaté b barmely jobb oldali asszocidltjaval,
hiszen ekkor a = bt, a’ = au és b = b'v, ahol a’ az a és b’ a b egy jobb oldali asszocidltja, és igy
a' =au = (bt)u = b(tu) = (b'v)(tu) = b'(vtu) = b't’. A definicié alapjan a jobb oldali asszoci-
altsag szimmetrikus, és konnyen igazolhat6, hogy tranzitiv is. Ha még deklaraljuk, hogy minden elem
Oonmaga jobb oldali asszocidltja, akkor a jobb oldali asszocidltsag ekvivalencia-relacié a gylirli alaphal-
mazan.

Ha egy gytirtiben van egy s balrdl reguldris elem, és egy jobbrdl reguléris r elemhez van olyan
¢ gylriielem, hogy r = er, akkor € egységelem. Ekkor ugyanis barmely u-val ur = u(er) = (ue)r-
bdl, mivel r jobbrdl reguldris, ur = ue, vagyis € jobb oldali egységelem, és ekkor minden u-val telje-
stil az su = (se)u = s(eu) egyenlGség, ahonnan u = eu, hiszen s-sel balrdl lehet egyszerisiteni. Ez
azt jelenti, hogy ¢ jobb oldali egységelem is, és igy egységelem. Specidlis esetként kapjuk, hogy null-
osztomentes gylriiben mér egyetlen r = er (vagy r = re) egyenlOségbdl kovetkezik, hogy € egység-
elem, har # 0.

1.22. Definicio

A gylirii egy u eleme bal oldali egység a gyliriiben, ha a gyliri minden r elemének bal oldali
osztoja, és egység, ha egyszerre bal és jobb oldali egység.
A

Ha az R nullosztémentes gyliriiben van bal oldali egység, akkor a definici6 el6tti bekezdés alap-
jan a gylri egységelemes. Legyen az egységelem e. Most az u bal oldali egység balrdl osztja e-t, te-
hét alkalmas u’-vel e = uu’, igy u-nak van jobb oldali inverze, u’. Am u’ bal oldali inverze is u-nak,
ugyanis eu’' =u' =u'e = u'(uu') = W'wu', és R nulloszté-mentessége kovetkeztében u'u = e.
Ekkor viszont tetszéleges r-rel r = re = r(u'u) = (ru’)u = su, u jobb oldali egység is, vagyis R-
ben minden bal oldali egység egység, és ha van egység, akkor van egységelem, és minden egységnek
van inverze. Ez forditva, s6t, még dltaldnosabban is igaz, ha ugyanis egységelemes gylirliben egy u
elemnek van jobb oldali inverze, akkor r = er = (uu')r = u(u'r) = us, u bal oldali egység. Ez azt
jelenti, hogy R-ben éppen az invertdlhat6 elemek az egységek. Az egységelem, ha van, mindig egység,
és R-ben az egységelem osztéi egységek, hiszen ezeknek az elemeknek van inverzik, igy igaz az
alabbi tétel.
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1. Bevezetés

1.23. Tetel

Nullosztémentes gytirtiben akkor és csak akkor van bal oldali egység, ha van egységelem. Ek-
kor minden bal oldali egység egység, és az egységek pontosan az invertdlhat6 elemek, vagyis az egy-
ségelem 0sztoi.

A

A tétel alapjan ferdetest, és igy test minden nem nulla eleme egység, és forditva, ha egy gytiri
minden nem nulla eleme egység, akkor a gytir(i ferdetest.

Legyen egy nullosztémentes gyliriiben r és s jobbrdl asszocialt. Ekkor r = su és s = rv-bdl
se = s = s(uv), vagyis u és v egymads inverze, és igy egységek. Forditva, legyen r = su, ahol u egy-
ség, és legyen v az inverze. Ekkor s = rv, vagyis r és s kdlcsondsen egymds bal oldali osztéi, tehét
jobbrdl asszocidltak. Mindez azt jelenti, hogy nullosztémentes gylr(i két eleme pontosan akkor jobbrdl
asszocialt, ha egyenld, vagy egyik a masiktol csak egy jobb oldali egységtényezdben kiilonbozik.

Az oszthatdsag tovabbi vizsgalata sordn feltessziik, hogy a gylirli kommutativ.

1.24. Definicio

Az R gyliri nem tires A részhalmazéanak a gyiiri valamely ¢ eleme k6zos osztéja, ha osztdja A
minden a elemének, és d az A legnagyobb kozos osztdja, ha d az A kozos osztdja, és A minden kozos
osztdjanak tobbszorose. h az A kozos tobbszorose, ha A minden elemének tobbszorose, és t az A leg-
kisebb kozos tobbszorose, ha k6zos tobbszorose A-nak, és osztdja A minden k6zos tobbszorosének.

A

Mivel u akkor és csak akkor osztéja v-nek, ha barmely asszocidltja osztéja v valamennyi asszo-
cidltjanak, ezért a legnagyobb kozos 0szté és a legkisebb kozos tobbszorods legfeljebb csak asszocidlt-
saggal tekintve egyértelmil, 4m ilyen értelemben, ha 1étezik, valéban egyértelmil. Ha ugyanis d; és d,
egyarant legnagyobb k6zos osztdja A-nak, akkor a definici6 alapjan egyrészt d; osztdja d,-nek, mas-
részt ez utobbi osztdja dq-nek, tehat d, ~d,. Hasonl6 allitas igaz a legkisebb kozos tobbszorosre is. Az
is lathat6, hogy nullosztémentes gytiriben legnagyobb kozos osztd csak akkor létezhet, ha a gylri
egységelemes, hiszen ha egy k6zos 0szt6 minden kdzos oszténak osztdja, akkor dnmagdanak is osztdja,
és nullosztomentes gyliriiben ilyen feltétel mellett van egységelem.

Ha egy gylirliben van egységelem, akkor az minden elemnek osztdja, tehat a gyliri barmely
részhalmazanak kozos osztéja. Fontos az az eset, amikor az egységelem egyben a legnagyobb k6zos
osztdja egy halmaznak.

1.25. Definicio

Az R gylirii egy nem iires A részhalmazanak elemei relativ primek, ha legnagyobb k6z6s 0sz-
tojuk az egységelem. Ha A barmely kételemii részhalmazanak elemei relativ primek, akkor A elemei
paronként relativ primek.

A

Az egységek a gyliri minden elemének osztdi, és egységelemes gyliriiben minden elem osztdja
onmaganak. Mdsik oldalrdl fontosak azok az elemek, amelyeknek a lehetd legkevesebb osztdi vannak.
Az eldbbiek szerint ezek az olyan elemek, amelyeknek csak az egységek, valamint a sajit asszociéltja-
ik az oszt6i. Természetesen ilyen minden egység, ezért ezek most nem érdekesek.

1.26. Definicio

Az R gytrii egy nem egység r eleme felbonthatatlan R-ben, ha R-beli barmely kéttényezos
szorzat-felirasaban az egyik tényezo egység. Ellenkezo esetben, ha r # 0, akkor felbonthaté R-ben.
A
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Véges testek

A gylirGi egy w elemének a gyliri u eleme valddi osztdja, ha osztdja, €s nem asszocialtja w-nek,
ellenkezd esetben u nem valddi osztéja w-nek. Az u trivialis osztéja w-nek, ha vagy egység, vagy
asszocidltja w-nek, egyébként u a w nem trivialis osztéja. Lathat6, hogy r pontosan akkor felbontha-
td, ha felirhaté két valédi osztéjanak szorzataként. Mindezek alapjan a gylirli egy r eleme ebben a
gylirliben egymdst paronként kizdr6 médon vagy a nullelem, vagy egység, vagy felbonthatatlan vagy
felbonthat6. Felbonthatatlan helyett irreducibilist, felbonthaté helyett reducibilist is mondunk.

Oszthat6sdg szempontjabdl egy tovabbi kézponti fogalom a primtulajdonsag.

1.27. Definicio

Az R gyiirii p eleme primtulajdonsagu, ha valahanyszor osztdja egy R-beli szorzatnak, osztéja
legaldbb az egyik tényezének. A primtulajdonsigi p primelem, vagy roviden prim R-ben, ha nem
nulla és nem egység.

A

A nullelem és az egységek primtulajdonsiguiak. Nullosztémentes gylirliben csak akkor van nul-
14t61 kiilonboz6 primtulajdonsagu elem, ha van egységelem, és ekkor igaz az alabbi tétel.

1.28. Tetel

Nullosztémentes gylirliben minden primelem felbonthatatlan.
A

A tételben megfogalmazott allitds visszafelé nem igaz, hiszen ha a gyiirliben nincs egységelem,
akkor primelem sem létezhet ebben a gytliriiben. Ha viszont a gylirli nem nullosztémentes, akkor lehet
benne olyan primelem, amely felbonthaté.

Egy gylirti vizsgélatét jelentdsen egyszerlsiti, ha minden elem felirhaté véges sok felbonthatat-
lan elem szorzatéra, és még kedvezdbb a helyzet, ha ez a felbontés 1ényegében véve egyértelmii. Ezen
azt értjiik, hogy ugyanazon elem két felbontasa legfeljebb csak a tényez0k sorrendjében és az Gsszetar-
tozd tényezdparok asszocidltsdgdban tér el egymastdl.

1.29. Definicio

Az R integritasi tartomany Gauss-gyiiri, vagy egyértelmiien faktorizalhat6 gyiiri, ha min-
den nem nulla és nem egység eleme Iényegében véve egyértelmiien bonthat6 fel a gytiriiben felbontha-
tatlan elemek szorzatdra.

A

Azt mar mondtuk, hogy nullosztomentes gytiriben egy primelem felbonthatatlan. Gauss-gytri-
ben ez visszafelé is igaz. Legyen ugyanis f felbonthatatlan az R Gauss-gyiiriiben, és legyen osztdja
uv-nek, ahol u és v szintén R-beliek. Ekkor uv = fw, és ha mind u-t, mind v-t, mind w-t helyettesit-
jik a lényegében véve egyértelmii felbontdsukkal, akkor a két oldalon 1ényegében véve ugyanazon
felbonthatatlan elemek allnak, legfeljebb mas sorrendben és asszocidltan. A jobb oldalon az egyik fel-
bonthatatlan tényez6 f, igy annak (pontosabban szélva valamely asszocidltjanak) a bal oldalon is sze-
repelnie kell. De ott csak u és v felbonthatatlan tényezdi taldlhatéak, igy valamelyikiik, mondjuk u
felbontasaban megtaldlhat6 f egy asszocialtja, ami azt jelenti, hogy u oszthaté f-fel.

Ha egy gytiri Gauss-gytrii, akkor azt is mondjuk, hogy a gyiiriiben érvényes a szimelmélet
alaptétele, hiszen a nem nulla egész szamok sorrendtdl és eldjeltdl eltekintve egyértelmiien bonthat6-
ak fel felbonthatatlan egészek szorzatdra (vagyis Z Gauss-gylirQi, hiszen integritasi tartomdany). Mivel a
Gauss-gytirtik vizsgalatdhoz sokszor elegendd a felbonthatatlan elemek vizsgalata, ezért fontos lehet
tudni gytirtik egy osztalyardl, hogy elemei Gauss-gytiriik-e.
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1. Bevezetés

1.30. Definicio

Az R integritasi tartomany euklideszi gyiirii, ha 1étezik olyan ¢: R* = N, hogy a gy{irii minden

a eleme R-beli tetszdleges, nullatdl kiillonbozoé b elemmel felirhaté a = gb + r alakban, ahol q és 7 is
R elemei, és vagy r = 0, vagy r # 0 és (1) < @ (b).

A

Az euklideszi gytlriiben megadott ¢ fiiggvény az euklideszi norma. Ez nem egyértelmi, példa-
ul balrdl tetszdleges szigorian monoton novd fiiggvénnyel szorozva ismét euklideszi normat kapunk.

1.31. Tetel

Euklideszi gylirli Gauss-gytirti.
A

Nem csak az euklideszi gytriik Gauss-gytirtik. Egy ennél b6vebb, az euklideszi gytiriiket valddi
részként tartalmazo osztdlya a Gauss-gytriiknek a féidealgyiiriik osztalya. Egy egységelemes integri-
t4si tartomdny fOidedlgyliri, ha minden idedlja generdlhat6 egyetlen elemmel, vagyis valamennyi ide-
dlja féidedl. Am még ez sem a legtagabb osztilya a Gauss-gy(iriiknek, vannak ugyanis olyan Gauss-
gytriik, amelyek nem féidedlgytrik. Ilyenre példat majd a polinomok kérében taldlunk.

A késobbiekben eldfordul, hogy bizonyos 4allitdsok egységelemes gyliriire vonatkoznak. Gyak-
ran ez nem jelenti az allitds 1ényeges megszoritasat, mert az aldbbi tétel szerint barmely gytiri be-
dgyazhato egy nullosztomentes gytiriibe.

1.32. Tetel

Legyen R = (R; +,) gyiirii és S = R X Z, tovabbd az (u,m) € S, (v,n) € S elemekkel legyen
(um®@wv,n)=wWw+v,m+n) é (um®w,n) = (uv+nu+ mv,mn). Ekkor § = (S; D, ®)
egységelemes gylr(i, amely tartalmaz R-rel izomorf részgytrtit.

A

Bizonyitas:

Mivel @ és ® definicidjaban az eredeti gytiri miiveletei szerepelnek, igy a megadott szabélyok
az S barmely két, adott sorrendben vett eleméhez S egy egyértelmiien meghatarozott elemét rendeli,
ezért mindkét szabaly binér miiveletet definial az S halmazon. @ kommutativitdsa és asszociativitdsa
kozvetleniil latszik, mint ahogyan az is, hogy a mivelet semleges eleme a (0,0) par (ahol a par elsd
eleme R nulleleme, mig a mdsodik elem a 0 egész szdm), és (u, m) ellentettje (—u, —m), tehét (S; @)
Abel-csoport.

((u, m)®(v, n))@(w, q) = (wv + nu + myv,mn)®(w, q)
= (uvw + nuw + mvw + quv + qnu + gqmv + mnw, mnq)

(u, m)®((v, n)®(w, q)) = (u,m)®(vw + qv + nw,nq)
= (uvw + quv + nuw + nqu + mvw + mqv + mnw, mnq).

Kozvetlen 6sszehasonlitds mutatja, hogy a tagok sorrendjétdl és az egyiitthatékban a tényezdk eseten-

kénti sorrendjétdl eltekintve a két jobb oldali kifejezés azonos, igy a ® miivelet is asszociativ, (S; ®)
félcsoport. Teljesiil mindkét oldalrdl a disztributivitds is, ugyanis
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(wm)®@n)®W,q) = (u +v,m +n)®W,q)
= ((u +vw+qu+v)+(m+n)w,(m+ n)q)
= ((uw + qu+mw) + (vw + quv + nw), mq + nq)
= (uw + qu + mw, mq)®(vw + qv + nw, nq)
= ((um®W,q)®((v,N)®W,q))

W, P®((u, m)®(v,n)) = W, )®u +v,m +n)
= (W(u +v)+(m+n)w+qu+v),q(m+ n))
= ((Wu +mw + qu) + Wv + nw + qv),gm + qn)
= (wu +mw + qu,qm)®(wv + nw + qv, qn)
= (w, 9@, m)d(w, D@, n),

igy belattuk, hogy (S; ®, ®) gytri.

Legyen € = (0,1). Ekkor barmely (u, m) parral e®(u,m) = (u,m) = (u,m)®e, igy € semle-
ges eleme a ® miiveletnek, a gylirti egységelemes.

Végiil legyen T az (u,0) parok halmaza. A ¢:u — (u,0) megfeleltetés nyilvanvaléan bijekcié
R és T kozott. p(u+v) = (u+1v,0) = (1, 0)®(v,0) = p(UW)DP(V), @ tehdt dsszegtartd. Nézziik a
szorzast. @(uv) = (uv,0) = (wv+0-u+0-v,0:0) = (1, 0)®(v,0) = P(W)®P(v), igy ¢ a szor-
zasra nézve is muvelettartd, vagyis ¢ homomorf leképezés R-r0l T-re, azaz S-be, tehdt T az S miivele-
teinek T-re valé megszoritdsdval az § egy R-rel izomorf részgylirlije, igy S egy, az R-rel izomorf
részgylrit tartalmazé egységelemes gytr.

U
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A

Vissza a tartalomhoz

2. Formalis hatvanysorok és polinomok

A Bevezetoben nem foglalkoztunk a modulussal, egy algebrai struktirdval, mert az nem mindig
része az alapozé algebrai oktatdsnak. Mivel a tovébbi targyaldsaink ezzel a fogalommal egységesebb
szerkezetliek, ezért ezt most megtessziik. Elotte felidézziik a linedris tereket.

Legyen K = (K; +,) ferdetest és V = (V;@®) Abel-csoport. V egy X feletti vektortér vagy K
feletti linearis tér, ha minden a € K-hoz van V-n egy f, egyviltozds milvelet igy, hogy ha e a ferde-
test egységeleme, b is K eleme, és u valamint v V elemei, akkor

L far) = fu(fo(w);

2. fasp(W) = fo(w) @ fp(W;
3. faw®@v) = fo(w) @ fo(v);
4. f,(u) =u.

fa(u) helyett dltaldban egyszertien au-t {runk, €s a linedris tér Osszeaddsara is + jelet hasznaljuk. A
ferdetest elemei a skalarok, a V elemei a vektorok, az u — au hozzirendelés a skalarral valo szor-
zas, pontosabban az u vektornak az a skalarral valé szorzasa, és au az u-nak az a skalarral vett
szorzata, roviden a skalarszorzat. A vektorokat gyakran u-val vagy u-val jeloljik.

Legyen V X feletti linedris tér, és u4, ..., u, a V — nem feltétleniil kiilonb6z6 — elemei. Az elob-
bi elemek linearisan oOsszefiiggéek, vagy masként, linearisan osszefiiggnek, ha vannak olyan, nem
csupa 0 K-beli ay, ..., a, elemek, hogy '7-; a;u; = 0(€ V), ellenkezd esetben az u;-k linearisan fiig-
getlenek. A V egy végtelen részrendszere linedrisan fiiggetlen, ha barmely véges részrendszere linea-
risan fiiggetlen. A tér egy linedrisan fiiggetlen rendszere maximalis linearisan fiiggetlen részrend-
szere V/-nek, ha linedrisan fiiggetlen, de barmely elemmel bdvitve mar linearisan dsszefiiggd rendszert
kapunk. Nyilvanvald, hogy az egyediil a nullvektort tartalmaz6 rendszer, valamint egy linearisan 6sz-
szefiiggd rendszert tarttalmazoé részrendszer linedrisan 6sszefiiggd, mig egy egyetlen, nem nulla vek-
torbdl all6 rendszer linedrisan fiiggetlen. Megmutathat6, hogy barmely linedris térben van maximaélis
linedrisan fiiggetlen rendszer.

Az u = Y-, a;u; vektor az u; vektorok linearis kombinacidja. A V egy A részrendszere gene-
ratorrendszere a V linearis térnek, ha V barmely eleme el6dll A-beli elemek linedris kombinacidja-
ként. A minimadlis generatorrendszer, ha generdlja V-t, de egyetlen valddi részrendszere sem éllitja eld
a tér valamennyi elemét.

Ha A a K feletti V linedris tér egy részrendszere, akkor az aldbbi tulajdonsdgok ekvivalensek:

1. A maximalis linedrisan fliggetlen rendszer;

2. A minimadlis generitorrendszer;

3. A linedrisan fiiggetlen és generalja V-t;

4. V minden eleme pontosan egyféleképpen 4ll eld A-beli elemek linearis kombinacidjaként.

Az eldbbi tulajdonsagokbdl kovetkezik, hogy maximalis linedrisan fiiggetlen rendszer genera-
torrendszer és generatorrendszer maximadlis linedrisan fiiggetlen rendszer. Az a nagyon fontos tulaj-
donsdg is kovetkezik a fentiekbdl, hogy egy linedris térben vagy minden maximadlis linedrisan fiigget-
len rendszer végtelen szdmossagu, vagy mindegyik véges, és ugyanannyi elemet tartalmaz. Ez a k6zos
érték a tér dimenzidja, s birmely maximalis linedrisan fiiggetlen rendszer a tér bazisa.

Most egy, a linedris térhez hasonld, annédl dltaldnosabb, azt specidlis esetként magdban foglald
algebrai strukturdt definialunk.
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2.1. Definicio

Legyen M = (M; +) Abel-csoport és R = (R; +,-) gytrii. M egy R folotti bal oldali modu-
lus, vagy bal oldali R-modulus, ha

1. minden (p,a) € R X M-hez van egy egyértelmi, p X a -val jelolt M-beli elem;
2. ésha o az R-nek, b az M-nek tovabbi eleme, akkor teljesiilnek az alabbi azonossdgok:

a) (po) xa=px(ocXxa);
b) (p+o)xa=(pxa)+ (o Xa)
c) px(a+b)=(pxa)+ (pxb).

R elemei a skalarok, X a skalarral valé szorzas, és p X a (a p) skalarral valé szorzat.

Jobb oldali R -modulus definicidja hasonlé az értelemszerti mddositissal. Ha § is gylrt, M
egyszerre bal oldali R -modulus a X, €s jobb oldali §-modulus a X; miivelettel, €&s minden R-beli p, §
-beli g és M-beli a-val fenndll a (p X, a) Xj 0 = p X, (a X; J) egyenldség, akkor M -et R - S mo-
dulusnak, vagy roviden kétoldali modulusnak mondjuk. Az M R folotti bal oldali, jobb oldali vala-
mint az R és § folotti kétoldali modulust M -mel, M -sel és RMs -sel jeloljiik.

Ha R egységelemes az e €s § az &5 egységelemmel, €s &g X;, a = a illetve a X; &g = a, akkor
a bal oldali modulust unitér bal oldali R -modulusnak, a jobb oldali modulust unitér jobb oldali S -
modulusnak, és a kétoldali modulust unitér R - S modulusnak mondjuk.

A XK ferdetest feletti unitér bal oldali modulus K feletti vektortér vagy linearis tér. Ha az M
gylri additiv csoportja K feletti vektortér, és teljesiil a p X (a-b) = (p X a) b =a- (p X b) felté-
tel, ahol - a gytirtibeli szorzds, akkor M egy K feletti algebra, és a vektortér dimenzidja az algebra
rangja.

M egy NV részcsoportja illetve részgylirije (unitér) részmodulus, altér illetve részalgebra, ha
M (unitér) modulus, vektortér vagy algebra, s minden N-beli a-val p X}, a € N illetve a X o € N.

A

Léthat6, hogy a modulus a linedris tér fogalmanak ,,gyengitése”, bdr majdnem teljesen ugyan-
azok a definial6 tulajdonsagok. Két fontos eltérés van. Az egyik, hogy lathatéan a ,,szimpla” modulus
definicidjdban nem szerepel az egységelemre vonatkozd megkdtés. Ez nyilvanvald, hiszen még azt
sem kotottiik ki, hogy legyen a gylirliben egységelem. A madsik, esetleg aprénak tlind, 4m igen fontos
kovetkezményekkel jaro kiillonbség, hogy a modulust tetszdleges gytirti felett, mig a linedris teret spe-
cidlis gyurtk, ferdetestek felett definidltuk. Ennek az ,,aprésdg”’-nak azonban igen komoly kovetkez-
ményei vannak. Linedris térben megszoktuk, hogy ha vektorok egy rendszere linedrisan 6sszefiiggo,
akkor van a rendszerben 1évd vektorok kozott legaldbb egy, amely a tobbinek linedris kombinécidja
(és tobbek kozott ennek a tulajdonsagnak egy kovetkezménye, hogy a linedrisan fiiggetlen maximalis
részrendszerek szdmossdga azonos). Altaldnos modulus esetén azonban ez dltaldban nem igaz, hiszen
abbdl, hogy Y™k c;u; = 0 a gylirlibél vett ¢; egyiitthatékkal és modulusbeli u; elemekkel tgy, hogy

valamely n > k € N-re c,u;, # 0, csak annyi kovetkezik, hogy cpuy = — Yn>ken CjU;, de ha ci-nak
ik
nincs bal oldali inverze, akkor ebbdl u,-t nem tudjuk kifejezni.

Az R gyt bal oldali Z-modulus, barmely bal oldali ideélja bal oldali R modulus, és ha 7 idedl-
ja R -nek, akkor 7 egy R - R modulus. Algebrara példa a komplex szdmok teste a valds szdmok teste
folott (2-rangd algebra) vagy a kvaternidk ferdeteste a valds szdmok teste folott (4-rangd algebra), il-
letve ismét a kvaternidk ferdeteste a komplex szamok teste felett (2-rangu algebra), de algebra példaul
egy test folotti n-edrendii négyzetes matrixok gyfiriije, amelynek rangja n?.

A tovabbiakban sokszor alkalmazzuk az aldbbi tétel megéllapitasait.
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2.2. Tetel

1. Ha T = (T; +,-) gylrti, és § < T, akkor M = (T; +) kétoldali S-modulus a T'-beli miivele-
tekkel, tovabba

a) ha T egységelemes, és ez az egységelem eleme S-nek, akkor a modulus unitér;

b) ha § ferdetest, és egységeleme egyben T -nek is egységeleme, akkor M S feletti linedris
tér, és ekkor T pontosan akkor algebra § felett, ha S része T centruménak;

c) ha T test, és S a részteste, akkor az algebra rangja a bovités foka;

2. ha M bal oldali §®)-modulus a x p skaldrral val6 szorzdssal, R®) gyurd, (p(b): R®) - sb)
)
homomorfizmus, és az R®-beli r®)-vel és M-beli u-val r® XI(JR ) u= (p(b)(r(b)) Xp u, akkor M

bal oldali R®-modulus a ng(b)) skaldrral val6 szorzdssal. A modulus unitér, ha R®) egységelemes
és M unitér Im((p(b)) folott. Hasonl6 igaz a jobb és a kétoldali modulusra is. Ha R®) ferdetest, és az
R®) feletti modulus unitér, akkor M linedris tér R®) felett, és ha még M egy T gyliri additiv cso-
portja, és J" algebra Xp-nek Im((p(b ))—re val6é megszoritdsdval, akkor T algebra R®) f516tt.,

A

A tételt az 1. dbra illusztrélja.

1. abra

Bizonyitas:

1. Ha a skaldrok S elemei, akkor egyben T-beliek is, és ekkor a modulus definiciéjadban szerep-
16 minden mivelet T'-beli miivelet, marpedig ott minden megadott feltétel teljesiil. Amennyiben egy
gylrli e egységeleme eleme a részgytiriinek, akkor e a részgytiriiben is egységelem. Az algebrandl tett,
centrumra vonatkozd kikotés azért kell, hogy teljesiiljon az r(uv) = r X (uv) = u(r X v) = u(rv)
feltétel. Ami az algebra rangjat illeti, ez a bovités fokdnak definicidjabdl adddik.

2. Az elsd 4llitas konnyen ellendrizhetd. Homomorfizmusndl a képhalmazban egységelem képe
egységelem, inverz képe a kép inverze, igy a tobbi allitast is konnyti belatni.

U

A tétel specidlis eseteként M lehet egy T gylirli additiv csoportja, és & ®) =7 = sU, tovabba
szintén specidlis esetként kapjuk, hogy minden (egységelemes) gylrii kétoldali (unitér) modulus on-
maga folott, és ha ez a gylirii test, akkor 1-rangi algebra (ismét 6nmaga folott).

A polinomok dltaldban ismertek a Véges testek olvaséi szdmdra, 4m ez kevésbé mondhaté el a
formalis hatvanysorokrdél. Mint majd latjuk, a polinomok specidlis formdlis hatvdnysorok, igy a poli-
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nomokat ilyen felfogdsban fogjuk bevezetni, és utdna foglalkozunk a polinomok tulajdonsédgaival, az
ismertnek vélt dolgokat nem részletezve. A polinomok 4ltaldnos jellemzdin til a véges testek feletti
polinomok tovabbi tulajdonsédgait egy kiilon fejezetben vizsgéljuk, és a formadlis hatvanysorokkal kap-
csolatos ismereteket elsdsorban a rekurziv sorok elméletében fogjuk felhaszndlni.

2.3. Definicio

1. Ha § kommutativ, egységelemes, additiv félcsoport a 0 egységelemmel, és I' egy indexhal-
maz, tovibba A = {y € F|sy * 0} véges, akkor ¥ er Sy = Xyen Sys
2. ha - binér mivelet az A halmazon, és A véges, rendezett halmaz, akkor [[sca as, ahol min-
den § € A —ra ag € A, olyan szorzat, ahol a tényezok az indexek sorrendjében kovetkeznek.
A

2.4. Megjegyzes
Mivel a fenti definiciéban a félcsoport egységelemes, ezért definialt Y., cq s, is, és az értéke 0,
igy Yyer Sy akkor is létezik, ha minden y € I'ra s, = 0, tudniillik ekkor ¥, cr s, = 0.
A

2.5. Tétel

Legyen S egységelemes, kommutativ, additiv félcsoport, A, valamint minden § € A -ra Ty in-
dexhalmaz, és a I's-k paronként idegenek. Legyen még I' = Usena I's. Ekkor, ha 1étezik Y cr s, akkor
létezik Y5 ZyEF(g Sy is, €s Ysen Zyer‘s Sy = ZyEF Sy.

A

Bizonyitas:

Ha 1étezik Yy er sy, akkor véges azon y indexek szdma, amelyekre s, # 0. Ekkor csak véges
sok olyan & € A lehet, amelynél ¥, er, s, tagjai kozott van az egységelemtdl kiilonboz6, és az ilyen
Osszegekben is csak véges sok olyan tag van, amely nem az egységelem. Legyen A* az eldbbi véges
sok § halmaza, Iy egy ilyen § -hoz tartoz6 indexhalmaz azon elemeinek halmaza, amelyek 4ltal inde-
xelt elemek nem a félcsoport egységelemével azonosak, és legyen A = Ugea+ I's. Ez utébbi halmaz a
[-nak pontosan azokat az elemeit tartalmazza, amelyek 4ltal indexelt elemek nem azonosak az egy-
ségelemmel. Ekkor ¥ s5ea Zyel‘s Sy = Ysenr Zyel"g Sy = ZyEA Sy = ZyEF Sy-

N

Megjegyezziik, hogy ¥ sea Xyery Sy akkor is 1étezhet, ha Y, cr s, nem létezik, ugyanis az el6bbi

Osszeg végtelen sok tagja lehet Ggy az egységelemmel azonos, hogy a részosszegekben nem minden
elem az egységelem (példaul mindegyikben a félcsoport egy tetszdleges invertdlhatd eleme és annak
ellentettje taldlhato).

2.6. Tetel

Legyen R gytiri, A véges halmaz és minden 6 € A -ra I’y indexhalmaz, és ha R nem kommuta-
tiv, akkor legyen A rendezett. Ekkor [[sea Xyer; Ss,, 1€tez€sébdl kovetkezik ¥ pex, ,r; [1sea S5,0(8)
1étezése, és a két kifejezés értéke megegyezik.

A

Bizonyitas:
Mivel [[sea Xyer, S5, véges tényezds kifejezés, igy pontosan akkor definidlt az értéke, ha min-
den tényezdje, azaz mindegyik Osszeg létezik, ami akkor és csak akkor teljesiil, ha minden 6sszegben
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csak véges sok nem nulla tag van. Ekkor a teljes kifejezésben is csak véges sok olyan indexpdr 1étezik,
amely par nem nulla elemet indexel, és igy

H Z Sy = l_[ Z S5y = Z n56,<p(5) = z Hs§,<p(5),

SEA y€T's 0€A yeTy QEX eaTl; SEA PEX eal) SEA

ahol Ty a I's azon y elemeinek halmaza, amelyekre ss,, # 0, ugyanis [[sea S5,p(5) Véges szorzat.
O

Visszafelé ismét nem feltétleniil igaz az 4llitds, ha ugyanis valamely végtelen tagd 6sszeg min-
den tagja nulloszté (és ekkor minden tagja, tehdt az Osszeg végtelen sok tagja kiilonbozik null4tdl,
ezért az Osszegiik nem értelmezett), és a tobbi dsszegben a nem nulla elemek ezen nullosztdk parjai,
akkor valamennyi [[5ea Ss,p(s) nulla, €s 12y Ypex a1, [1sea S5,0(6) 1étezik, mig a mdsik oldal nem,
hiszen van a szorzatnak olyan tényezdje, amely végtelen sok nem nulla elembdl all6, tehat nem értel-
mezett 0sszeg.

2.7. Definicio
Legyen S egy nem iires halmaz, és f:N — S. Ekkor f(i)-t f;-vel jelolve (f; € S|i € N) egy S
folotti (végtelen) sorozat, amit roviden (f;) vagy f jelol. f; = (f); a sorozat i-edik tagja, és két soro-
zat akkor és csak akkor azonos, ha minden i € N-re a megfeleld tagjuk egyenld.
A

A szokdsoknak megfelelden az S folotti sorozatok halmazat, tehit az N-et S-be képezd fiiggvé-
nyek halmazat SN-nel jeloljiik.

2.8. Tetel
Legyen R = (R; +,) gyur(, és az R folotti a = (a;) és b = (b;) sorozatra u; = a; + b; vala-
mint v; = $5_oa;b;_;. Ekkor az (a®b); = (u); = u; és (a®b); = (v); = v; szabdllyal (RY; ®,®)
gylrti. P = {u € RN|EI(nu € N)V(n, <i € N):u; = 0} RN-nek a @ és ® miiveletekre zart részhal-
maza, és ha @p és ®p az elébbi miiveletek Pg-re valé megszoritdsai, akkor P = (Pg; ®p, ®p) tar-
talmaz R-rel izomorf részgytrtit.
A

RN elemei az R folotti formalis hatvanysorok, és az (RN ; @D, ®) gyuriit egyeldre PSgp-rel jelol-
jiik (a Power Series — hatvanysor — roviditéseként), mig RN helyett esetenként PSg-et frunk. Py azokat
a sorozatokat tartalmazza, amelyeknek minden komponense egy adott (sorozatonként nem feltétleniil
azonos, a sorozattol fiiggd) indextdl kezdve 0, vagyis azokat, amelyeknek csupdn véges sok tagja kii-
I6nbozik az R gyirii nullelemétdl, 0-t6l. Ha f € Py, akkor f egy R folotti polinom.

Bizonyitas:

a;, b;, aj és b;_; gylirli elemei, €s gylirliben az Osszeg €s szorzat egyértelmii €s benne van a
gyliriiben, ezért u; és v; minden i € N -re az R egyértelmiilen meghatarozott eleme. Ekkor maguk a so-
rozatok is RN egyértelmiien meghatdrozott elemei. A fenti operdcidkat barmely sorozatpér esetén el-
végezhetjiik, igy a bevezetett ® és ® szabdly egyardnt binér miiveletet definidl RN-en.

Legyen ¢ = (c) egy tovabbi sorozat. (a; + b;) + ¢; = a; + (b; + ¢;) az R gyiriiben igaz, igy
(a®b)®c = a®(b®c), az dsszeadas asszociativ. Ha 0 az a sorozat, amelyben minden i € N -re az i-
edik tag 0, és a’ i-edik tagja —a;, akkor 0@a = a, a’®@a = 0, PSy- az dsszeaddssal csoport, és mivel
a; + b; = b; + a;, ezért a®b = b®a, az dsszeadds kommutativ is. A szorzds is asszociativ:
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((a®b)®c) = Z(a@b)]cl _j zl: Zj:akbj_k Ci—j = ; Zj:(akbj_k) Ci—j
j=0 \ k=0 j j=0k=0
Z Z ay (bj-rci-j) = Z Z ay (bj-rci-j) = z A Z(bj—kci—j)
J=0k= k=0 j= k=0 j=k
i i-k
_ z akZ(bjC(i_R)_ D= Z @, (b®C); = (a®(b®O)),
k=0 =0 k=0

minden értelmes i-re teljesiil. Nézziik végiil a disztributivitést.

(a@b)®c), = Z(a@b)jci—j = 2(%‘ +bj)eij = E(Cljci—j + bjci-;)
j=0 ] j=0 j=0
_ Z ajci_j + Z bici_; = (a®¢); + (b®0); = ((a®IS(BOC)),

j=0 j=0

és a masik oldali disztributivitds hasonlé médon igazolhatd, igy valamennyi gyliriaxidma teljesiil.

Pr minden u eleméhez van olyan n, index, hogy valamennyi ennél nagyobb indexre a sorozat
megfelel6 tagja nulla. Ha b additiv inverzét b’-vel jeloljiik, akkor nyilvdn n; = n,, hiszen b; = 0 ak-
kor és csak akkor, ha b; = —b; = 0. Legyen max{n,, n,} < ng.p, € N és n, +ny, < ng;, € N. Ekkor
Ngsp <1 EN-re a; =0 =b;, tehit (a@ b); = (@®b’); =a; +b; =0+ 0=0,éshanyg, <i€N,
akkor

i i

i
Za]bl j 261] i— ]+ Z Cl] i— ] Z Cli_jbj+ 2 ajbi_j

j=0 j=ng+1 j=i—-ng j=ng+1

_ 2 (a; - 0) + Z (0-bi_;) =0,

j=i—-ng j=ng+1

ugyanis ha j > i —ng, akkor j =i —n, > ng, —n, = (n, + np) —ng = ny,. Ez azt jelenti, hogy a
kiilonbség- és szorzatsorozatban is csupan véges sok nem nulla tag taldlhatd, ami mutatja, hogy a Pp
halmaz zart a kivonasra és szorzasra. Ugyanakkor Pp nem iires, hiszen a csupa nulldbdl all6 sorozat
biztosan benne van, ezért P < PSp.

Legyen R azon PSg-beli sorozatok halmaza, amelyekben legfeljebb csak a 0-indexii tag nem
nulla. Ez mindenesetre részhalmaza Pg-nek, és mivel az R-beli a és b sorozatran, < 1 és n, < 1, te-
hat max{n,, n,} < 1 és n, +n, < 1, ezért a két sorozat kiilonbsége és szorzata egyardnt benne van
R-ban, R < Pg, ahol R az R elemeibél 4ll6 részgytirti. Definidljunk egy szabalyt. Legyen az R tetszo-
0.hai=j a Kronecker-szimbélum. R
lL,hai=j
minden eleméhez tartozik egy és csak egy ilyen sorozat, kiilonb6z6 R-beli elem altal meghatarozott
sorozat kiilonb6zd, hiszen a nulla-indexii tagjaik kiilonbozéek, és ezek a sorozatok valamennyien R-
hoz tartoznak, ezért a @ (r) = 7 szabdly R-et R-ba képezi, és ez a leképezés injektiv. De ¢ sziirjektiv
is, hiszen R barmely u eleme olyan, amelyben legfeljebb csak u, nem nulla, és ez az u, R-nek eleme,
tehdt u = @(uy) igy ¢ bijekcié a két halmaz kozott. Ha u és v az R két eleme, akkor a megfeleld két
R-beli sorozatban minden tag nulla a nullds indexfieket leszdmitva, amelyek rendre u és v. Ekkor az
Osszegsorozatban is csupan a 0-indexii tag lehet nullatdl kiilonbozd, és ez u + v, amibdl kovetkezik,
hogy @(W)®pp(v) = @(u + v). A szorzatban u;v;_; csak akkor kiilonbozhet nulldtél, ha mindkét
index 0, vagyisha j =0ési =i —j = 0, ezért a szorzatban sem lehet 0-ndl nagyobb indexili tag nem

leges 7 elemére 7 € PSg olyan, hogy (7); = §; o7, ahol §; ; = {
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nulla, ami azt jelenti, hogy a szorzatsorozat is benne van R-ban. Ugyanakkor a 0-indexii tag uv, igy
p(WRpp(v) = @(uv), tehat ismét teljesiil a miivelettartas. Mivel ¢ bijektiven és miivelettarté mo-
don képezi le R-et R-ra, ezért R = R.

U

2.9. Definicio

PSy a(z R folotti) (egyhatarozatlanii) formalis hatvanysorok gyiiriije, mig Py a(z R folotti)
(egyhatarozatlani) polinomok gyiiriije.

Ha az f polinomban minden n < i € N indexre, ahol n nemnegativ egész szam, f; = 0, akkor f
legfeljebb n-edfoku (polinom). Ha még az is teljesiil, hogy f,, # 0, akkor f foka n, és f n-edfoku
(polinom). Az f polinom fokét (amennyiben 1étezik) deg(f) jeloli.

foa formélis hatvanysor illetve polinom konstans tagja. Legfeljebb 0-adfoki polinomot, azaz R
elemeit, konstans polinomnak mondunk, és ha egy konstans polinom konstans tagja 0, akkor a poli-
nom nullpolinom.

A

Mivel R = R < Pp < PSp, ezért R bedgyazhat6 Pg-be, és akkor egyittal PSg-be is, igy a to-
vabbiakban dgy tekintjiik, hogy R részgylirlije a polinomok illetve a formdlis hatvanysorok gytiriijé-
nek, és a tovabbiakban mindhdrom struktdrdban + és - jeloli a miiveleteket. A bedgyazds utdn kapott
gylirlikben az R barmely r elemére 7 = r.

2.10. Tetel:

Legyen R = (R; +,-) gylird. Ekkor barmely R-beli r-rel és PSp-beli a-val (ra); = (ra); = ra;
és (ar); = (ar); = a;r minden i € N-re.
A

Bizonyitas:
Az 4llitas a szorzds definicidjabol kozvetleniil adédik, hiszen az 7 sorozatnak csak a 0. indexii
komponense kiilonbozhet nulldtdl, és ez a komponens éppen 7.
U

2.11. Tétel

A nullpolinomnak nincs foka, mig a nullpolinom kivételével minden polinomnak van egyértel-

milen meghatarozott foka, és ez nemnegativ egész. Az f polinom akkor és csak akkor legfeljebb n-
edfokd, ha vagy a nullpolinom és n > 0, vagy deg(f) < n.

A

Bizonyitas:

A fokszdmot a sorozat egy indexével definidltuk, és ez nemnegativ egész. Ismét a definici6 sze-
rint a nullpolinom az a polinom, amelyben valamennyi tag 0, igy a nullpolinomban nincs olyan i in-
dex, amelyre teljesiilne az f; # 0 feltétel, ezért ennek a polinomnak nem lehet foka. Ha viszont f nem
a nullpolinom, akkor van benne nullatél kiilonb6zd tag, és mivel polinom, ezért csak véges sok ilyen
tag van benne, igy az ilyen tagokhoz tartoz6 indexek halmaza a nemnegativ egészek halmazdnak nem
iires véges részhalmaza. Egy ilyen halmaznak van legnagyobb eleme, és ha ez n, akkor n egyértelmii.
Ha i > n, akkor f; = 0, tehat f legfeljebb n-edfoku, ugyanakkor f,, # 0, tehat deg(f) = n.

A nullpolinomban minden nemnegativ egész n-re igaz, hogy az n-nél nagyobb indexli tagok
nulldk, vagyis minden nemnegativ egész n-re a polinom legfeljebb n-edfokd. Ha f n-edfokd, akkor az
elobbiek alapjan minden i > n-re f; = 0, de akkor m = n esetén az is igaz, hogy valamennyi i > m
indexre f; = 0, tehat f legfeljebb m-edfokd. Amennyiben viszont m < n, akkor 1étezik olyan, m-nél
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nagyobb i index, nevezetesen n, amelyre nem igaz, hogy f; = 0, igy az sem igaz, hogy f legfeljebb m-
edfoku. Innen kapjuk az utolsé allitast.
O

Az el6bbiek alapjan tehdt a nullpolinomnak és csak a nullpolinomnak nincs foka, 4m ha azt
mondjuk, hogy az f polinom foka legfeljebb n (ahol n egy nemnegativ egész), akkor ebbe beleértjiik
azt a lehet6séget is, hogy f esetleg a nullpolinom (hiszen ekkor is teljesiil az a kritérium, hogy a poli-
nom valamennyi tagja nulla, ha az indexiik nagyobb n-nél). Bevezetiink egy célszeri jelolést.

2.12. Jelolés

Ha 0 # f € Py, akkor §(f) = deg(f), mig 6(0) = —oo. n € N-re P{™ = {f € Pz|6(F) < n}.
A

Nyilvan igaz, hogy deg egy deg: P; \ {0} = N fiiggvény, mig § egy §: Pg = N U {—oo} leké-
pezés, tovabba minden nemnegativ egész i-re és k-ra P,gl) c Pttt cUr, P,g") = Pg. Azt is lathatjuk,

hogy P\” = R = R.

Ha egy gyliriibdl egy 1) gytirtit konstrudlunk, akkor mindig érdemes megvizsgalni, hogy az ere-
deti gyliri mely tulajdonsagai 6roklédnek az uj gytirlire. A legfontosabb ilyen tulajdonsagok a kom-
mutativitds, nullosztomentesség és a (bal oldali) egységelemesség.

2.13. Tetel

R, Pr és PSy egyszerre kommutativ, egyszerre (bal oldali) egységelemes, és egyszerre nullosz-
témentes. Ha PSi-ben van (bal oldali) egységelem, akkor van olyan is, amely benne van R-ben, és ha
R nullosztémentes, akkor ez minden (bal oldali) egységelemre igaz.

A

Bizonyitas:

1. Kommutativ gyliri bArmely részgyliriije kommutativ, igy ha PSp kommutativ, akkor hason-
16 tulajdonsagt Pg, mig Pr kommutativitidsa esetén kommutativ R. Ha viszont R kommutativ, akkor
(ab)i = Z_i]'=0 ajbi_j = §=0 bi_jaj = Z§'=O bjai_j = (ba)i, tehat kommutativ a :PSR gyﬁrﬁ

2. Legyen e az R (bal oldali) egységeleme, és a € PSg. Ekkor (ea); = ea; = a;, tehit ea = a,
e (bal oldali) egységelem a sorozatok gylirijében, és mivel e € R € Pr € PSy, igy a polinomok gyti-
riijében is (bal oldali) egységelem.

Most tegyiik fel, hogy e = (e;) (bal oldali) egységelem PSg-ben illetve Pr-ben. Ekkor tetszo-
leges b € R-re eb = b, vagyis epb = (eb)y = (b)y = b, és az e = e, jeloléssel b = eb, azaz e (bal
oldali) egységelem R -ben. Ekkor viszont az eddigiek alapjan a harmadik gytirti is (bal oldali) egység-
elemes.

Ha most e’ az a konstans sorozat, amelynek konstans tagja e, akkor e’ (bal oldali) egységeleme
PSg-nek, és benne van az eredeti gylrtiben. Megjegyezziik, hogy amennyiben e egységeleme PSg-
nek, akkor egyértelmii, és igy csak az eldbbi konstans sorozat lehet.

Ha e = (e;) bal oldali egységelem PSg-ben illetve Pr-ben, akkor minden i € N* index esetén
0 = b; = (eb); = e;b, igy pozitiv i indexre e; bal oldali annullatora az eredeti gytirtinek, és nulloszt6-
mentes gylriiben ez csak a 0 lehet, tehat ekkor e konstans sorozat, vagyis eleme R-nek.

3. Végiil a nullosztomentesség. Nullosztomentes gyiirli részgylirlije is nullosztomentes, tehédt ha
PSg nullosztémentes, akkor nullosztémentes Pg, mig Pr nullosztd-mentessége esetén nullosztémen-
tes R. Ha viszont R nullosztémentes, és sem a, sem b nem 0, akkor van mindkettében nem nulla tag.
Legyen n, és n, a megfeleld sorozat legkisebb ilyen indexe. Ekkor
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Ng+np ng—1 Nng+ng
(ab)na+nb = Z aib(na+nb)—i = 2 aib(na+nb)—i + anabnb + 2 aib(na+nb)—i
i=0 i=0 i=ng+1
ng—1 np—1
= 2 aibnb+(na—i) + anabnb + 2 ana+(nb—i)bir
i=0 i=0

€s a jobb oldalon az els6 6sszegben valamennyi i-re a;, az utolséban pedig minden i-re b; értéke 0, igy
az Osszeg a koz€pso taggal egyenld. De R nullosztd-mentessége alapjdn a, by, # 0, igy viszont ab -
ben van nullatdl kiilonb6z6 komponens, ab nem nulla, tehat PSp nullosztémentes.

U

2.14. Tétel
Legyen f és g két R f6lotti polinom. Ekkor

§(f £ g) < max{6(f),5(g)}, és ha §(f) # 6(g), akkor §(f + g) = max{d(f),5(g)};
6(fg) < 5(f) + 5(g), és 6(fg) = 5(f) + 5(g) akkor és csak akkor, ha f és g legalabb egyike 0,
vagy egyik sem 0, és fdeg(f)gdeg(g) # 0.
A

Bizonyitas:

0. Ha max{6(f),5(g)} <i €N, akkor f; =0 =g;, tehat (f+g); =f;+g9;, =0+ 0=0, igy
§(f + g) < max{é(f),5(g)}. Ha §(f) # 6(g), akkor mondjuk &(f) < §(g). Ekkor §(g) # —oo, ezért
5(g) € N. Most fsg) = 0 # gs(g)» 12y (F £ 8)s(g) = fs) L Ise) = gsg) # 0. €s innen kapjuk, hogy
S(f+g) =6(g) = max{5(f),5(g)}. Ez az elébb beltott, forditott irdnyd egyenl6tlenséggel egyiitt
azt jelenti, hogy 6 (f + g) = §(g) = max{4(f),5(g)}.

0. Azt mdr kordbban beldttuk, hogy a &(f) + 6(g)-nél nagyobb indexekre a szorzat minden
tagja nulla, tehat 6(fg) < 6(f) + §(g). Ha min{&(f), 5(g)} = —o, akkor legaldbb az egyik polinom
nullpolinom, de akkor a szorzatuk is az, mirpedig —oo-hez dnmagét vagy egy véges szdmot adva is-
mét —oo-t kapunk. Ha viszont egyik polinom sem a nullpolinom, azaz §(f) és §(g) egyarant
nemnegativ egész szam, akkor a mar emlitett bizonyitds szerint a szorzatban a §(f) + §(g) indexhez
tartozo tag €ppen feg(r)Jdeg(g). aMi most a feltétel szerint nem nulla, igy a szorzatpolinom foka leg-
aldbb feg(r)Gdeg(g) # 0, de nagyobb nem lehet, amint azt mar belattuk.

[

A tételbdl kovetkezik, hogy nullosztomentes gylrii feletti polinomgytiriiben barmely f és g po-
linom esetén §(fg) = 6(f) + 6(g).

2.15. Definicio

Legyen R egységelemes gylirli az e egységelemmel és i egy nemnegativ egész szam. Ekkor x;
azt az R folotti sorozatot jeldli, amelyben minden nemnegativ j indexre (X;); = §; je (§;; a Kron-
ecker-szimbd6lum), és X = X;.

A

2.16. Tetel

Egységelemes R gyiiriiben i € N -re x; = x'. x! az R gyiirii folotti valamennyi u sorozattal fel-
cserélhetd.
A
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Bizonyitas:

Legyen e a gyiirti egységeleme. Megmutatjuk, hogy x“-ban (x*), = 6, ,e. R egységelemes,
igy PS8y is egységelemes, és az egységelem az a sorozat, amelyben minden komponens 0, kivéve a 0.
indexhez tartoz6t, amely az eredeti gylirli egységeleme, vagyis a sorozatok gylirlijének egységeleme
éppen Xy, és mivel egységelemes gylriiben minden elem nulladik hatvanya a gyliri egységeleme,
ezért X, = X°. Most tegyiik fel, hogy ha u egy nemnegativ egész, akkor minden, u-ndl nem nagyobb
nemnegativ egész i-vel X; = x*. Ekkor x**! = x¥x alapjan csak olyan j indexre kapunk x**1-ben
nullatdl kiilonbodzd tagot, ahol az elsd tényezd indexe j = 0, a masodiké i —j = 1. Ennek egyetlen
megolddsa i = u + 1, ekkor mindkét tényezd és a szorzatuk is az egységelem, gy x“*1 valéban X, 1-
gyel azonos.

Mivel x!-ben csak e és 0 4ll, és ezek R minden elemével felcserélhetdek, igy igaz a felcserélhe-
téségre vonatkoz6 allitas is.

N

2.17. Tétel

Legyen R egységelemes gylri, és s egy R feletti formdlis hatvanysor, tovabba k € N. Ekkor
(x*s), =0,hak > i €N, és (x*s), = s;_y, amikork <i €N,
A

Bizonyitas:

Ha k = 0, akkor x* az egységelem, és igaz az 4llitds. Barmely nemnegativ egész i indexre
(x-s8); = Z§-=0 x;s;—j. Ha i = 0, akkor ez az 0sszeg xS, €s xo = 0, tehdt a szorzat is nulla, mig ha
i >0, akkor j = 1-re x;S;_j = X1S;_1 = S;_1, ¢s minden mas j-re 0, igy maga az 0sszeg is S;_1, en-
nélfogva k = 1-re is igaz a tétel allitdsa, innen pedig indukcidval kapjuk a bizonyitast tetszéleges po-
zitiv egész k-ra.

J

A fejezet elején foglalkoztunk végtelen tagi Osszegekkel. Most ezt kiterjesztjiilk formalis hat-
vanysorokbdl all6 végtelen Osszegekre is.

2.18. Definicio

Legyen R gyiiri, I' indexhalmaz, és y € I'-ra s’ € RN. Ha minden i € N-re YyerS
)

i .

i()/) értelme-
zett, akkor Y, ep s is értelmezett, eleme RN-nek, és (Zyel‘ s(y))i = Yyers

A

Ez a szabdly éltaldnosabb a kordbbindl, hiszen olyankor is értelmezziik az 6sszeget, amikor eset-
leg az 0sszeg végtelen sok tagja nem nulla, de minden indexhez csak véges sok nullatdl kiilonb6z6 tag
tartozik, ugyanakkor elég kézenfekvd, természetes kiterjesztése az ott adott értelmezésnek. A kordb-
ban kapott eredményeink segitségével, az ott kapott eredmények felhaszndldsdval konnyen meg lehet
mutatni, hogy amennyiben [[sea 2 yer; s®7) étezik, akkor Ypexseals Llsen s(8:0(8) is 1étezik (ahol
nem kommutativ gylrii esetén A rendezett), és ekkor a két kifejezés értéke megegyezik, vagyis az 6sz-
szegek szorzatdndl elvégezhetd a ,,beszorzas”.

2.19. Tetel

Egységelemes gytirti folotti s formélis hatvanysorra s = ¥'52 ; 5;x%, és ha s legfeljebb n-edfoku
polinom, akkor s = Y;i*; s;x".
A
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Bizonyitas:
(220 six‘)j =Yito si(xl)]_ = Y250, = s;. Ha s legfeljebb n-edfokii polinom, akkor min-
denn < j € N indexre s; = 0, de akkor az ilyen indexekre s;x' = 0, ezért 3520 s;x" = Y1 s;x".

[

2.20. Tetel

Legyen R = (R; +,-) gylri, és Pr és PSp az R {olotti polinomok illetve sorozatok gyfirije.
Ekkor PSy a PSi-beli miveletekkel R {o16tti kétoldali modulus, amely akkor és csak akkor unitér, ha
R egységelemes, akkor és csak akkor R feletti linedris tér, ha R ferdetest, és pontosan akkor algebra,
ha R test, és ez ut6bbi esetben az algebra rangja végtelen. Py az eldbbi modulus részmodulusa, amely
akkor és csak akkor unitér, vagy linedris tér, vagy algebra, ha PSy rendelkezik a megfeleld tulajdon-
sdggal, és az utolsé esetben ez a részmodulus is végtelen rangu. Az R folotti legfeljebb n — 1-edfoku
polinomok halmaza részmodulus Pg-ben, és ha Py linedris tér, akkor a legfeljebb n — 1-edfoku poli-
nomok halmaza n-dimenzids altér a polinomok R folotti linedris terében.

A

Bizonyitas:

Barmely gylirQi kétoldali modulus tetszdleges részgylriije f6lott, és mivel a modulusszorzast a
sorozatok szorzasdval definidltuk, ezért a részgytirtik egyben részmodulusok is. Mivel a harom gytiri
egyszerre egységelemes, és a harom gylirli egységeleme azonos, ezért igaz az unitérségre és linedris
térre vonatkozo allitas is, és a modulus pontosan akkor lesz algebra, ha a modulus unitér, és a részgyi-
ri része a teljes gylirli centrumdnak, vagyis ha R test.

Ha a és b legfeljebb n — 1-edfokd polinom, akkor ez igaz ra-ra és a — b-re is, ezért a legfel-
jebb n — 1-edfoku polinomok (unitér) részmodulust illetve alteret alkotnak Pr-ben.

Még a rangra illetve dimenziéra vonatkoz6 dllitdsokat kell igazolni. Most R test, tehat egység-
elemes. Legyen n nemnegativ egész szdm. s = Z{:Ol s;x' = 0 akkor és csak akkor teljesiil, ha minden
n > j € N-re s; = 0, vagyis az elobbi j-kkel az x! sorozatok linedrisan fiiggetlenek, és az is latszik,
hogy generdljdk a legfeljebb n — 1-edfokd polinomok halmazit, igy a legfeljebb n — 1-edfokd poli-
nomok halmaza az 6sszeaddsra és skalarral val6 szorzdsra n-dimenzids linedris tér.

Az eldbbi eredmény azt is jelenti, hogy barmilyen nagy pozitiv t-re van t linedrisan fiiggetlen
vektor Pr-ben, de akkor ez még inkdbb igaz a teljes PSg-re, ami mutatja, hogy a test f6lotti polino-
mok és formalis hatvanysorok valéban végtelen rangu algebrat képeznek.

O

A fentebbi eredmények szerint egységelemes gyiri feletti hatvanysorok és polinomok felirhat6-
ak végtelen illetve véges Osszeg alakjdban. Mivel barmely gylirii bedgyazhato egységelemes gyliriibe,
ezért ezt a felirdst minden gytlirli esetén megtehetjiik.

2.21. Definicio

Legyen x az R gyiirti felett transzcendens elem, az R feletti s = (s;) sorozatra Y72, s;x’ = s,
ahol sox° = 54, valamint legyen minden nemnegativ egész i-re 0 - x! = 0 és sx' = x's. Ekkor x ha-
tarozatlan, és az R feletti (egyhatdrozatlani) formalis hatvanysorok és (egyhatarozatlani) polinomok
halmazat rendre R [[x]] és R[x], a megfeleld gyliriiket iR[[x]] illetve R[x] jeloli.

Has = Y!_,s;x' a nemnegativ egész t-vel, akkor t a polinom formélis foka.

s;x" a hatvanysor illetve polinom az i-edfokii tagja, s; az i-edfokii tag egyiitthatéja. n-edfoku
polinomban az n-edfoku tag egyiitthatéja a polinom féegyiitthatéja, és ha ez a gylri egységeleme,
akkor a polinom fépolinom

A
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2.22. Tetel

Ha R egységelemes gylrli az e egységelemmel, akkor ex = X, ahol X az az R folotti sorozat,
amelyben csak az i = 1 indexli komponens nem nulla, és ez éppen e.
A

Bizonyitas:
ex a definici6 alapjan olyan sorozat, amelyben egyetlen, mégpedig az 1-indexhez tartoz6 kom-
ponens nem nulla, és ez a komponens e, tehit az ex formdlis hatvanysor val6ban x-szel azonos.
N

2.23. Megjegyzés

A fenti tétel szerint x pontosan akkor sorozat illetve polinom R fol6tt, ha a gylirii egységelemes.
A

2.24. Tetel

Legyen s R feletti formdlis hatvanysor. s akkor és csak akkor (bal oldali) egység R[[x]]—ben, ha
So (bal oldali) egység R-ben. s felbonthatatlan R[[x]]—ben, ha s, felbonthatatlan R-ben.
A

Bizonyitas:

Legyen s bal oldali egység R-ben, és s olyan sorozat, amelyben sy = s. Ha a tetszdleges soro-
zat, akkor 1étezik R-ben olyan by, amellyel sby = a,. Tegyiik fel, hogy n > i € N-re van olyan b;,
hogy Z§-=0 sjbi_j = a;. Innen az an = ¥7_¢Sjbp_j = Sobp + Xj=1 Sjbn_; = sby + t egyenl6ségnek
kell teljesiilnie, ahol b,, ismeretlen, azaz olyan b, -t keresiink, amellyel sb, = a,, —t = u. De s bal
oldali egység, ezért van ilyen elem R-ben, vagyis b olyan sorozat lesz, amellyel s - b = a, és igy s bal
oldali egység a formdlis hatvanysorok gylriijében. Ugyanigy kapunk egy olyan ¢ sorozatot, amellyel
c-s = a, ha s egység, vagyis ekkor s is egység R[[x]]—ben. Forditva, tegyiik fel, hogy az s sorozat bal
oldali egység az R folotti formdlis hatvanysorok gyliriijében, és a az R tetszdleges eleme. Mivel s bal
oldali egység, van olyan b € iR[[x]], hogy s - b = a, ami csak dgy lehetséges, ha (s - b)y = soby = a,
vagyis s, bal oldali egység R-ben. Ha s egyben egység, akkor az eldbbiekhez hasonléan lathatjuk be,
hogy s, egyben jobb oldali egység is az alapgytirtiben, vagyis egység R-ben.

Amennyiben ¢ az R felbonthatatlan eleme, €s ¢ = a - b, akkor ¢y = ayby-ban a, és b, egyike
sziikségszerlien a megfeleld oldalrdl egység R-ben. Ekkor az adott sorozat is hasonlé tulajdonsagu a
hatvanysorok gytiriijében, igy ¢ az R[[x]] felbonthatatlan eleme.

U
Ferdetestben pontosan a nullatdl kiilonboz6 elemek egységek, ezért igaz az alabbi eredmény.
2.25. Kovetkezmény
Ferdetest feletti formdlis hatvdnysor pontosan akkor egység, ha konstans tagja nem nulla.
A

2.26. Megjegyzes
Az elébbi tétel és az utdna 4ll6 kovetkezménye R[x]-re nem igaz: ha R a raciondlis szamok tes-
te, akkor (1, —1) nem osztéja (1,1)-nek mint polinomnak, tehat (1, —1) nem egység, j6llehet 1 egység
Q-ban, ugyanakkor 5 felbonthatatlan Z-ben, am az (5, —6,1) polinom eléall (1, —1)(5, —1) alakban.
A

32



2. Formalis hatvanysorok és polinomok

2.27. Tetel

Amennyiben R egységelemes gylirli, akkor R[[x]] minden t # 0 eleme x"s alakd, ahol u € N
és s # 0. Ha R ferdetest, akkor s egység R|[[x]]-ben, és ha test, akkor R[[x]] euklideszi gytirii.
A

Bizonyitas:

R egységelemessége alapjdn x minden nemnegativ egész kitevds hatvdnya eleme R[[x]]—nek, és
x = X. Legyen t # 0-ban az r-edik tag az els6 null4tdl kiilonboz6 (ilyen 1étezik, mert feltettiik, hogy a
sor kiilonbozik 0-t6l), és s az a sorozat, amelyben s; = t,.,;. Kordbban madr belattuk, hogy (x”s); nul-
la, ha r > i €N, egyébként s;_, = t(r4y)—r = t; az értéke, igy minden i € N-re (x"s); = ¢;, tehdt
x"s = t. 5o # 0, ezért ha R ferdetest, akkor egy korabbi tétel alapjan s egység R[[x]].

A t = x"s alakii felirdsban s konstans tagja nem nulla, ezért ha R test, akkor s egység az R[[x]]
gylrtiben. ¢(t) = r az R feletti nem nulla formdlis hatvanysorokat képezi le N-be. Ha a = x“a, és
b = x"b,, ahol a; és b; egység, akkor u > v esetén a = x*a; = (x*7Yq,)(x"b;) = q - b, ahol q,
az a; és by (asszocidlttdl eltekintve egyértelmil) hanyadosa. Ez a hanyados 1étezik, hiszen most b,
egység. Ha viszont u < v, akkora =0-b+a,és¢(a) =u <v = ¢(b).

N

2.28. Megjegyzes

Ha a és b polinomok, akkor q éltaldban nem polinom, tehdt a fenti @-vel R[x] nem euklideszi
gylrti még akkor sem, ha R test (de test feletti polinomgytrii euklideszi, csak nem ezzel a norméval,
hanem a fokszammal mint normaval).

A

2.29. Tetel

Ha XK test, akkor 1étezik K [[x]] hanyadosteste, és ennek nem nulla elemei x“s alakiak, ahol s
egy K [[x]]-beli egység és u € Z.
A

Bizonyitas:

Mivel test kommutativ és nullosztomentes, ezért K [[x]] is kommutativ és nullosztomentes, igy
létezik a hanyadostest. Test feletti nem nulla hatvanysorok x“a alakiak nemnegativ egész u-val és
olyan a hatvédnysorral, amelynek konstans tagja nullatdl kiillénbozo, tehat egység K -ban, és igy a egy-
ség ¥ [[x]]-ben. A hanyadostest elemei az (x*a,x"b) alaki pérok és a (0,x"b) par 4ltal reprezentdlt
osztdlyok, ahol két ilyen par, f- (e —xP)™* = 32 c;ix' = (e —xP)™1 - f és ¢; = @jmod p PoNtosan
akkor van egy osztdlyban, ha x**?ad = x"*Wbc. A miiveleteket a hanyadostestekben megszokott
moédon definidljuk, vagyis az (x“a,x"b) és (x"¢,x*d) parokkal reprezentdlt osztdlyok Osszege és
szorzata (x**?ad + x"*Wbc, x"*?bd) és (x**Wac, x"*?bd) osztdlya, illetve, ha az egyik elem 0-val
reprezentdlt osztdly, akkor az 0sszeg a mdsik elemet, a szorzat pedig a 0-t tartalmaz6 osztdly. Legyen
e X [[x]] egységeleme. A hanyadostestben az (x"a, e) alaki elemekkel és a (0, e)-vel reprezentalt
osztalyok a K [[x]]-szel izomorf részgyirit alkotnak, ahol az izomorfizmus az el6bbi (x*a, e)-hoz tar-
toz6 osztalynak a K [[x]]—beli x"a-t, a (0, e)-hez tartozé osztdlynak 0-t felelteti meg. A hanyadostest
egységeleme azon parok osztdlya, amelyek két komponense azonos, és az (e, x*a) alakd elemmel rep-
rezentalt osztédly lathatéan inverze az (x"a, e) alakd elemmel reprezentélt osztdlynak. Az inverzt jelol-
hetjiik x " %c-vel, ahol ¢ az a K [[x]]—beli inverze (ami létezik, mivel a mint hatvanysor egység). Ha
egy osztdlyt olyan (x*a,x”b) pér reprezental, amelynél u > v, akkor ugyanezen osztdlyt reprezentalja
az (x% ¢, e) pdr, ahol ¢ = ab™! (b egység, igy van inverze), vagyis ekkor az (x“a, x”b) parhoz tar-
toz6 osztdly X%~ V¢, mig u < v-nél az (x*a,x"b) és (e,x""%c™1) pdrok lesznek azonos osztdlyban,
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vagyis ez az osztdly ismét megegyezik x*~Yc-vel, ami mutatja, hogy a hdanyadostest minden nem nulla
eleme x" ¢ alakd, ahol w € Z, és ¢ egység X [[x]]-ben.

N
2.30. Definicio
Ha X test, akkor X [[x]] hanyadosteste a K feletti Laurent-sorok teste.
A
A Laurent-sorok testét K (x) jeloli.
2.31. Tétel
Ha R egységelemes gylir(i az e egységelemmel, akkor e — x inverze R[[x]]-ben X2 x".
A

Bizonyitas:

Legyen s = Y2 x!, ekkor (e —x) Y2 x' =(e—x)s=s—x-s=s—t ahol t=x-s. s
minden eleme e, mig ty =0¢ési € N-ret; =s;_1 =e =s;. EbbOl (s —t)g = 59—ty =e, és i # 0-
ra(s—t); =s; —t; =0, azaz (e — x)s = e. A masik oldali szorzds hasonlé eredményt ad.

N

2.32. Kévetkezmeény

Hap e Ntésf = Zfz_ol a;x' € R[x] az R egységelemes gyiiriivel, akkor

L f-(e—xP) P =320cxt = (e —xP)™! £, ahol ¢; = G;mod ps

2. az el6bbi ¢;-lel minden nemnegativ egész i-re ¢; = Cj1p, €s ha j is nemnegativ egész szam,
ési =j(p), akkor ¢; = o

3. (e—x) M=%, (n + ]IE - 1) xk.

Bizonyitas _ _ '
1. Azel8z0 tétel alapjan (e — xP)™1 = X2, (xP)" = X2 %P = X124 6imod pox'. Ekkor

i p-1 p-1
-1 — — — —
f-(e—xP)™1); = Z a;6(i—j)mod p,0 = Z a;6(i—j)mod p,0 = Z @6 mod p,j = Aimod p»
iz0 izo izo

merthap <j €N, akkor a; =0, migp > j >i € Nesetén -p <i—j <0, tehdt §;_jymod p,o = 0,
ésigy fle —xP)™ 1 =¥ @i mod pxi. f-fel a masik oldalrdl szorozva ugyanezt az eredményt kapjuk.

2. imod p = (i + p) modp, és hai = j (p), akkor imod p = jmod p.

3. (e—x)™T" = (Zfioxi)n = Y0 X xoT i = B tixt, ahol ty, az Gsszes olyan
g+ -+ i,_q Osszeg szdma, amelynek az értéke k, és minden tag nemnegativ. Ez éppen a k + 1
elembdl vélasztott n — 1-edrendli ismétléses kombindcié. Egy ilyen kombinacié ugyanis kdlcsondsen
egyértelmii médon megfeleltetheté a {0,1, ..., k} halmaz elemeibdl all6 n — 1 hosszisdgd monoton
novekvo sorozatoknak. Nézziik az s; =iy + -+ ij_ Osszegeket j = 1,...,n — 1-re. Mivel minden
tag nemnegativ, ezért ez a sorozat monoton novekszik, a legkisebb érték iy = 0 esetén 0, a legnagyob-
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bat pedig akkor kapjuk, ha i,,_; = 0, ekkor ugyanis s,,_; értéke k kell, hogy legyen. Az ilyen kombi-
néciok szamat viszont tudjuk: (" +thk— 1) _ (n +k— 1)‘
n—1 k

[

Most a polinomok néhany tulajdonsdgat vizsgaljuk. Mivel a polinomok mér a kordbbi tanulma-
nyok sorén is el6éfordultak, ezért az ismertnek feltételezett ismeretek ismét csak bizonyitas nélkiil ke-
riilnek targyalasra.

Mivel az R gytrii f6l6tti polinomok R[x] halmaza a polinomokra megadott miiveletekkel gyii-
rli, ezért mindazon fogalmak értelmezhetdek benne, amelyeket minden gytriire definidltunk. Ennek
megfeleléen vizsgédlhatjuk polinomgytliriiben az oszthatésdgot. Indukcidval beldthatd, hogy ha az
R[x]-beli g féegyiitthatdja jobb oldali egység R-ben, akkor az R[x] barmely f polinomjdhoz lehet ta-
ldlni R[x]-ben olyan q és r polinomot, amelyekkel f = gqg + r, és ha r nem a nullpolinom, akkor a
foka kisebb, mint g foka (vagyis elvégezhetd a maradékos osztds). Még az is belathatd, hogy q és r
egyértelmiien meghatirozott. Mivel testben minden nem nulla elem egység, ezért test feletti
polinomgytirliben nem nulla polinommal a maradékos osztds mindig egyértelmiien elvégezhetd.

Legyen § gylirli, A egy nem iires halmaz, €s F, s legyen az A-t S-be képezo fliggvények halma-
za. Ha f és g F, ¢ két eleme, akkor legyen (f®@g)(a) = f(a) + g(a) és (f®g)(a) = f(a) - g(a),
ahol a az A eleme, és + illetve - az § két miivelete. Konny( beldtni, hogy a fenti két szabaly egy-egy
binér miiveletet definidl Fjg-en, €s Fy g ezzel a két mivelettel gylirli. Az is konnyen ellendrizhetd,
hogy ez a gylrli pontosan akkor kommutativ, ha § kommutativ, akkor és csak akkor van benne bal ol-
dali egységelem, ha S-ben van bal oldali egységelem, és akkor és csak akkor nullosztémentes, ha § a
nullgytiri, vagy ha A-nak egy eleme van és § nullosztomentes. Most legyen R az S egy R részgylri-
jének alaphalmaza, és az R barmely r és az S tetszlleges s eleme esetén legyen definicid szerint
rs® = r (ami egységelemes gylirli esetén eleve igaz). Ha f = Y, fix' € R[x] egy R feletti polinom,
akkor {Z?=o fist |s € S} az S dnmagdba val6 leképezése, vagyis eleme Fg¢-nek. Ez az f polinomhoz
tartozé polinomfiiggvény, amelyet a tovabbiakban f jelol, és f(s) az f (jobb oldali) helyettesitési
értéke az s helyen. Amennyiben f konstans polinom, és a konstans tagja f, akkor az S tetszbleges s
elemével f(s) = X9, fist = fo = f, vagyis konstans polinom helyettesitési értéke barmely helyen a
polinom konstans tagjdval, azaz magdval a polinommal azonos.

Legyen f egy legfeljebb ne-foku, g egy legfeljebb ng,-foku R feletti polinom, €s legyen n € N
olyan, hogy mindkét polinom legfeljebb n-edfokd. Most

(f®g-)(@ = f(a) — g(a) = zn:fiai - Zn:giai = zn:(fi —g)a' = Zn: hia' = h(a),
i=0 i=0 i=0 i=0

ahol h = f — g, és ha R része S centrumanak, akkor

nf ng TLf+TLg i nf+ng
(f@)@ = f@-g@ =) fia || Y giai |= > (D figi]ai= ) tal = i@
i=0 i=0 i=0 \J=0 i=0

a t = fg jeloléssel, vagyis polinomfiiggvények Osszege és szorzata a polinomok Osszegéhez illetve
szorzatdhoz tartozé polinomfiiggvény (utébbindl feltéve, hogy a polinomok egyiitthatéi S centruma-
ban vannak). Az R feletti polinomok halmaza nem {ires, igy az R feletti polinomfiiggvények halmaza

sem lires, tehat Fg g-nek egy qu(R) részgylriijét alkotjdk, ha R része S centrumdnak.

Ha R < §, akkor R[x] < §[x]. Legyen S egységelemes és u az S egy eleme. Ekkor x —u § f6-
16tti elséfoku polinom, €s ha f egy R folotti tetszéleges polinom, akkor S folotti alkalmas q és legfel-
jebb nulladfoki, azaz konstans r polinommal f = q-(x —u)+r. Most, u-t f-be helyettesitve,

f=qw - @-w+#w =7 =r,vagyis f = q- (x —w) + f(W).
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2.33. Definicio

Legyen § gytrt, R az § részgytrije, f egy R folotti polinom, és s az S eleme. s (jobb oldali)
gyoke f-nek, ha f(s) = 0.
A

A fentebbi megfontolas alapjan igaz az aldbbi tétel.

2.34. Tetel

Ha R részgylriije az S egységelemes gylirlinek, gy az S-beli u pontosan akkor (jobb oldali)
gyoke az R feletti f polinomnak, ha az § feletti x — u polinom S[x]-ben (jobb oldali) osztéja f-nek.
A

Ha az § egységelemes gytirii u eleme (jobb oldali) gyoke az S egy R részgytriije folotti f poli-
nomnak, akkor x —u az f egy (jobb oldali) gyoktényezdje. Ez tehat ekvivalens azzal, hogy x — u
(jobb oldali) osztdja f-nek. El6fordulhat, hogy x — u-nak egy egynél nagyobb kitevés hatvanya is osz-
toja f-nek. Ha egy t pozitiv egész kitevOs hatvanyra ez igaz, akkor u az f (legalabb) t-szeres gyoke,
¢s pontosan t-szeres gyoke, ha t-szeres, de nem t + 1-szeres gyoke. Ekkor t az u gyok multiplicita-
sa (vagy tobbszorossége), és f = g - (x —u)t, de g(u) # 0.

Gyokok tobbszorossége vizsgédlhat6 a polinom derivaltjanak a segitségével. Az f =}, fix!
polinom derivéltja f' = Y™ !(i + 1)f;1x". Ez a derivilt formailag megegyezik egy polinom anali-
zisbeli derivaltjaval, és érvényes ittis az (f +g)' = f'+ g’ é (fg)' = f'g + fg' szabily, tovabba
kommutativ gyiirii esetén (f™)" = nf ™ 1f’ pozitiv egész n-nel.

A definiciét alkalmazva kénnyi latni, hogy egy nullosztoémentes gyt feletti polinomgytirt ka-
rakterisztikdja megegyezik az eredeti gyiirli karakterisztik4javal.

2.35. Tétel

Legyen f az R integritasi tartomdny feletti polinom, és u az R eleme. Ha u az f m-szeres gyo-
ke, ahol m poztiiv egész szam, akkor f'-nek legalibb m — 1-szeres gyoke, és pontosan m — 1-szeres
gyoke, ha m nem oszthat6 a gytirti karakterisztikajaval.

A

A tételbdl latszik, hogy ha R 0-karakterisztikaju integritdsi tartomany, akkor egy tobbszoros
gyok pontosan eggyel kisebb multiplicitidsi gydke a polinom derivaltjdnak, mint magdnak a polinom-
nak. Ugyanakkor primkarakterisztikajd integritdsi tartomdany folotti polinom tobbszoros gyoke a deri-
valt polinomnak akdrmilyen nagy multiplicitdsu gyoke is lehet.

Igen fontos az aldbbi tétel.

2.36. Tétel

Az R integritdsi tartomany feletti n-edfokd f polinomnak multiplicitassal egyiitt is legfeljebb n
gyoke van R-ben. Ha R egységelemes, uy, ..., Uy, _1 az f paronként kiillonbozé gyoke R-ben, és a gyo-
kok multiplicitdsa rendre tg, ..., ty,—1, akkor f = g [T (x — u)t, és g-nek egyik u; sem gyoke.

A

Igen 1ényeges, hogy ez a tétel csak integritdsi tartomdny feletti polinomra igaz. Péld4ul a Z, f6-
16tti x2 — 5 polinomnak gyoke a 0, a 2, a 3 és az 5 (pontosabban szélva az ezen egészekkel reprezen-
tdl-t maradékosztalyok), vagyis a méasodfokd polinomnak négy kiilonbozé gydke van, mig az x2 + 1
polinomnak barmely olyan a + bi + ¢j + dk kvaternié gyoke, amelyben a = 0 és b% + ¢? + d? = 1,
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tehat most az ismét mdsodfoku polinomnak végtelen sok kiilonbdzd gytke van. Az elsd esetben a gyii-
ri nem nullosztémentes, mig a masodik esetben nem kommutativ, tehit egyik esetben sem integritasi
tartomdny. Integritdsi tartomdny testbe dgyazhato, és test mindig bdvithetd ugy, hogy a bovebb testben
mdr a polinom linedris tényez0k és az eredeti gylirli egy nem nulla elemének szorzatdra bomlik, vagyis
a bévebb testben a polinomnak multiplicitdssal szdmolva a fokszdmdval azonos szdmud gyoke van (ez
akkor is igaz, ha a polinom foka 0, mert nullatényezds szorzat definicié szerint az egységelem). Egy-
ségelemes integritdsi tartomdny folott tehdt egy nem nulla polinomnak pontosan akkor van tobbszoros
gyoke, ha a polinomnak és derivaltjdnak a legnagyobb kozos osztdja legaldbb elséfoku, és ekkor a
tobbszoros gyokok ezen legnagyobb kozos osztd gyokei.

Z[x] példa olyan Gauss-gyliriire, amely nem féidedlgyiir(i, hiszen példdul az {1, x} éltal generalt
idedl nem generdlhat6 egyetlen elemmel. Ugyanakkor igaz az alabbi tétel.

2.37. Tetel

Test folotti egyhatdrozatlant polinomgytirti euklideszi gyliri. Gauss-gytirQi f616tti polinomgytirti
Gauss-gytri.

A

A fenti tételbdl kovetkezik az az elobbi allitdsunk, hogy egész egyiitthatés polinomok gytiriije
Gauss-gytirii, hiszen az egész szamok gylirtije ilyen. Indukcidval azt is kapjuk, hogy Gauss-gytirti f6-
16tti n-hatdrozatland polinomgytri is Gauss-gytrii, ahol n egy nemnegativ egész szam.

Most nézziik egy R egységelemes gyiirii folott az x™ — e alaki polinomokat.

Ha R egységelemes, akkor R[x] is egységelemes gyiirli, és ekkor x és tetszéleges nemnegativ
egész n-re x" is eleme a polinomgyiriinek. Els6ként belatjuk, hogy ha m és n nemnegativ egész
szdm, ugy x™ — e pontosan akkor osztGja x™ — e-nek, ha m|n. Legyen eldszor m|n, azaz n = mt egy
N-beli t-vel. Ekkor (x™ —e) X{Z5(x™)! = x'™ — e = (TiZg(x™)") (x™ — e), és x'™ — e = x™ —e,
igy teljesiil az x™ — e|x™ — e oszthatésag. Forditva, tegyiik fel, hogy x™ — e|x™ — e. Ham = 0, ak-
kor x™ —e = 0, és ekkor x™ — e = 0, hiszen a 0 csak onmagdnak osztéja. De x™ — e = 0 csak dgy
lehet, ha n = 0, és ekkor teljesiil az m|n relacié. Most nézziik az m > 0 esetet. Maradékosan osztva
n-et m-mel, n = tm + r, ahol t € N és m > r € N. Ekkor x™ — e = x"(x!™ —e) + (x" — e). A fel-
tevésiink szerint a bal oldal oszthaté x™ — e-vel, és az elébb igazoltuk, hogy ugyanez igaz x'™ — e-re,
tehdt x” (x'™ — e)-re. Ekkor x™ — e osztéja x” — e-nek is, ami csak tigy lehetséges, ha r = 0, hiszen
0 <7 < m, és nem nulla polinom csak nila nem nagyobb fokszdmu polinommal oszthaté (mert nem
nulla polinomok szorzatdnak foka nem nagyobb a két polinom fokszamdnak Osszegénél). Ha viszont
r = 0, akkor n = tm, vagyis m|n.

Az x™ —e = x"(x!™ — e) + (x" — e) felirds, ahol m > r € N, minden esetben igaz, ham > 0,
azaz ha x™ — e # 0, igy azt is belattuk, hogy a nemnegativ egész kitevds x* — e alakid polinomok k-
rében a nullatdl kiillonboz6 osztdval végzett maradékos osztds maradéka is ilyen alakud polinom.

Ha x™ —e|x™ — e, és m # 0, tehdt x™ — e # 0, akkor van egy és csak egy olyan g € R[x] po-

"¢ alakban frjuk.

X
xM—e
Nézziik most x™ — e és x™ — e legnagyobb kozos osztdjat, ahol m és n tetszéleges nemnegativ
egész szamok. Legyen a két kitevd legnagyobb kozos osztéja d, ekkor, az eldbbiek szerint, x* — e ko-
z0s osztdja a két polinomnak. Megmutatjuk, hogy ez a polinom a legnagyobb koz6s oszté. Ha d = m,
akkor az x™ — e és x™ — e barmely kozos osztéja osztéja x™ — e-nek, tehat x¢ — e-nek, igy ez utébbi
polinom legnagyobb kozos osztd, és nyilvan ugyanezt az eredményt kapjuk akkor is, ha d = n. Ha
m # d # n, akkor m # 0 # n, és ekkor min{m,n} > d € N*, és alkalmas u és v egész szamokkal
d = um + vn. Most sem u, sem v nem lehet 0, mert ha példdul u = 0, akkor n|d, ami lehetetlen, hi-
szen a 0-tdl kiilonb6z6 d pozitiv osztdja nem lehet d-nél nagyobb. u és v egyike pozitiv, a masik pe-
dig negativ, mert m és n pozitiv, €s ha mind u, mind v pozitiv, akkor d = um + vn = m, mig ha
mindkettd negativ, akkor d = um + vn < 0. Nyilvan akar u-r6l, akar v-rol feltehetjiik, hogy negativ,
legyen példdul u < 0. Ekkor x3+(-®™M _ ¢ = x¥" _ ¢ ahol mindkét oldalon a kitev$ pozitiv egész

linom, hogy g - (x™ —e) = x™ —e = (x™ — e) - g. Ezt a polinomot dltaldban az
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szdam. Ha f € R[x] kozos osztGja x™ — e-nek és x™ — e-nek, akkor f|x™ — e|x("™ — e valamint
flx™ —e|x?™ — e = xFCWM _ o = xd(x WM _ o) 4 (x% —¢), igy f x% — e-nek is osztSja, ami-
b6l kapjuk, hogy most is x* — e az x™ — e és x™ — e polinomok legnagyobb kozos osztéja.

Ha 1 < g € N, akkor x helyére g-t és e helyére 1-et irva igaz marad az oszthatésigra és legna-
gyobb kodzds osztdra vonatkozo allitds. Ehhez a fenti levezetésben csak annyit kell valtoztatni, hogy ha
s az m-nél kisebb pozitiv egész szam, akkor 1 < q kovetkeztében 0 <1 < q° —1 < q™ — 1, és igy
nem teljesiilhet a g™ — 1|q° — 1 oszthatésag.

A fejezet végén a polinomok kompoziciéjaval foglalkozunk.

2.38. Definicio
Legyen f = ZZZO aixt és g = Z?fo b;x' az R gylirti feletti polinom. Ekkor f o g = Z;ZO a;gt
az f és g — ebben a sorendben vett — kompozicidja.
A

Egy polinomgytiri akkor és csak akkor a nullgyiirli, ha maga az alapgytirti is a nullgylr(i, és
nullgyliriben a kompozici6 nem til érdekes, hiszen ekkor a kompozicié eredménye is a gytlril
nulleleme, ezért az aldbbiakban nem foglalkozunk a nullgytirtivel.

2.39. Tétel

Legyen R legaldbb két elemet tartalmazé gylirii. Az R[x]-beli kompozicié binér miivelet az R
feletti polinomok halmazan, minden konstans polinom bal oldali zéruseleme a miiveletnek, és o jobb-
rél disztributiv a polinom-osszeadésra nézve. R[x]-ben akkor és csak akkor van olyan f # 0 # g po-
linom, amellyel f o g = 0, ha R nem nullosztémentes, €s (R[x];o) pontosan akkor bal oldali egység-
elemes, jobb oldali egységelemes illetve egységelemes, ha R-ben létezik a megfeleld tulajdonsagu
elem. Ha R kommutativ, akkor o jobbrdl disztributiv az R[x]-beli szorzdsra nézve, és (R[x];o)
félcsoport.

A

Bizonyitas:

Legyen f,lg ésh 1R feletti polinom, f = Zgo axtés g = Z?fo b;x'. Ekkor f o g = ZZZO a;gt;
g € R[x], igy g' és a;g" is R feletti, egyértelmiien meghatdrozott polinom, de akkor ezek Gsszege is
egyértelmilen meghatdrozott eleme R[x]-nek, vagyis a polinomgyiirii zart a kompoziciéra. Ha f kons-
tans polinom, azaz f = ¢ € R, akkor tetszleges g € R[x] polinommal feg=cog=c = f, ami
mutatja, hogy f bal oldali zéruseleme a kompoziciénak. Legyen n = max{nf, ng}. Ezzel

(f+g)eh= (Z(ai + bi)xi> oh= Z(ai + b)h'
i=0 i=0

n n f g
- z ahi + z bihi = z ahi + Z b;hi
i=0 i=0 =0 i=0
ng g
- Eaixi oh+ | bxi|oh=foh+goh,
i=0 i=0

igy a kompozici6 jobbrdl disztributiv a polinom-0sszeaddsra nézve.
Legyen a,, # 0=+ bng, ekkor f o g-ben az ngng -edfoku tag egyiitthatdja a, beZ; . Ha R null-

osztomentes, akkor az el6bbi egyiitthaté nem nulla, igy f o g # 0. Ellenkez06 esetben legyen az R u €s
v eleme — ebben a sorrendben vett — nullosztopar. Ekkor (ux) e v = uv = 0, jollehet ux # 0 # v.
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Ha e, € R bal oldali egységeleme R-nek, akkor e bal oldali egységelem a polinomgytiriiben,
igy (epx) e f = e,f = f. Hasonléan, amennyiben e; jobb oldali egységelem az R gyfiriben, akkor
fo (ejx) = Z:ZO ai(ejx)l = Zzo(aie})xi = Z?zfo a;x' = f, végiil ha e egységelem, akkor az el3bbi-
ek szerint x = ex egyszerre bal és jobb oldali egységeleme, tehit egységeleme a kompoziciénak. Most
tegylik fel, hogy a kompozicionak van bal oldali egységeleme, és ez az g® polinom. Konstans po-

linom bal oldali zéruseleme a kompoziciénak, és legalabb két elemet tartalmazé gytiriiben bal oldali
z€éruselem nem lehet bal oldali egységelem, ezért a polinom nem a nullpolinom, van foka, és a foka, n,

legalabb 1. Ekkor ux = ¢® o (ux) = ¥%, si(b) (ux)t = séb) + 3, (si(b)ui) xt, és ebbdl sfb)u =u

az R barmely u elemére, igy sfb) bal oldali egységelem az R gyliriiben. Most legyen e jobb oldali
egységeleme a kompozicidonak. Mivel bal oldali zéruselem jobb oldali egységelem sem lehet egy gyt-

riiben, ha abban van legaldbb két elem, ezért most is igaz, hogy e legalabb elséfokd. Ismét az ux
polinomot nézziik. ux = (ux) o ) = ueW) =y (usi(] )) xt, és az egyiitthatok Gsszehasonlitdsival
azt kapjuk, hogy usij ) =y ismét a gylrli minden elemével, tehat El(j ) jobboldali egységelem R-ben.
Végiil, ha a kompozicidnak egységeleme ¢, akkor € mind bal, mind jobb oldali egységeleme a kompo-
zicidénak, és ekkor teljesiilnie kell az el6bbi mindkét feltételnek, vagyis &,u = u = ugq, és ez éppen
azt jelenti, hogy &; egységelem R-ben.

A tovabbiakban legyen R kommutativ, és nézziik (fg) o h-t.

nf+ng i nf+ng i
(fg)eh= z Z(ajbi—j)xi °oh= Z Z(ajbi—j)hi
i=0 j=0 i=0 j=0
nr g
= Dlaht ){ D bl | = romg o,
i=0 i=0

tehét teljesiil a kompozicié jobb oldali disztributivitdsa a polinomok szorzésa felett. Ezt az eredményt
alkalmazva megmutatjuk, hogy a kompozicié asszociativ. Legyen el6szor f = ¢ € R. Ekkor barmely
g polinomra feg=cog=c,igy (feg)eh=coh=c=co(goh)=fo(geoh). Most tegyiikk
fel, hogy teljesiil az asszociativitas, ha f legfeljebb n-edfokd, ahol n nemnegativ egész szam, és most
legyen f n + 1-edfokd, tovabbd R egységelemes. Ekkor f = fix + r, ahol f; n-edfoku és r konstans.
Ezzel a felirassal

(feg)eh=((fix+1r)og)eh=((fieglg+7r)oh
=((fieg)eh)(geh)+r=(fic(geh)(goh) +r
=(fix)o(@eh)+r=(fixtr)o(goh)=fo(goh),

vagyis n + 1-edfokd f polinom esetén, tehdt barmely f polinom esetén is asszociativ a kompozicid.
Ha az R gyliri nem egységelemes, akkor bedgyazhat6 egységelemes gytriibe (lasd az 1.32. Tételt a
19. oldalon), ott teljesiil az asszociativitds, de akkor az eredeti gylirQi f6l6tti polinomok kompozicidja
is asszociativ.

J

Egységelemes gylirli esetén x eleme a polinomgylirlinek, és x egységeleme a kompoziciénak.
Mivel az egységelem, ha létezik, egyértelmiilen meghatarozott, ezért ekkor x az egyetlen egységeleme
ennek a miiveletnek. Ebbdl az is kovetkezik, hogy ha a kompoziciénak van egységeleme, akkor ez
sem lehet mds, mint az x polinom, ugyanis a kompozicié egységelemességébdl kovetkezik az R egy-
ségelemessége, ebbdl pedig az, hogy x egységeleme a o milveletnek, de akkor az egyértelmiiség miatt
més egységelem nincs, igy a kiinduldsul feltett egységelem is az x polinom.

Ha R nem a nullgytiri, akkor van legaldbb két kiilonb6zé eleme, mondjuk a és b. Legyen

f=aésg=Db.Ekkor fog=aob=a#b=>boa=gof, ami mutatja, hogy a kompozicié mii-
velete dltaldban még kommutativ gylrli esetén sem kommutativ. A kompozicié balrél dltaldban nem
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disztributiv az osszeaddsra nézve. Legyen példdul f = a # 0, g és h pedig R[x] tetszéleges elemei.
Ekkor

fo(g+h)=ac(g+h)=a#2a=a+a=acg+ach=fog+foh,

vagyis az adott polinomkkal nem teljesiil a bal oldali disztributivitds, de akkor a kompozicié balrél
nem disztributiv 4ltaldban az 6sszeaddsra nézve.

A fenti két eredmény azt jelenti, hogy ha R kommutativ gytirti, akkor (R[x]; +,°) olyan struktu-
ra, amelyben (R[x]; +) Abel-csoport, (R[x];e) félcsoport, és o jobbrdl disztributiv az Osszeadésra
nézve, de balr6l nem, vagyis (R[x];o) csaknem gyiir(i, de nem az. Ennek példéul egy egyszerii, de fon-
tos kovetkezménye, hogy bar R nulleleme (vagyis (R[x]; +) semleges eleme) bal oldali zéruselem az
(R[x];0) félcsoportban, hiszen barmely f polinomra 0 o f = 0, de nem jobb oldali zéruselem, mert ha
f olyan polinom, amelynek konstans tagja r # 0, akkor f o 0 = r # 0, vagyis nem teljesiil, hogy 0-
val szorozva, az eredmény is 0.

Kozvetleniil l4that6, hogy ha f az R gyiirii feletti polinom, és u € R, akkor f o u = f(u), ahol
f o u-ban u konstans polinom, vagyis a polinomba vald behelyettesités specidlis kompozicid..
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Vissza a tartalomhoz

3. Testek és véges testek

Ebben a részben elsdsorban olyan kérdésekkel foglalkozunk, amelyek alapvetdek a véges testek
elméletében, illetve amelyekre sziikség van a véges testekkel kapcsolatban.

Az eldz0 fejezetben mar definidltuk a testeket, illetve a valamivel éltaldnosabb ferdetestet: az R
gyurti ferdetest, ha a null4tdl kiilonbdzd elemek a szorzdssal csoportot alkotnak, és ha ez a szorzas
még kommutativ is, akkor a ferdetest test. Van mds szokds is: az dltalunk ferdetestnek definialt struk-
tdrat nevezik testnek, és kommutativ szorzds esetén — ha ezt kiilon hangsilyozni akarjdk — kommutativ
testet mondanak. Mi a jogfolytonossag szem el6tt tartdsdval az eldbbi konvenciot alkalmazzuk, vagyis
a ferdetest - test parositast haszndljuk. Fontos kiemelni, hogy a definici6 értelmében ferdetestnek leg-
aldbb két eleme van, hiszen egy csoport soha nem iires. Ferdetest tovdbbi lényeges tulajdonsagai:

1. nullosztémentes;

2. az el6bbi alapjan ferdetest karakterisztikdja 0 vagy primszam. Nullosztémentes gytirii (a fer-
detest ilyen) karakterisztikdja n € N*, ha van a gyliriinek olyan u # 0 eleme, amelyre nu = 0, de
n >k € N*-ra ku # 0, vagyis n a legkisebb ilyen tulajdonsdgi N*-beli elem, mig ha nincs ilyen u
eleme a legaldbb kételemii gytiirtinek, akkor a karakterisztikdja 0. Lattuk, hogy a karakterisztika egyér-
telm, és ha nem 0 vagy 1, akkor primszdm (masként sz6lva legaldbb két elemet tartalmazé nulloszto-
mentes gylrll karakterisztikdja a nullatdl kiillonb6z6 elemek azonos additiv rendje). Az R gylrl karak-
terisztikdjat char(R) jeloli;

3. test feletti polinomgyfirti euklideszi ¢ (f) = deg(f)-fel;

4. testre példa a raciondlis, valds és komplex szdmok teste, mig ferdetest a C folotti (_% Z)—
alakd matrixok halmaza a k6zonséges matrixmuveletekre. Vezessiik be az
_(10y._ (i Oy._(0 1\, _(0 i
€= (o 1)"_ (o —i)’] = (_1 o)’k_ (i o)
jelolést. Ha a = aq + a,i, b = by + b,i, az el6z6 matrixban, akkor (_% f_;) = a,e + a,i+ b;j + bk

az Uj jelolésekkel. Ha e-t elhagyjuk, és i, j, K helyett egyszertien azt {rjuk, hogy i, j és k, akkor kapjuk
a kvaterniokat, ezek az a + bi + ¢j + dk formaban megadott objektumok valés a, b, ¢ és d szamok-
kal. Hogy valéban ferdetestet kaptunk, tovdbba hogy ez nem test, azt az eredeti méatrixalakkal igazol-
hatjuk legkdnnyebben;

5. ha m egynél nagyobb pozitiv egész, akkor Z,,, azaz a modulo m maradékosztilyok halmaza
az osztalyosszeaddssal és osztilyszorzdssal kommutativ gytirli, amely akkor és csak akkor test, ha m
primszdm; az utdbbi esetben a test karakterisztikdja m. Részletesebben: tetszdleges 1 < m € N-re Z,,-
nek m eleme van, mégpedig egy elem azokat és csak azokat a raciondlis egész szdmokat tartalmazza,
amelyek ugyanazt az m-nél kisebb nemnegativ maradékot adjdk m-mel val6 osztiskor. Egy ilyen ele-
met tetszdleges elemével, praktikusan a benne taldlhaté legkisebb nemnegativ egésszel reprezentaljuk,
tehdt k € Z-re a k-val reprezentalt maradékosztaly k,, = {n € Z|k = n (m)}, és Z,, = {Em|k € Z}. A
definicié alapjan k., = J,, © k = j (m). Szintén a definiciébdl, ha k; = k, (m) és j; = j, (m), ak-
kor kq + ji = ky + j, (M) és kyji = kyjp, (M), azaz ky + 1, = ko + J,, €s kyjy,, = ko, . Bz azt
jelenti, hogy a Ky, + Jon = K + Jm» KmJm = KJm definicié binér miiveleteket hatdroz meg Z,,-en, ame-
lyekre teljesiilnek a gylirliaxiomak, st a szorzds kommutativ és van egységelem, tehat Z,, a megadott
ugynevezett osztdlymiiveletekkel valoban egységelemes kommutativ gyiirii, ez a modulo m mara-
dékosztaly-gyiirii. |Z,,| = m, elemei a maradékosztalyok, amelyek végtelen halmazok. Az oszta-
lyok neve melletti m index arra utal, hogy modulo m osztilyokr6l van sz6, amit altaldban nem te-
sziink ki, mivel a kornyezet alapjan vildgos, hogy milyen modulusrél van szé.

Testek specidlis, és sok szempontbdl a tobbi testtdl eltérd, fontos és a gyakorlat szdmdra is érde-
kes tulajdonsdgot mutaté esetei a véges testek.



Véges testek

3.1. Definicio

A véges sok elemet tartalmazo testet véges testnek mondjuk.
A

Lehetne definidlni a véges ferdetestet is, 4m igaz az alabbi Wedderburn-tétel (amelyet majd a
6. fejezetben a 111. oldalon bizonyitunk).

3.2. Tétel

Véges ferdetest kommutativ.
A

Ennél valamivel tobb is igaz, ugyanis beldtjuk, hogy véges, regularis félcsoport mindig csoport,
igy minden véges, nullosztomentes gytliri test.

3.3. Tétel

Ha a G véges félcsoportban mindkét oldalrdl lehet egyszeriisiteni, akkor G csoport.

Bizonyitas:

G nem iires, mivel G félcsoport. Legyen G = {g;|n > i € N}, G, = {gg;In > i € N},ahol ga G
rogzitett eleme. G, minden eleme benne van G-ben, hiszen G félcsoport, ezért Gy S G. gg,, = ggy az
egyszeriisithetdség kovetkeztében pontosan akkor teljesiil, ha g, = g,, azaz u = v, igy a g; » gg;
leképezés G-nek dnmagdaba valé injektiv leképezése. Viszont véges halmaz énmagéba valé injektiv le-
képezése sziirjektiv is, ami azt jelenti, hogy tetszéleges h € G-hez valamilyen w-re gg,, = h, vagyis
gw megolddsa a gx = h egyenletnek. Hasonl6 a helyzet az yg = h egyenlettel, tehat ez is megoldha-
td, G csoport.

O
3.4. Kévetkezmeény
1. Csoport véges részfélcsoportja részcsoport;
2. legalabb kételemt, véges, nullosztomentes gylirli (véges) test.
A

Bizonyitas:
1. Csoportban a szorzds reguldris, de akkor a részfélcsoporban is lehet egyszer{isiteni.
2. Nullosztémentes gytiriiben minden null4tdl kiilonb6zd elemmel lehet egyszertsiteni, ezért ha
a gylrli véges, és van legaldbb két eleme, akkor nullatdl kiilonb6zd elemei a szorzdsra nézve csoportot
alkotnak, igy a gylrii ferdetest, és a Wedderburn-tétel alapjan egyben test is.
O

Tetszdleges p primre Z, test (mert ekkor az ax = 1 (p) kongruencidnak minden, a p-vel nem
oszthat6 a-ra van megoldésa, vagyis Z,-ben minden nem nulla elemnek van ebben a gytiriiben inver-
ze). Ebbdl kovetkezik az aldbbi eredmény.

3.5. Tétel

Végtelen sok, paronként nem izomorf véges test létezik.
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Bizonyitas:

A primszamok szdma végtelen, és a fentiek alapjan minden primhez tartozik legaldbb egy véges
test. Ugyanakkor izomorf struktirdk kozott bijekcid 1étesithetd, vagyis azonos az alaphalmazuk sza-
mossaga, ezért kiillonbozo primhez tartozo véges testek nem lehetnek izomorfak.

J

Kérdés, hogy van-e mds véges test is. A tovdbbiakban beldtjuk, hogy a vilasz igenld.

A testelmélet az algebrai egyenletek gyokeinek algebrai eszkdzokkel valé megoldasét célzé ku-
tatdsok sordn alakult ki. Az mar az eddigi algebrai ismeretek birtokdban is lathatd, hogy ehhez a poli-
nom egyiitthatéit dltaldban egy test elemeinek célszerii tekinteni, és a gyokokhoz esetleg sziikséges ezt
a testet kiterjeszteni. Ha példdul tekintjiik az x2 — 2 polinomot, és az ezt kielégitd objektumokat ke-
ressiik, akkor eldszor is azt kell tisztdzni, hogy mit takar a 2 jel, és mit kezdhetiink vele, vagyis milyen
miiveleteket hajthatunk rajta végre, tovabbd, hogy mely elemek kozott keressiik a megoldast. Tegyiik
fel, hogy 2 a modulo 7 maradékosztalyoknak a 2 egésszel reprezentdlt osztidlya, a megoldast is az
ilyen maradékosztalyok kozott keressiik, és a miiveletek az osztdlymiiveletek. Ekkor x helyébe a 3-at
tartalmazo osztalyt helyettesitve a nulldval reprezentélt osztalyt kapjuk, vagyis ekkor a polinomnak 1é-
tezik gyoke az egyiitthatdk altal meghatdrozott testben. Mdas a helyzet, ha 2-t mint raciondlis szdmot
tekintjiik. Ismert, hogy nincs olyan raciondlis szam, amelyet x helyére irva, és a raciondlis szdmokon
ismert miiveleteket elvégezve eredményiil nullat kapnank, vagyis az x? — 2 € Q[x] polinomnak nincs
gyoke a raciondlis szimok korében. Ha viszont a valés szamok korében keresiink megoldast, akkor
mir sikerrel jarunk, hiszen V2 helyettesitésével a valés szimokon értelmezett miiveletekkel nullat ka-
punk. Vegyiik most raciondlis a-val és b-vel az a + bv/2 alakii valés szdmokat a kozonséges Ossze-
adéssal és szorzassal. Ekkor konnyl szdmoldssal kiadddik, hogy ez a Q(\/E) halmaz zart a kivondsra

és szorzasra, valamint a 0 + 0v2 = 0 kivételével valamennyi elem inverze maga is ehhez a halmaz-
hoz tartozik, és igy ez a halmaz a valds szdmok Osszeaddsédval és szorzdsdval testet alkot. Ez a test tar-
talmazza a raciondlis szdmokat, ezért az eredeti polinom egyben Q(\/E) folotti polinom is, €s ebben a

testben mar van gyoke, mivel V2 € Q(\/f) nyilvan teljesiil. Jollehet Q részteste a most konstrudlt
testnek, az eldbb elmondottak alapjan inkdbb a forditott irdnyt tekintik elsddlegesnek, igy érthetd a
kovetkezd

3.6. Definicio

Legyen L test, é&s K az L részteste. Ekkor £ a I bévitése, L bovitett test vagy relativ test K
folott, mig K alaptest, jele: L|K. Ha L|K és M |L egyszerre teljesiil, akkor ezt M| L|K jeloli, és L
neve kozbiilso test.

K az L valodi részteste, ha L # K < L, ekkor £ a K valédi béovitése, a bovités valodi; az el-
lenkez6 esetben K az L nem valddi részteste, illetve £ a K nem valédi bévitése, a bovités nem va-
16di.

A

A kovetkezd tétel szerint egy test résztestének részteste az elsd test részteste, igy bovités bovité-
se az eredeti test bovitése.

3.7. Tetel

Ha X, L és M testek, és M| L], akkor egyben M |K is igaz. Véges test részteste is véges test.
A

Bizonyitas:

Test egyben kommutativ gylrii, vagyis additiv Abel-csoport és kommutativ multiplikativ
félcsoport, ahol a két struktiradt mindkét oldalrdl 6sszekapcsolja a disztributivitds. Mivel félcsoport
részfélcsoportjdnak részfélcsoportja az eredeti félcsoportnak is részfélcsoportja, csoport részcsoportja-
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nak részcsoportja részcsoportja az eredeti csoportnak, és a disztributivitds is oroklodik, igy test rész-
testének részteste mindenesetre részgylriije az eredeti testnek. A kommutativitds és nullosztémentes-
ség lefelé biztosan 6roklddik, és ha egy egységelemes gylrli egységeleme benne van a gylirti egy rész-
gyliriijében, akkor az egyben a részgylriinek is egységeleme, igy az eldbbi részgylirii biztosan egység-
elemes integritasi tartomany. Az egyetlen probléma az, hogy a szorzds csoporttulajdonsidga nem telje-
stil a teljes halmazon. A baj oka, hogy a multiplikativ invertalds csupan részleges miivelet a testben,
mivel a nulldra nincs értelmezve. Résztesthez ezért ugy jutunk, hogy vesziink egy olyan részgyrtit,
amely a 0 elhagydsa utdn részcsoport a szorzdsra (elegendd, hogy zért a szorzés inverzképzésére). Eb-
ben az esetben kiilon megvizsgaljuk a részstruktdrasdg tranzitivitdsit. Az eddigiek alapjan K az M
részgytrije. Masrészt K, L és M nulleleme azonos, ugyanis M additiv csoportjanak részcsoportja £
additiv csoportja, és ennek részcsoportja K additiv csoportja, igy K* € L* € M*, tehat K* részcso-
portja L*-nak, ez pedig M *-nak. Részcsoport részcsoportja részcsoport, ezért K* részcsoportja M *-
nak, de akkor K valdban részteste M -nek.

Ha a test véges, akkor véges a tartéhalmaza. Résztest tartéhalmaza az elébbi véges halmaz rész-
halmaza, és résztest maga is test, igy a véges test definicidja alapjan teljesiil a tétel allitdsa.

U
Egyszert kapcsolat van egy test és valamely bovitésének karakterisztikdja kozott.
3.8. Tétel
Ha R az § nullosztomentes gytlr( legalabb kételemii részgyfirtije, akkor char(R) = char(s).
A

Bizonyitas:

Ha a részgylirlinek van legalabb két eleme, akkor ez még inkdbb igaz az eredeti gylriire, tovib-
bé nullosztémentes gytirti minden részgyiiriije is nullosztémentes. Am legaldbb két elemet tartalmazé
nullosztémentes gylri karakterisztikdja megegyezik barmely nullatdl kiilonbozd elemének additiv
rendjével, amely viszont nyilvdn azonos a két gyliriiben, hiszen tetsz6leges pozitiv egész n-nel az R
minden u elemére nu mint R eleme azonos nu-val mint S-beli elemmel.

n
A tételbdl nyilvanval6 az alabbi.
3.9. Kévetkezmény
Ha £ a K test bovitése, akkor a két test karakterisztikdja azonos.
A
Bizonyitas:
Test legaldbb kételemii nullosztomentes gylrtl, igy kdzvetleniil alkalmazhat6 az el6z6 tétel.
U
A kovetkezd tétel a véges testek karakterisztikdjarol szol.
3.10. Tétel
Véges test karakterisztikdja primszam. p-elemt test karakterisztikdja p, ahol p primszam.
A

Bizonyitas:
Test legalabb két elemet tartalmazé nullosztomentes gyiirQi, igy a karakterisztikdja nulla vagy
primszam. Am nulla-karakterisztikajd gytrii elemeinek szdma végtelen, hiszen pontosan akkor nulla a
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karakterisztika, ha legalabb (de akkor valamennyi) null4tdl kiilonbdzd elemnek az additiv rendje vég-
telen. A végtelen rend azt jelenti, hogy az elem kiilonbdzd egyiitthatdval vett tobbszordsei paronként
kiilonbdzdek, marpedig a lehetséges egyiitthatdk az egész szamok, és ezek szama végtelen.
p-elemi test additiv csoportjdnak rendje a p primszam, és primszamrendi csoport ciklikus, igy
van benne p-edrendii elem, amibdl kdvetkezik, hogy a test karakterisztikdja p.
U

Mivel Z,, karakterisztikdja p, ahol p tetsz6leges primszam, ezért minden p primszamhoz van p-
karakterisztikdju véges test.

Most megvizsgiljuk egy test legsziikebb résztestét. Egyszerlien meg tudjuk adni a legkisebb
elemszdmi csoportot és gyuriit: ezek egyetlen elembdl allnak; gylirinél ezt nullgylirlinek nevezziik.
Hasonléan trividlis gyliri a zérégyiirli, azaz olyan gyiirli, amelyben valamennyi szorzat értéke nulla.
Ha ezektdl a trividlis esetektdl eltekintiink, akkor nyilvan az egyetlen (nem trividlis) elemmel generalt
struktirdk a legegyszeriibbek: a ciklikus csoportok, ezek kozott is a primszamrendiiek, és példaul a
modulo m maradékosztdlyok gylirlije, kitiintetetten a primmodulustak (illetdleg az emlitett gytriikkel
izomorf gylriik). A primszamrendii csoport és a primmodulusi maradékosztaly-gylrii egyszertisége
abban rejlik, hogy nincs nem trividlis részstruktirdjuk. Ehhez hasonlé az a kérdés, hogy milyen lehet
egy csoport illetve gylrli legsziikebb részcsoportja és részgyliriije. Ismét az a helyzet, hogy csak az
egységelemet és gylirli esetén a csupdn a nullelemet tartalmazé részhalmaz a keresett részstruktira,
mig ezektdl a trividlis esetektdl eltekintve az egységelemtdl kiilonbozé elem 4ltal generdlt ciklikus
részcsoport, illetve egy nem nulla elemnek a gytiri elemeivel felirt polinomja lesz ez a legkisebb rész-
struktira. Testek esetében a helyzet bonyolultabb.

3.11. Tetel

Minden testnek van egyértelmiien meghatarozott legsziikebb részteste. Ez 0-karakterisztikdju
test esetén Q-val, mig p-karakterisztikdju test esetén, ahol p primszam, Zy-vel izomorf.

A
A masodik allitdsbdl csak a primkarakterisztikdju esetet vizsgéljuk.

Bizonyitas:

Ha e a K test egységeleme, akkor K barmely részteste tartalmazza e-t, igy az e 4ltal generdlt
résztestet is, ezért, ha ezt a testet Kp jeloli, akkor ez a K egyértelmiien meghatirozott legsziikebb
részteste.

Legyen T = {ke|k € Z}, ekkor T < Kp, hiszen test zért az Osszeaddsra és ellentett-képzésre. Ha
char(X) = p primszdam, akkor ue = ve valamely u és v egésszel pontosan akkor teljesiil, amennyi-
ben u =v (p), vagyis ha &, = U, tovdbbd ue + ve = (u + v)e és (ue)(ve) = (uv)ee = (uv)e, te-
hit a ¢: k — ke szabdly izomorfizmust I€tesit Z,, és T kozott. Ez viszont azt jelenti, hogy T mar test,
ennélfogva Kp S T,igy Kp =T, és Kp = Z,,.

N

Az elébbi bizonyitasbol azt fontos tobbek kozott észrevenni, hogy primkarakterisztikaja K test-
ben Kp elemeinek, tehat az egységelem tobbszordseinek hdnyadosai is — feltéve, hogy a nevezd nem
nulla — ,,egész” kifejezések, vagyis a tort az egységelem valamely tobbszorosével egyenld. Késobb
majd l4tjuk, hogy ez nem csupdn a primtest elemeire érvényes tulajdonsdg. A 0-karakterisztikdji eset
éppen ebben kiilonbozik a fentebb vizsgaltaktdl.

A tovédbbiakban a K test legsziikebb résztestét, amint azt az elobbi bizonyitdsban is tettiik, 4lta-
ldban Kp-vel jeloljiik.
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3.12. Definicio
Legyen K test. Ekkor

a) X legsziikebb részteste, Kp, a K primteste;
b) K primtest, ha nincs valédi részteste.
A

Az alabbi tétel szerint a fenti definicidban szerepld két fogalom egybeesik, és ebbdl kdvetkezd-
en a nulla-karakterisztikdju primtestek a raciondlis szdmok testével, mig a p-karakterisztik4jd primtes-
tek Z,-vel izomorf testek.

3.13. Tetel

A tételben legyen p primszam.

Test primteste primtest, és primtest primteste dnmaga;
a p-karakterisztikaju X test akkor €s csak akkor primtest, ha K = Zj;

minden p-elemt test Z,-vel izomorf;
ha £ a K test bovitése, akkor a két test primteste azonos.

e

Bizonyitas:

1. Kp a K legsziikebb részteste, igy nem lehet valddi részteste. Ha viszont K primtest, akkor
nincs valddi részteste, tehat az egyértelmilen meghatarozott primteste sem lehet mds, mint maga a tel-
jes test, K.

2. Ha X p-karakterisztikdja primtest, akkor a primteste 6nmaga, vagyis X = Kp = Z,, mig ha
K = 1Z,, akkor K véges, tovabbd Z,, = Kp < K = Z,, igy K izomorf egy résztestével, ami a véges-
séggel csak Ugy lehet, ha K = Kp.

3. Legyen a K test elemeinek szdma a p prim, ekkor a karakterisztikdja is p. A résztest egyben
az eredeti test additiv csoportjanak is részcsoportja, és primszamrendli csoportnak csak trividlis rész-
csoportjai vannak, amelyek egyike egyelemi, igy ez nem résztest, ezért K p-karakterisztikaji prim-
test, azaz izomorf Z,-vel.

4. Ha L a X test bOvitése, és Lp, Kp a két primtest, akkor Kp részteste L-nek, és igy Lp, amely
L minden résztestének részteste, részteste Kp-nek. Innen viszont kovetkezik, hogy Lp < X, ahonnan
pedig adddik, hogy Kp < Lp, vagyis a két primtest megegyezik.

J

TetszOleges test a primtestének, tehat egy primtestnek a bdvitése. Az elébbi tételnek erre vonat-
kozéan egy fontos kovetkezménye az aldbbi.

3.14. Kévetkezmény

Ha a K test karakterisztikdja a p primszam, akkor K 1ényegében véve (azaz izomorfizmustdl el-
tekintve) Z,, bovitése.
A

Bizonyitas:
Mivel X tartalmaz Z,-vel izomorf résztestet, ezért Z,, beagyazhat6 K -ba, €s az igy nyert €s K-

val izomorf test mar Z, bovitése.
U

Igen fontos segédeszkozt ad az aldbbi eredmény.
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3.15. Tetel
Ha £|X, akkor L linedris tér (vektortér) a K test f6lott az L-beli miliveletekkel.

Bizonyitas:
Test additiv Abel csoport a testbeli Osszeaddssal. Hau, v az L és r, s a K eleme, akkor r és s L-
nek is eleme, igy ru € L, (rs)u = r(su), r(u + v) = ru+rv, (r + s)u = ru + su, hiszen testben a
szorzas asszociativ és egyben disztributiv az 0sszeaddsra vonatkozdan, végiil, ha e a K (és akkor L)
egységeleme, ugy eu = u is teljesiil.
0

A linedris terek fontos adata a dimenzid, és ennek 1ényeges szerepe van a testek esetében is.

3.16. Definicio

Ha £ a ¥ test bovitése, akkor L-nek mint K feletti vektortérnek a dimenziéja a bovités foka,
amit [L: K] jelol. Ha ez véges, akkor a bévités véges, ellenkez6 esetben végtelen.
A

3.17. Teétel
Ha az L véges test a K test bOvitése, akkor [L: K] € N*.

Bizonyitas:

A bovités foka egy vektortér dimenzidja, ez pedig egy halmaz szdmossiga, igy véges esetben
nemnegativ egész szim. Am L-nek legalabb két eleme van, van tehit nem nulla eleme, és egy nem
nulla vektor 6nmagéban linedrisan fiiggetlen, tehét a bovités foka legalabb 1, azaz véges esetben ter-
mészetes szdm. Ha viszont a bdvités foka végtelen, akkor mar a bazis elemeinek szdma is végtelen
(mert a bazisvektorok paronként linedrisan fiiggetlenek, de akkor kiilonbozdek is), és a bazisvektorok
maguk is elemei a vektortérnek, ezért ebben az esetben a bdvitett test is végtelen sok elemet tartalmaz,
igy véges test esetén a bévités foka nem lehet végtelen, [L: K] véges.

J

Az elébbiek alapjan véges test elemszama erdsen korlatozott. Hogy mennyire, arrdl szdl a ko-
vetkezd tétel.

3.18. Tetel

Legyen az L véges test a g-elemil X test bOvitése. Ekkor L elemeinek szdma q" egy alkalmas n
pozitiv egésszel.
A

Bizonyitas:

A feltételekbdl kapjuk, hogy £ n-dimenzidés vektortér a I test folstt, ahol n € N*. De adott test
feletti azonos dimenzidju vektorterek izomorfak, és a K elemeibdl alkotott rendezett n-esek is egy
ilyen vektorteret képeznek. Ezeknek a rendezett n-eseknek a szama viszont pontosan q", hiszen a so-
rozat minden egyes komponense egymadstdl fiiggetleniil g kiillonboz6 értéket vehet fel.

N
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3.19. Kévetkezmeény

p-karakterisztikdju véges test elemeinek szama p™, ahol n egy pozitiv egész szam.

Bizonyitas:
p-karakterisztikdju test a p-elemil primtestének a bovitése, és ha véges, akkor a bovités foka egy
pozitiv egész szam.
O

Azt méar tudjuk, hogy véges test elemszdma nem lehet mds, mint egy primszam pozitiv egész ki-
tevos hatvanya. A kérdés az, hogy van-e minden ilyen primhatvanyhoz ennyi elembdl 4116 véges test,
illetve ha igen, akkor van-e egynél tobb Iényegesen kiilonbozd. A kérdés megvalaszoldsdhoz ad utmu-
tatast a kovetkez6 eredmény.

3.20. Tétel

Ha £ a g-elemii KX test n-edfokd bévitése, és f = x9" — x € L[x], akkor f =Tluer(x —w).
u € L-re u € K ekvivalens az u? = u feltétellel.
A

Bizonyitas:

Legyen u az L tetszbleges eleme, és t, = f(u) = u?" —u. Hau = 0, akkor t,, is nulla, tehat 0
gyoke f-nek. Ha viszont u # 0, akkor u € L*. L* a szorzassal csoport, és elemeinek szama q™ — 1, igy
ha e a test egységeleme, akkor u9"~1 = ¢, ahonnan 4trendezés és u-val valé szorzds utdn ismét azt
kapjuk, hogy t,, = 0, vagyis L minden eleme gyoke f-nek. Viszont L elemeinek szdma q", f foka is
q", és egy test folotti polinomnak még multiplicitassal egyiitt sem lehet a fokszamandl tobb gyoke,
amibdl kapjuk, hogy L elemei és csak ezek lesznek f gyokei, és minden ilyen gyok egyszeres; még azt
kell figyelembe venni, hogy f fépolinom.

Ha u € K, akkor az el6bbi rész értelemszer(i alkalmazasaval u? = u, és mivel igy x? — x-nek
madr van q gyoke, és tobb nem lehet, ezért L mdas elemeire nem teljesiilhet az u? = u egyenldség.

J

3.21. Kiegészités
Legyen L a g-elemii K test n-edfokii bévitése. Ekkor £ felett f = x9" 1 — e = [[ye-(x — ),

ahol e a test egységeleme.
A

Bizonyitas:
Ez egyszerlien az ui"l=e egyenlség kovetkezménye.
U

Fontos észrevenni, hogy az f = x4 —x polinom K[x]-nek is eleme, vagyis £ a K -nak olyan
bovitése, amelyben a K feletti f-nek a fokszdmaval megegyez0 szamu gyoke van (ha f-nek lenne
tobbszoros gyoke, akkor ezt csak a multiplicitds figyelembevételével varhatnank el). A kovetkezd
részben megmutatjuk, hogy ilyen bdvités tetszéleges test feletti barmely nem nulla polinom esetén 1é-
tezik.

Egy kordbbi példdban adott volt a valds szdmok teste, amelynek részteste a raciondlis szamok

teste, és ez utobbibdl R-nek egy olyan 1j résztestét konstrudltuk, amely a Q bovitése, és amely tartal-
mazza \/2-t. Ezt 4ltaldnositjuk az alabbi definiciéban.
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3.22. Definicio

Ha M a K test bdvitése, A S M, és L az M legsziikebb olyan részteste, amely tartalmazza K-t
és A-t, akkor L a K A-val valé bévitése, jelben L = K (A). Ha A véges, és A = {uy, ..., Up_1}, akkor
K ({uy, ..., up_1}) helyett egyszertien K{uy, ..., u,_1 } irhat6. Amennyiben A egyelemii, akkor a bovités
egyszeri.

A

3.23. Tetel
Legyen A € M és M|K. K (A) 1étezik és egyértelmii, M'|K (A)|K és KU A S K(A), és van
M-nek olyan B részhalmaza, hogy M’ = K (B).
A

Bizonyitas:

Legyen L az M 0sszes olyan résztestének metszete, amelyek résztestként tartalmazzak K-t és
részhalmazként A-t. llyen résztest 1étezik, példdul maga M. Résztestek metszete is résztest: az additiv
csoportok metszete additiv csoport, a nulla azonos a résztestekben, és a nulla elhagyasa utani csopor-
tok valamennyien az M ™* részcsoportjai, igy ezek metszete is részcsoport. A disztributivitds a teljes
test barmely elemhdrmasdra teljesiil, igy érvényes lesz a metszet hdrom elemére is, tehdt a metszet va-
16ban résztest. Legyen ez a résztest £, akkor L-nek részteste K és részhalmaza A. Ugyanakkor minden
ilyen tulajdonsdgd L' bévitése L-nek, mert az L' tagja a metszetnek, és a metszet a metszetképzésben
szerepl6 valamennyi tag részhalmaza. Ez azt jelenti, hogy £ az M egyetlen olyan részteste, amely bo-
vitése K'-nak és tartalmazza A-t, valamint amelynek nincs mindezen tulajdonsdggal rendelkez6 valodi
részteste, tehdt a definicié alapjan £ = K (A).

MI|K(A)|K és KU A S K(A) a definici6 alapjan igaz. Végiil K (M) létezik, és ez nem lehet
mas, mint M, hiszen M S KUM S K(M) € M.

U

3.24. Kévetkezmény
Ha K és K, az L test résztestei, A; és A, pedig részhalmazai L-nek, és K; U A4 € K, U 45,
akkor JC; (A7) |1 (Aq).
A

Bizonyitas:

Ki €S K, UA; S K, UA, CKy(A,) és K test, igy K; < K,(A,). Hasonldan, a részhalmaz-
lanc elején K helyére A-t irva kapjuk, hogy A; € K, (A4,), és a definici6 alapjan a kettd egyiitt kiadja a
K, (A,)| K4 (Ay) relacidt.

U

Vezessiik be a kovetkezd jeloléseket: ha K egy L test részteste, amelynek A; és A, részhalma-
zai, akkor K (A1)(A,) jelentse azt a testet, amelyet tigy kapunk, hogy K-t eldszor A;-gyel, majd az
igy 1étrejott testet A,-vel bovitjilk, mig K (4,,4,) = K (4, U A,). Mivel K (A4,) is az L részteste, és
A, U A, az L részhalmaza, ezért mind K (A;)(A,), mind K (A; U A,) 1étezik, és részteste L-nek.

3.25. Tetel
Legyen L|K és A, A, az L részhalmazai. Ekkor K'(4,)(4,) = K (41,4;) = K (4,)(A1).

Bizonyitas:

KUA; € (KUA;))UA; S KU (AU A4y)igy K(Ay, A2)|H (A1) és K (A1)(A2) € K (A, 4y),
mert A, € KU (4; U A,) € K(A4;1,4;). Az ellenkezd irdnyd tartalmazds is igaz: K (A1) (4,) bovitése
H (Ap)-nek, ez pedig K -nak, igy a bovités tranzitivitisa kovetkeztében K (4;)(A4,)|XK, tovabba telje-
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siil, hogy Ay UA, S KU (A UA,) S (KUA;)UA, € K(A1) UA, € K(A;)(A,), igy valban igaz,
hogy K(A1,4,) € K(A;)(A4,). A mdsik egyenlGséget az A, és A, felcserélésével kapjuk.
N

3.26. Kbévetkezmeény
Ha £ és XK test, L|K,n € N, A ={ay, ..., ap—1} az L részhalmaza, és 7 a {0, ...,n — 1} halmaz
permutacidja, akkor K (4) = K (an(o)) (an(n_l)).
A

Bizonyitas:
Ez az dllitdis n = 0 és n = 1 esetén semmitmondd, n = 2-re az eldbbi tétel specidlis esete, mig
ha n > 2, akkor indukciéval kapjuk a bizonyitast.
O

A bovitésnek a bovitd elem alaptesthez vald viszonya alapjan két 1ényegesen eltérd tipusa van.

3.27. Definicio

Legyen L a K test bovitése, és u € L. u algebrai (elem) K folott, ha l1étezik olyan nem nulla
K[x]-beli polinom, amelynek u a gyoke, ellenkezd esetben u transzcendens (elem) K folott. (Az) £
(test) a K (test) algebrai bovitése, ha £ valamennyi eleme algebrai K folott, egyébként a bovités
transzcendens.

A

Legyen X test, és K (x) a K feletti raciondlis fiiggvények teste. Ha K elemeit és a konstans po-
linomokat azonosnak tekintjiik, akkor F (x) a K bovitése, és x € K(x). x transzcendens K f6lott, hi-

szen f(x) = f, és igy x csak a nullpolinomnak gyoke, ezért % (x) a K transzcendens bévitése.

A tovabbiakban csak algebrai bévitésekkel foglalkozunk.

3.28. Tétel

Legyen X, L és M harom test, M| L|K, és u € M. u algebrai M folott, és ha algebrai K folott,
akkor algebrai L folott is.
A

Bizonyitas:
x — u minden egyiitthat6ja M-beli, igy x — u € M[x], tovdbbd ez a polinom nem a nullpolinom,
és u gyoke, tehat u algebrai M folott.
Amennyiben u algebrai K f616tt, akkor van olyan K[x]-beli nem nulla f polinom, amelynek u
gyoke. De f egyben L[x]-nek is eleme, igy a definici6 szerint u algebrai L folott.
U

Egy elem algebrai vagy transzcendens volta fiigg attdl, hogy mely testre vonatkoztatjuk: ha £ a
K test transzcendens bovitése, akkor a definicid szerint van legaldbb egy olyan u eleme L-nek, amely
transzcendens K folott, viszont ez az u gyodke az L folotti x — u polinomnak, tehat L-re vonatkoztatva
madr algebrai. Az viszont igaz, hogy 1éteznek ,,abszoliit algebrai” elemek: egy test primtestének v ele-
me a primtestre vonatkoztatva algebrai, és az eredeti test barmely részteste a primtest bovitése. Ekkor
viszont az el6bbi tétel szerint v algebrai a bévebb résztest folott is.

Algebrai elemhez kapcsolddé fontos fogalom a minimalpolinom.
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3.29. Definicio

Legyen L a K test bovitése, és u az L-nek K felett algebrai eleme. Az mff() € K[x] f6polinom
az u K feletti minimal-polinomja, ha

1. u gyoke m,(lK)-nak, és

2. hau gyoke a 0 # g € K[x] polinomnak, akkor deg (m,(lK)) < deg(g).
A

Eziittal is felhivjuk arra a figyelmet, hogy a minimélpolinom adott testre vonatkozik: v2-nek
mint valés szdmnak a minimal-polinomja a racionalis szamok teste felett x2 — 2, hiszen elséfokd raci-

ondlis egyiitthatés polinomnak nem gydke, viszont R feletti minimal-polinomja x — v/2.

3.30. Tétel

Legyen £ a K test bovitése, és u az L-nek K felett algebrai eleme. u K feletti minimdl-

polinomja 1étezik és egyértelmii, a minimalpolinom felbonthatatlan K f6l6tt, és ha ez m,(lK), tovabba

f tetsz6leges K feletti polinom, tigy f (1) = 0 akkor és csak akkor, ha f oszthat6 mISK)—Val.
A

Bizonyitas:

u a feltétel szerint algebrai K felett, igy van olyan K[x]-beli nem nulla polinom, amelynek u a
gyoke, tehdt {deg(f)|0 # f € K[x] A fw = 0} N nem iires részhalmaza. Ilyen halmazban van legki-
sebb elem, és egy halmaz legkisebb eleme — ha 1étezik — egyértelmii, tovabba ha ez a legkisebb elem
n, akkor van olyan f polinom K[x]-ben, amelynek a foka éppen ez a minimdlis n, és amelynek gyoke
u. Legyen ¢ ennek az f-nek a féegyiitthat6ja, akkor ¢ € K*, és m = ¢~ 1f nyilvan olyan K[x]-beli f6-
polinom, amelynek a foka szintén n, és amelynek u gydke. Eddig azt lattuk be, hogy u-hoz létezik a
definicid feltételeit kielégitd polinom, vagyis u-nak létezik K folotti minimal-polinomja.

Legyen f € K[x]. Ha m|f, akkor f = gm egy K|[x]-beli g polinommal, és behelyettesitve u-t,
fw) = gw)m(u) = 0. Most legyen f(u) = 0. Test folstti polinomok gytiriije euklideszi, igy alkal-
mas h és r K feletti polinomokkal f = hm + r, ahol ha r nem nulla, akkor deg(r) < deg(m). Ismét
helyettesitve u-t 0 = f(u) = h(w)mu) + #(u) = #(u), ami csak dgy lehet, ha r a nullpolinom, hi-
szen ellenkez6 esetben u gyoke lenne egy m fokdnal alacsonyabb fokd K [x]-beli polinomnak, ami az
m valasztdsa folytan lehetetlen. Ez viszont azt jelenti, hogy m oszt6ja az f polinomnak.

Az elébbi oszthatdsdg alapjan belatjuk az egyértelmiiséget. Ha m' is K feletti minimal-poli-
nomja u-nak, akkor mind m m’-nek, mind forditva, m’ m-nek oszt6ja, vagyis m és m' asszocidltak,
ami csak dgy lehet, ha megegyeznek, hiszen mindkettd fépolinom.

Végiil szintén az oszthatésdgbdl kovetkezik a minimélpolinom felbonthatatlansaga. A definici6

alapjan ugyanis m,(lK) fépolinom, tehidt nem a nullpolinom, és van gyoke, igy nem lehet nem nulla

konstans polinom, vagyis nem lehet egység. Ha viszont mg() = gh, akkor 0 = §(u)h(u), ami csak

ugy lehet, ha u gyoke a g és h polinomok koziil legalabb az egyiknek, mondjuk g-nek. Ekkor m,(lK)

osztdja g-nek, és hasonldan, g osztdja ml(f()—nak, vagyis g és mISK) asszocidltak, tehdt azonos a fok-

szamuk, amib6l kovetkezik, hogy h nem nulla konstans polinom, vagyis egység K[x]-ben, tehdt a
minimalpolinom irreducibilis K folott.
N

3.31. Kiegészites

Legyen L a K test bovitése, és u az L-nek K felett algebrai eleme, tovabba mg() az u K feletti

minimal-polinomja. Ekkor
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1. deg (m,(lK)) > 1, és egyenldség akkor és csak akkor all, hau € K

2. ha f € K[x] X felett felbonthatatlan, és f(u) = 0, akkor f ~m,(lK), ahol ~ az asszocidltsagot
jeloli.
A

Bizonyitas:
1. Minimélpolinom felbonthatatlan, igy legalabb els6fokd. Masrészt u pontosan akkor gyoke a

XK feletti x — v polinomnak, ha v = u, vagyis ha u eleme K-nak.

2. A tétel alapjan m&m osztdja f-nek. De a feltétel szerint f felbonthatatlan, igy nincs mas osz-

tdja, mint az egységek, valamint az asszocidltjai. 1. alapjan viszont m,(lK) legalabb elséfokd, igy nem

egység.
J

3.32. Definicio
)

A XK felett algebrai u elem m;, ° minimdl-polinomjdnak foka, n, az u X feletti foka, és u n-
edfoki algebrai elem ¥ folott; jele degy (u).
A

A definici6 azt a tényt fejezi ki, hogy algebrai elem minimél-polinomjdnak foka bizonyos érte-
lemben azt méri, milyen messze van u a viszonyitésra kiszemelt K testtol.

3.33. Tétel

Véges bovités algebrai, és a bovités foka legalabb 1.

Bizonyitas:

Azt, hogy a bdvités foka legaldbb 1, mar kordbban bebizonyitottuk, ezért csak a masik allit4st
kell igazolni. Legyen L a K test bOvitése, és legyen a bovités foka n. Ha u az L tetszdleges eleme, ak-
kor u°, ...,u™ az L n + 1 darab (nem feltétleniil kiilonbozd) vektora, és igy linedrisan 6sszefiiggd vek-
torrendszer X folott, azaz cou® + - + ¢, u™ = 0 K-beli nem csupa 0 ¢y, ..., ¢,—; elemmel. Ekkor u
gyoke a K[x]-beli nem nulla f = cgx® + - + ¢,,_;x™ polinomnak, tehdt u algebrai K folott. Mivel u
az L barmely eleme lehet, ezért L minden eleme algebrai K felett, vagyis £ a K algebrai bovitése.

N

Az eddigiek sordn adott volt egy test, annak egy részteste, és ezt a résztestet bovitettiik a teljes
test valamely elemével. Ha a bOvités algebrai, akkor ez az elem gyoke a sziikebb test felett irreducibi-
lis valamely polinomnak. A kérdés az, hogy mi a helyzet, ha csupdn egy test és egy irreducibilis poli-
nom ismert, és olyan testet keresiink, amelyben mér van gyoke ennek a polinomnak. Eldtte beldtunk
harom gytlriielméleti tételt.

3.34. Tetel

Kommutativ egységelemes gylirli maximalis idedlja szerinti maradékosztaly-gylri test.

Bizonyitas:

Ha van maximadlis idedl, akkor a gytrtiben van legalabb két idedl, vagyis van valddi idedl, és va-
16di idedl szerinti maradékosztaly-gyliriinek van legalabb két eleme. Legyen M az R gylirli maximalis
idedlja. Ekkor M az R valddi részhalmaza, de M '-et barmely rajta kiviil 1évd gylirlielemmel a legszii-
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kebb idedlld bovitve a teljes gytirlit kapjuk. A maradékosztaly-gyliri nulleleme az idedl, és az egység-
eleme az R egységelemét tartalmaz6 osztdly. Legyen u a gyliri egy M-en kiviili eleme. Ekkor a mara-
dékosztaly-gytirtiben az u-val reprezentalt osztdly nem a nullelem. A legsziikebb idedl, amely tar-
talmazza mind u-t, mind M-et, a teljes gylrl, ezért a gylirli egységeleme, e is benne van ebben a bo-
vitésben. A bdvités elemei ru + m alakdak, ahol r az R és m az M tetszdleges eleme, igy e = vu + m
a gylirti egy alkalmas v elemével. Ekkor € = vu + m = e = ¥, ugyanis az m altal reprezentélt ma-
radékosztily a maradékosztily-gytirii nulleleme, és ez éppen azt jelenti, hogy ¥ az © inverze a mara-
dékosztaly-gylirliben. Mivel igy a maradékosztaly-gylirliben minden nem nulla elemnek van inverze,
és kommutativ gylirli maradékosztaly-gytiriije kommutativ, ezért a maradékosztaly-gytiri test.

U

3.35. Tetel
Euklideszi gytirti foidedlgytir.

Bizonyitas:

Legyen R euklideszi gytrt, és J az R legaldbb két elemet tartalmazé idedlja (a csak a
nullelemet tartalmazé idedl nyilvan f6ideal). Mivel az idedl tartalmaz nem nulla elemet, az idedlbeli
elemek euklideszi normdinak halmaza a nemnegativ egész szdmok halmazdnak nem {iires részhalmaza,
igy van benne egyértelmiien meghatarozott legkisebb elem, mondjuk s, és az idedlnak van s-normdju
eleme, példdul u. Ha most v az idedl egy tetszdleges eleme, akkor v-t maradékosan osztva u-val,
v = qu + r, ahol vagy r a gylrli nulleleme, vagy r normdja kisebb, mint u norméja. De ez utébbi nem
lehetséges, ugyanis u és v eleme az idedlnak, ekkor qu és r = v — qu is benne van az ideélban, és J-
ben minden nem nulla elem norméja legalabb akkora, mint u normdja, hiszen u egy minimalis norma-
ju eleme az idedlnak. Ebbdl kovetkezik, hogy r = 0, tehdt v = qu, vagyis az idedl minden eleme az u
tobbszorose, €s kommutativ egységelemes gyliriben — marpedig euklideszi gylirli ilyen — egy elem
tobbszorosei féidedlt alkotnak.

U

3.36. Tétel

Foidedlgylirti nem trividlis ideélja pontosan akkor maximadlis, ha generdld eleme irreducibilis.
A

Bizonyitas:

Legyen J; = (uq) és J, = (uy) az R f6idedlgytirti két idedlja. Ekkor I; € I, akkor és csak ak-
kor, ha u, osztéja u;-nek, I, = R akkor és csak akkor, ha u, = e (pontosabban szdlva, ha u, egység),
és J1 pontosan akkor maximadlis, ha I, # R, de minden olyan J idedlra, amellyel [; €S 1 S 1,,[ =1
vagy I = I,. Most legyen I legaldbb kételemi, ekkor u; # 0. Az el6bbiek szerint I; akkor és csak
akkor maximdlis, ha nincs mds osztéja, mint az egységek valamint a sajit asszocidltjai, vagyis akkor
és csak akkor, ha u; irreducibilis.

U

Az elébbi harom tételbdl kovetkezik, hogy euklideszi gylirti egy idedlja szerinti maradékosztaly-
gylrli akkor és csak akkor test, ha az idedl egy irreducibilis elem tobbszoroseinek halmaza. Ezt majd
felhasznaljuk a kdvetkezd tétel bizonyitdsaban.

3.37. Tetel

Legyen K test, és m a K felett felbonthatatlan polinom. Ekkor 1étezik K -nak olyan bovitése,
amelyben m-nek van gyoke.
A
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Bizonyitas:

a) Legyen (m) = {gm|g € K[x]}, ekkor (m) maximadlis idedl K [x]-ben és T = K[x]/(m)
test, hiszen test feletti egyhatdrozatland polinomgyfirii, tehat K [x] is, euklideszi gyfir(.

b) XK [x]-ben a konstans polinomok halmaza ¥ -val izomorf résztestet alkot, ezért K bedgyazha-
t6 K [x]-be, igy eleve azt tételezziik fel, hogy K [x]-ben a konstans polinomok maguk a megfeleld ¥ -
beli elemek, vagyis hogy K € K[x]. Ekkor az a ¢: K[x] = T leképezés, amelynél f képe az f dltal
reprezentdlt f maradékosztaly, a K-t is leképezi T egy részhalmazaba, K-ba. Legyen U = { f | feEK }
(vagyis a konstans polinomokkal reprezentdlt maradékosztidlyok halmaza). Konstans polinom képe
konstans polinom 4ltal reprezentdlt maradékosztély, igy K € U, masrészr8l U minden eleme egy K-
beli elem képe, vagyis K = U. Mivel m legaldbb els6foki, és két konstans polinom kiilonbsége is
konstans polinom, igy ez a kiilonbség csak akkor lehet oszthaté m-mel, ha 0-val egyenld (marmint a
kiilonbség), tehat kiilonboz6 K-beli elem képe kiilonbozd eleme K-nak, ¢ bijektiven képezi le K-t K-
ra. ¢ egyben miivelettart6 is, és konstans polinomok 6sszege valamint szorzata is konstans polinom,
igy @ izomorfizmust létesit K és K kozott, azaz K bedgyazhaté T-be: a konstans polinomok 4ltal rep-
rezentdlt maradékosztalyokat és csak azokat azonosithatjuk a megfeleld K-beli elemmel. Jeloljiik a 1ét-
rejott testet L-lel. Innen lathatd, hogy £ a K egy bovitése.

¢) m € K[x], és L a X bévitése, ezért m € L[x]. Ha m = Y1, a;x’, és figyelembe vessziik,
hogy K elemeit, tehit a polinom egyiitthat6it valamint a 0-t azonositottuk az altaluk mint konstans po-
linomok 4ltal reprezentdlt maradékosztalyokkal, akkor

és ez azt jelenti, hogy m-nek van L-ben gyoke, nevezetesen X.

3.38. Kiegészités
Ha m a X test folott irreducibilis n-edfoki polinom, és £ a K [x]/(m)-b6l K bedgyazasaval
kapott test, akkor £ = K (X), az L|K bovités foka n, és L egy K folotti bazisa {fk|n >k € N}
A

Bizonyitas:

A feltétel szerint L|F, masrészt X € L, igy mindenesetre K (X) S L. Legyen most f tetszéleges
polinom K folott. K test, ezért f egyértelmiien irhaté f = wm + r alakban, ahol §(r) < n. Innen az
osztalymiiveletek tulajdonsdgaival f =um +r =um+7 =7 = Y=g ¢;X', hiszen L-ben m =0,
r=Y"dcixt c; € K € K(X), X € K(%), igy f € K(X), amibdl kovetkezik az L € K (¥X) tartalmazds,
tehat [ = K ().

Mar lattuk, hogy L barmely eleme felirhaté az x legfeljebb n — 1-edfoki hatvanyainak K fe-
letti linedris kombindcidjaként, igy ezek a hatvanyok generdljdk L-et mint K feletti vektorteret. Ez az
n hatvény linedrisan fliggetlen is K folott: Y1l b;x' = 0 = m esetén m osztjaa g = Y=o bix* poli-
nomot, ami m irreducibilitdsa és a fokszdmok figyelembevételével csak Ugy lehetséges, ha g = 0,
vagyis ha g minden b;x! egyiitthatGja 0. Ebbl azt is megkaptuk, hogy a bévités foka n.

[

Tekintsiik a valés egyiitthatés x? + 1 polinomot. Ez felbonthatatlan a valés szdmok teste folott,
hiszen mésodfoki és nincs valds gyoke. Ha a valds szdmok testét az el6bbiekben lefrtak szerint kibo-
vitjiik, akkor egy olyan legsziikebb testet kapunk, amelyben mar van gydke a polinomnak. De ugyan-
ilyen tulajdonsdgu test a komplex szamok teste, amelyet a valds szdimok testébdl az i-vel vald bovités-
sel kapunk. Van-e valamilyen kapcsolat, és ha igen, akkor milyen a két test kozott? Es mi a helyzet
azzal a testtel, amely azokat és csak azokat a mdsodrendli valés madtrixokat tartalmazza, amelyek
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(_Z Z)—alakﬁak? Vagy példdul mi a kapcsolat azon testek kozott, amelyeket egy test folott irreduci-

bilis polinom kiilénb6z6 gyokeivel val6 bovitéssel kapunk (példdul az x3 — 2 polinomnak van valds
és van komplex gyoke)? Erezziik, de azért pontosan megmutatjuk, hogy algebrai szempontbdl a meg-
felelo testek 1ényegében véve azonosak, vagyis izomorfak. Ehhez egyéb tulajdonsagokat latunk be.

3.39. Tétel

Legyen R, és R, egységelemes kommutativ gyirii, ¢ az R;-nek R,-be val6 homomorfizmusa,
f=3",a;x' € Ry[x], és u az R, tetszSleges eleme. Ekkor a 1: Y1, a;x' = Y1 o(a;)ul szabily
R, [x]-nek R,-be val6 miivelettart6 leképezése.

A

Bizonyitas:

Az azonnal latszik, hogy ¢ az R;[x] minden eleméhez az R, egy és csak egy elemét rendeli, hi-
szen ¢ az R, barmely elemét az R, egy és csak egy elemére képezi le, és R, mint gylirii zart a szor-
zasra és 0sszeaddsra. Beldtjuk a miivelettartdst.

Legyen f és f®@ két polinom az R, gylird felett, és fU) = 3.7 " a(]) i ahol j € {1,2}, to-
) )

vabbd legyen n > max{n,,n,}. f () felirhaté Yitoa; x! alakban is az n; <i<mnia;’ =0 definici-
6val. Ekkor
n n
YO +fD)=y Z a(l)x‘ + Z @Dyi | = (Z al(l)xi + 2 a?”ﬂ)
i=0 i=0
n n
_ (z (algl) (2) ) z @ (a n a§2>)ui
i=0 i=0
n n
=Z(¢ (1) (1) ) Z(p (1) u +Z (2)
l i=0
ny na
= Z (1) u +Z (2) =y Zalmxi +y Zagz)xi
i=0 i=0 i=0

) 49 ),

tehat Y Osszeget Osszegbe képez, 1P Osszegtartd leképezés. A szorzatra vonatkozé allitdst hasonléan
egyszeriien igazolhatjuk:

ng n; ni+n; i
Y(FOF@) =y Zalg)xi zalgz)xz — Z Z 1(1) L(z)} X
i=0 i=0 i=0 \J=0
ni{+n, i ni{+n, i
_ Z 0 Zaju)ag)j ul = Z Z(p (a 1) (2)) ul
i:0 ]:O i1=0 :
nq n, nq
— Z o (algl))ui 2 (p( (z) =y ) a®x |y Z a@x
i=0 i=0 =0 i=0
=p(fOR(F®)
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3.40. Kévetkezmeény

Ha az R, és R, egységelemes kommutativ gyliriik izomorfak, akkor a két gytrti f6lotti poli-
nomgylirli is izomorf, az izomorfizmusndl egymdasnak megfeleltetett polinomok egyszerre nulldk illet-
ve nem nulldk, és az utébbi esetben a fokszdmuk azonos, igy az egyik polinom pontosan akkor egység,

felbonthatatlan vagy felbonthaté a megfeleld gytrii f616tt, amikor a masik hasonlé tulajdonsagu.
A

Bizonyitas:

Legyen a két polinomgy(iri R, [x,] és R,[x,], és ¢ a két eredeti gyﬁrﬁ kozotti izomorfizmus.
Az el6z6 tétel értelemszerti alkalmazasdval a yp(D: Yiso a(l)x{ N O(p( )xé szabaly homo-
morfizmus az 1-indexli polinomgyriirdl a mdsikba, és mivel ¢ izomorfizmus, tehit az inverze 1étezik

és szintén izomorfizmus, ezért az ellenkez6 irdnyd Y@ Yo a( )xi >y, ( (2 )) x! leképezés

€y

hasonléképpen homomorfizmus. Ha f W az R;[x;1]-beli, elébb mar latott Zl 04, x1 polinom, és

ugyanilyen médon megadva f® = ¥ a(z)xé € R,[x,], akkor

(p@yp@D) (D) = @ (lpcl)(fcl))) =@ yp® (2 at” l)

és teljesen hasonldan kapjuk, hogy (w(l)w(z))(f (2)) = f@, amibdl kovetkezik, hogy 1 V-nek (és
1@ -nek) van inverze, tehat bijektiv, ami a miivelettartissal egyiitt azt jelenti, hogy izomorfizmus.
Mivel izomorfizmusndl a nulldnak és csak a nulldnak a képe a kép nulleleme, ezért a nullpolino-
mok egymdsnak felelnek meg, és nem nulla polinom sem képe, sem 6se nem lehet a nullpolinomnak.
Maga @1is izomorfizmus, igy rd is vonatkozik, hogy pontosan a nullelemet képezi le a nulldba, amibdl
kovetkezik, hogy egy nem nulla polinom féegyiitthat6janak képe nem nulla, az ennél magasabb foku
tagok egyiitthatdja viszont a képpolinomban is nulla, azaz a két polinom fokszdma megegyezik. Innen
az is kovetkezik, hogy egységnek és csak egységnek a képe egység, és a szorzattartdssal egyiitt még
azt is megkapjuk, hogy egy polinom akkor és csak akkor felbonthatatlan az egyik polinomgytiriiben,
amikor a neki megfeleld polinom irreducibilis a mésik polinomgytiriiben. Ekkor viszont mér csak az a
lehet6ség marad, hogy a felbonthaté polinomok is egymas megfeleldi.
U

Az el6z8 eredmények birtokdban mar konnyen adddik a kdvetkezd eredmény.

3.41. Tetel

Legyen ¢ a K testnek K' testre valé izomorfizmusa, L|K', u € L algebrai X' f6lott az m' mi-
nimdl-polinommal, és m az m'-nek a ¢ izomorfizmus ¥ [x]-re torténé homomorf Kiterjesztésénél
K [x]-ben megfeleld polinom. Ekkor K [x]/(m) izomorf ' (u)-val.

A

Bizonyitas:
Legyen ¥ a ¢ azon homomorf kiterjesztése K [x]-re, amelynél x képe u. Hatdrozzuk meg a le-
képezés magjat. f € Ker(y) akkor és csak akkor, ha ZzO(p(ai)ui = 0', vagyis ha u gyoke a X' fo-

lotti ZIZ 0 @(a;)x! polinomnak, tehit ha ez a polinom oszthaté m’-vel. De K és X' izomorfizmusabol
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kovetkezik a megfeleld polinomgyliriik izomorfizmusa is, és ekkor az el6bbi oszthatésag pontosan ak-
kor teljesiil, ha m osztéja f-nek, vagyis Ker(iyp) = (m). Ebbél adédik, hogy Jm () = K[x]/(m),
ezért mar csak azt kell belétni, hogy Im(y)) = K'(u). Az rogton latszik, hogy Im() része K' (u)-nak:
a konstans polinomok képe éppen K', x képe u, és K'(u) test, tehét zart a szorzdsra (s igy a hatva-
nyozasra is), valamint az sszeaddsra. Viszont K [x] euklideszi gyiirli, m felbonthatatlan, ennélfogva
K [x]/(m) test, ekkor a vele izomorf Jm () egy olyan részteste L-nek, amely tartalmazza mind K'-t,
mind u-t, és mivel az ilyen tulajdonsagu testek kozott K'(u) a legsziikebb, ezért K'(u) € Im(3p) is
teljestil.

N

3.42. Kévetkezmény

Ha u a K test egy bovitésének K felett n-edfoki algebrai eleme, akkor a K (u)|K bovités foka

n, a bovitett testnek az eredeti test folotti egyik bazisa az u n-nél kisebb nemnegativ egész kitevokkel
vett hatvanyainak halmaza, és ha K g-elemti, akkor K(u) elemeinek szdma q™.

A

A fenti allitds szerint, ha egy olyan algebrai elemmel bdvitiink egy testet, amelynek a minimal-
polinomja n-edfokd, akkor a bdvitett test elemei az u legfeljebb n — 1-edfoku polinomjai. Két ilyen
elem Osszegét az egyiitthatok 0sszegzésével kapjuk, mig a szorzat a két polinom szorzatdnak a bovitd
elem minimal-polinomjaval valé osztdsi maradéka. Azt is érdemes észrevenni, hogy egy ilyen testben
nincsenek tortek, az osztds mindig elvégezhetd tgy, hogy a hanyados is a bovitd elem valamely poli-
nomjaval egyenld.

Bizonyitas:

Lattuk, hogy ha m a X felett irreducibilis n-edfokd polinom, és £ a K [x]/(m)-bél a K be-
dgyazdsaval kapott test, akkor £ a K n-edfoku bovitése. Amennyiben u K feletti minimal-polinomja
m, akkor L = K [x]/(m) = K (u), amibdl az is kovetkezik, hogy L és K (u) mint K feletti vektorte-
rek is izomorfak, és az izomorfizmusnal X képe u, amibdl kapjuk a bazisra és a bdvités fokdra vonat-
kozo éllitast. A véges testre vonatkozo kijelentés viszont az el6bbiek kozvetlen kovetkezménye, hiszen
q-elemii test n-edfokud bovitésében éppen q™ elem van.

U

Az eddigiekbdl kovetkezik, hogy tetszdleges test feletti barmely nem nulla polinomhoz lehet ta-
l4lni olyan testet, amely mar az adott polinom valamennyi gyokét tartalmazza.

3.43. Tetel

Ha X tetszbleges test, és f € K[x] n-edfokd, akkor van K -nak olyan M bévitése, hogy M f6-
Iott f = c]_[?z_ol(x — u;) alakd, ahol c € K*,ésn > i € N-reu € M.
A

A tétel mds fogalmazdsban azt 4llitja, hogy adott test f6l6tti bormely nem nulla polinomhoz meg
lehet adni a testnek olyan bodvitését, amelyben a polinomnak a fokszdmaval azonos szamu gyoke van,
persze az esetleges tObbszorosség figyelembevételével.

Bizonyitas:

f-nek van foka, tehat nem nulla. Ha n = 0, akkor f nemnulla konstans polinom, vagyis f = c a
K valamely ¢ elemével. Ez azonban felirhat6 f = ¢ [[%-4(x — u;) alakban, hiszen egy olyan szorzat
értéke, amelyben az index felsé hatdra eggyel kisebb, mint az alsé, a szokdsos konvencié értelmében
az egységelemmel, e-vel egyenld.

Tegyiik fel, hogy a tétel allitdsat mar beldttuk minden olyan esetre, amikor a polinom foka ki-
sebb, mint egy pozitiv egész n, és most adott az n-edfokd f polinom. f felbonthaté K felett irreduci-
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bilis polinomok szorzatara, igy felirhaté f = f (0 g™ alakban, ahol £ felbonthatatlan K felett. %-
nak van olyan £ bévitése, amelyben van fD-nek u gyoke. f € K[x]-bél és L|K, tehdt K S L-bél ko-
vetkezik, hogy f € L[x], és L felett f = (x —u)g® egy L[x]-beli g polinommal. De g® foka
n — 1, igy az indukcids feltevés értelmében van L-nek olyan M bdvitése, amely folott L*-beli c-vel és
M-beli uy, ..., up_1-gyel g@ = c [T%(x — u;). A bévités tranzitiv, tehdt M egyben K -nak is bovi-
tése, tovabbd az L-beli u egyben M-nek is eleme, igy az u, = u jeloléssel x — u, € M[x], amib6l kap-
juk, hogy f mint M feletti polinom c [T" 4 (x — u;)-vel egyenld. Ez mutatja azt is, hogy f-nek M-ben
n gyoke van. Végiil még azt kell belatni, hogy ¢ a K nemnulla eleme. Az, hogy nem nulla, igaz, hiszen
c € L*. De a szorzasok elvégzése utan latjuk, hogy c az f féegyiitthatdja, és f K[x]-beli, vagyis min-
den egyiitthatdja, de akkor a féegyiitthat6ja is K eleme.

U

3.44. Definicio

A K test feletti n-edfoku f polinom XK feletti felbontasi teste a K legsziikebb olyan bovitése,
amelyben f-nek — multiplicitdssal szimolva — n gyoke van.
A

A definici6 szerint f-nek van foka, tehat nem a nullpolinom.

3.45. Tetel

Tetszbleges K test feletti barmely nemnulla f polinomnak Iétezik felbontési teste. Ha f n-edfo-
ki, M a K olyan bdvitése, amelyben f-nek n gyoke van, és a polinom paronként kiilonb6z6 gyokei
Ug, -, Um—q akkor f K feletti — egyik — felbontasi teste K (ug, ..., Upm_1)-

A

Bizonyitas:

Olyan M test van, amelyben f-nek n gyoke van (multiplicitassal). Ha ezek a gyokok ismétlés
nélkiil uy, ..., Upy_1, akkor K (ug, ..., Upy,_1) mint M részteste tartalmazza f valamennyi gyokét. Ha
viszont T a K (uy, ..., Uym—1) valodi részteste, amely K bovitése, akkor T az uy, ..., Uy, elemek leg-
alabb egyikét nem tartalmazza. Ha T-ben is lenne f-nek — multiplicitassal szdimolva — n gyoke, akkor
lenne kozottiik legalabb egy olyan, amely kiilonbodzik valamennyi korabbi gyoktdl. Amennyiben ez a
gyok v, akkor f-nek L-ben gyoke uy, ..., u;y—1 és v, és multiplicitdsokkal egyiitt az u-val jelolt gyo-
kok szdma n, vagyis v-vel egyiitt f-nek n-nél tobb gyoke lenne, ami lehetetlen. igy K (u, ..., Upm—1)
az M legsziikebb olyan részteste, amely tartalmazza f minden gyokét, vagyis K (ug, ..., Upp—1) az f K
feletti felbontési teste.

U

Most hasonlé kérdéseket lehet feltenni, mint amilyenek az irreducibilis polinom gyokével vald
bdvitéssel kapcsolatban felmeriiltek, és a vdlaszok is hasonldak.

3.46. Tetel

Ha %; és K, izomorf testek a ¢ izomorfizmussal, 0 # f W e Kilx], f @ 4 @-nek a polinom-
gylirtire valo kiterjesztésénél f M _nek megfelelé polinom, és i € {1,2}-re £; az f ® K; feletti felbon-
tasi teste, akkor £; = L.

A

Bizonyitas:

Ha f ™ konstans, akkor f @ s az, a felbontési test maga az eredeti test, és ezek a feltétel szerint
izomorfak. Tegyiik fel, hogy ha f(® legfeljebb n-edfokd, akkor igaz az éllitds, és f P n + 1-edfoki
polinom. Legyenek f @ gyokei a felbontasi testben ug, U, ..., Uy_1, tovabba g(l) az f @ olyan, K
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felett felbonthatatlan tényezdje, amelynek gyoke ug, és g(z) a g(l)—nek ¥, [x]-ben megfeleld polinom.
Ekkor g® is irreducibilis %, folott, és ha £ L,-beli gydkei vg, vy, ..., V1, akkor van ezek kozott
olyan, amely g(z)—nek a gyoke; nyilvan eleve indexelhetiink ugy, hogy ez a gyok vy legyen. Az el6z6
tétel szerint Iy (ug) = Ky (vy), és L; = Ki(ug, uyq, o, Up_1) = Ki(uy) Uy, ..., uy_1) a 3.25. Tétel
szerint, és ugyanez igaz a 2-indexu testekre a v gyokokkel. Innen viszont az indukci6s feltevés alapjan
valéban teljesiil a felbontdsi testek izomorfizmusa.

N

A 3.20. Tétel szerint (14sd a 48. oldalon) ha a g-elemii K testnek van n-edfokd bdvitése, L, ak-
kor ez nem lehet mds, mint a X feletti x4 — x polinom K feletti felbontasi teste, ugyanakkor az
elébbiek alapjan x9" — x-nek tetszOleges test felett 1étezik a felbontasi teste. A tételt tigy interpretdl-
hatjuk, hogy amennyiben van q™-elemii test, akkor egy ilyen test valamennyi eleme gyoke kell, hogy
legyen az x4 —x polinomnak. Mdsrészt, ha a? = a nem is teljesiil az L valamennyi elemére, ameny-
nyiben n > 1, és igy az a — af szabdly csupdn L egy részén, nevezetesen a K elemein az identikus le-
képezés, azért ennek a leképezésnek igen fontos tulajdonsdgai, és ezért jelentds szerepe van a véges
testek esetén.

3.47. Tetel

Ha az R kommutativ gy{irith6z van olyan p primszdm, hogy R minden r elemére pr = 0, akkor

n 7z ” 7. 7z . . e
a @p:a v~ aP’ szabdly tetsz6leges nemnegativ egész n-nel R-nek endomorfizmusa, azaz dnmagdba
valé homomorfizmusa. Amennyiben R nullosztomentes, akkor a leképezés injektiv; ha ezen kiviil még

® R test, akkor ¢, testhomomorfizmus,
e illetve ha R véges, akkor ¢,, automorfizmus (azaz dnmagéra valé izomorfizmus).
A

Legaldbb két elembdl 4ll6 nullosztomentes gytirtire a tétel elején allo kikotés egyszertien azt je-
lenti, hogy a gytirti karakterisztikdja p.

Bizonyitas:

po(r) = P’ =71, igy ha n = 0, akkor ¢,, az R énmagéra val6 identikus leképezése, és nyilvan
igaz valamennyi 4llit4s.

Most legyen n = 1, ekkor ¢4(r) = P =P A megadott szabédly a gyliri minden eleméhez
hozzirendel egy és csak egy R-beli elemet, igy ¢, egy R — R leképezés. Mivel a gylirli kommutativ,
ezért tetszOleges r és s gylrlielemekre @4 (rs) = (rs)P = rPsP = @,(r)p,(s), tehdt ¢, szorzattarto.
Az Osszegtartds bizonyitdsdhoz felhasznaljuk a kommutativ gyiiriben érvényes Newton-féle binomia-
lis tételt:

14 p—1
P\ . .p—k .k P\ . .p-k k
P — p — 1P 4GP P
(r+s) —Z(k)r st =rP +sP + (k)r s*,
k=0 k=1
Mivel (P) = —2- cgész szam, ezért k! (p —k)! osztjap! = p(p — D!-t. 1 < k < p — 1-b6l k! va-
k) = a@-r & L

lamennyi j tényezdjére is igaz, hogy 1 < k < p — 1, igy p nem osztdja k! egyetlen tényezdjének sem.
p primszam, igy relativ prim minden tényezohoz, és akkor a szorzatukhoz, k!-hozis. 1 <k <p —1-
bol 1 < p —k < p — 1, ezért az eldbbihez hasonldan p relativ prim (p — k)!-hoz is. Ekkor k! (p — k)!
relativ prim p-hez, viszont osztéja p(p — 1)!-nak, amibdl kovetkezik, hogy osztéja (p — 1)!-nak, és

figy,hal < k < p — 1, akkor (i) = puy egy uy egész szdmmal. Ekkor
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p—-1

p—-1 p—-1 p—-1
2 (z) rPkgk = Z(puk)rp‘ksk = Z p(ur?~*s*) =p Z w,rPksk =0,
k=1 k=1 k=1

k=1

hiszen u, P~ *s* a gyiirii eleme, tehat
P1(r+s) =T +)P =17 +5P = ¢1(r) + ¢1(5),

vagyis a ¢4 leképezés Gsszegtartd. Gylirli az 6sszeadasra csoport, igy ¢ tobbek kozott az R additiv
csoportjdnak R-be vald félcsoport-homomorfizmusa. A csoportok homomorfizmuséndl azonban kide-
riilt, hogy ekkor a képhalmaz csoport, és a szorzattart leképezés egységelemet egységelembe, elem
inverzét a kép inverzébe visz, tehit ¢, egyben csoport-homomorfizmus is, ezért a szorzattartissal
egyiitt kapjuk, hogy ¢, az R-nek 6nmagéba valé gylirli-homomorfizmusa.

rP = sP csak akkor teljesiilhet, ha 0 = r? — sP = (r — s)P. Ha R nullosztémentes, akkor ez
csak r — s = 0, azaz r = s esetén lehetséges, ami azt jelenti, hogy ebben az esetben ¢ injektiv.

Ha R test, akkor egyben nullosztémentes is, és ekkor 0 = ¢4 (r) = rP akkor és csak akkor le-
het, ha r = 0. Ennek alapjdn ¢, a szorzdsra nézve egyben (R*;-)-nak is homomorf leképezése (R*;-)-
ba, ezért Im(¢p;) \ {0} csoport a szorzdssal, Jm(¢p,) test, és ¢, az R-nek R-be valé test-homo-
morfizmusa.

A véges esetre vonatkoz6 dllitds annak egyszerti kovetkezménye, hogy véges halmaz 6nmagaba
val6 injektiv leképezése sziirjektiv.

Most tegyiik fel, hogy n € N esetén teljesiilnek a tételbeli 4llitdsok, és nézzik a @, 1:7 =
P leképezést. Minden R-beli r-re

n+1 n n\P

Pnir () =177 =17 = (rP7)" = 0 = 91 (9n (1) = (P10) (7).

@1 és @, egyarant R-et R-be képezi és miivelettart6. Ekkor a szorzatuk is hasonlé tulajdonsigu, és
ugyanez igaz az injektivitasra is, igy ¢,1-re is teljesiilnek a tételben megfogalmazott allitasok.

U

Fontos megjegyezni, hogy a tételben megadott homomorfizmus csak egyetlen primmel, nullosz-
témentes gylrt, és igy test esetén csupan a test karakterisztikajaval teljesiil, vagyis csak ezzel a prim-
mel igaz, hogy a p™-kitevés hatvanyozds dsszegtarto.

3.48. Kiegeészites

Ha £ a g-elemt K test tetszéleges bovitése, akkor az u — ud" szabdly, ahol n nemnegativ
egész, L automorfizmusa.
A

Bizonyitas:
Ha a K, tehét egyben az L test karakterisztikdja p, akkor ¢ = p™ és q™ = (p™)"™ = p™" = p?®,
ahol mind m, mind s nemnegativ egész.
U

Most mér rendelkezésiinkre dllnak azok az eszk6zok, amelyekkel igazolhatjuk minden p prim-
szamra és n € N-re p"-elemii test 1étezését.

3.49. Tetel

Legyen n pozitiv egész szam. Ha van g-elemt test, akkor van q™-elemti test is.
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Bizonyitas:

Legyen X egy g-clemi test és f = x9" — x € K[x]. Tudjuk, hogy van K-nak olyan M bévité-
se, amely fol6tt f elséfokd polinomok szorzata, vagyis M folott az f = x9" —x = ?:0_ "o —ay)
M-beli a; elemekkel. f derivaltja q"an_l — e = —e (mert a polinomgytirti karakterisztikdja azonos a

test karakterisztikdjdval, és g a test karakterisztikdjanak pozitiv egész kitevds hatvanya, tehat oszthaté
a karakterisztikdval), és ennek a polinomnak nincs gyoke, igy f valamennyi gyoke egyszeres. Jeloljiik
a gyokok halmazat L-lel, akkor tehét L elemeinek szdma pontosan q", és L S M.

Megmutatjuk, hogy L mar testet alkot az M -beli miiveletekkel. g™ > q = 2, ezért L-nek leg-
aldbb két eleme van. g a K test elemszdma, ezért g a p prim egy hatvidnya, ahol p a K és ezzel egyiitt
az M test karakterisztikdja, és igy ugyanezen p hatvanya lesz q" is, ebb6l kovetkezden r r?" auto-
morfizmus M-en. Ha u és v eleme L-nek, akkor gyoke f-nek, tehat ul" —u =0, vagyis ud" = u, és
hasonléan, v9" = v. Ezt alkalmazva kapjuk, hogy (u —v)9" = u?" —v9" =u —v és v # 0 esetén

1 eleme L-nek, £ zart a kivondsra és a

-1
_ n n n —_ . . _
(w7 =u? (v?") * =uv~!, azaz mind u — v, mind uv
nem nulla elemmel val6 osztasra, és igy test.

[

A fenti eredmény alapjan mar meg tudjuk valaszolni a kordbban feltett kérdést.

3.50. Tétel

Minden p primszdmhoz és n pozitiv egészhez 1étezik p™-elemi véges test, ez a test izomorfiz-
mustdl eltekintve egyértelmtien meghatarozott, €s nincs mas véges test.
A

Bizonyitas:

1. Azt mér a 3.19. Kovetkezményben beldttuk, hogy egy véges test elemszama csak primhat-
véany lehet.

2. Az el6z8 tételben bebizonyitottuk, hogy ha van g-elemii véges test, akkor barmely n € N*-
ra van q"-elemii test. De minden p primszdmra Z, test, tehdt tetszéleges p primszdm esetén van p-
elemi test, és akkor az elébbiek szerint minden p primszdmhoz és n természetes szdmhoz van p"-
elemd test.

3. Legyen L, és L, azonos elemszdmu véges test. A kdzos elemszdm egy prim pozitiv egész
kitevés hatvdnya, mondjuk p™. Ekkor mindkét test primteste Z,-vel izomorf, tehdt ha a két primtest
Ky és K,, akkor K; = K,. De L, a K; feletti f; = e xP" —eyx, L, a K, feletti f= e,xP" — eyx
polinom felbontési teste, ahol e; és e, az azonos indexii test egységeleme, és a két primtest kdzotti
izomorfizmusnak a polinomgyurlire vald kiterjesztésénél f; és f, egymdsnak megfeleltetett polino-
mok, hiszen nullelem képe nullelem és egységelem képe egységelem a milvelettartd leképezésnél, igy
a 3.46. Tétel szerint L, és L, izomorf.

J

3.51. Jelbles

Az izomorfizmustdl eltekintve egyértelmil g-elemi test jele IFy,.
A

g-elemii test mdsik szokdsos jelolése GF(q). GF a Galois Field, azaz Galois-test roviditése a
francia matematikus Evariste Galois (kiejtésben Evariszt Galod) tiszteletére. Mi a tovdbbiakban a ro-

videbb [y jelolést alkalmazzuk.

Véges testeknél nem csupdn az elemek szdma erdsen korlatozott, de a multiplikativ csoport
szerkezete is a lehetd legegyszeribb. Ennél tobbet bizonyitunk, aminek egyrészt késébb hasznat lat-
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juk, masrészt az dltaldnosabb megfogalmazis ellenére a bizonyitds azonos. A kérdésre részletesebben
egy késobbi fejezetben ismét visszatériink.

3.52. Tetel

Legyen K test, n a K karakterisztikdjaval nem oszthaté pozitiv egész és L a K feletti x™ — e
polinom felbontdsi teste. Ekkor a polinom gyokeinek halmaza (L*;-) n-edrendi ciklikus részcsoportja.
A

Bizonyitas:

a) Legyen a gyokok halmaza T,ésu € T, v € T, vagyis u™ = e és v™ = e. Ekkor v # 0, v-nek
van inverze, és (uv )" = ut(w") 1 =ee ! = e, igy uv! €T, és mivel e" = e, vagyis e € T, te-
hat T nem iires, T a szorzassal csoport. Ha n = 1, akkor egyetlen gyok van; legyen most n > 1.
x™ — e derivéltja nx™"1, és mivel n nem oszthat6 a karakterisztikdval, ezért a derivalt egyetlen gyoke
0, ami viszont nem gyoke az eredeti polinomnak, igy minden gydk egyszeres, ennek alapjan a gyokok,
vagyis T elemeinek szdma pontosan n, T = (T;-) n-edrendii csoport. Véges csoportban minden elem
rendje osztdja a csoport rendjének, tehdt valamennyi T-beli elem rendje osztéja n-nek, ami azt is jelen-
ti, hogy egyetlen elem rendje sem haladhatja meg a pozitiv n-et . A ciklikussdghoz azt kell belétni,
hogy van T-ben olyan elem, amelynek a rendje n.

b) Elsoként bebizonyitjuk, hogy ha egy G kommutativ csoport g és h elemének rendje, m és n,
véges €s relativ prim, akkor gh rendje mn.

(gh)™ = (g™)"(h")™ = ee = e, tehdt gh rendje véges, és osztdja mn-nek. Legyen t ez a
rend. Ekkor (gh)! = e, és minden olyan s egész, amellyel (gh)S = e, oszthat6 t-vel. Most irhatjuk,
hogy e = e™ = (gh)™ = (g™)*h™ = h™. Ez csak gy lehetséges, ha n|mt, ami viszont pontosan
akkor teljesiil, ha n|t, mert m és n relativ prim. Hasonl6an kapjuk, hogy m|t, igy t oszthaté m és n
legkisebb kozos tobbszordsével, ami ismét (m,n) = 1 kovetkeztében mn, vagyis mn|t. Ugyanakkor
lattuk, hogy t|mn, és mivel t és mn egyardnt pozitiv egész szdm, ezért a kolcsonos oszthatésag
egyenlOséget jelent, t = mn.

¢) Masodikként igazoljuk, hogy ha a G kommutativ csoportban az elemek rendjének halmaza
feliilrdl korlatos, akkor valamennyi rend osztdja a rendek maximumanak. El6szor is a korlatossag ko-
vetkeztében minden rend véges, ekkor a rendek halmaza a természetes szdmok halmazidnak nem iires
véges részhalmaza, igy van benne legnagyobb elem, amely egyértelmii, és van G-ben olyan elem,
amelynek a rendje éppen ez a maximum. Legyen m a legnagyobb rend, és g egy G-beli m-edrendii
elem. Tegyiik fel, hogy nem igaz az allitds. Ekkor van olyan n-edrendli h elem G-ben, hogy n nem
osztdja m-nek. Ez csak dgy lehet, ha van n-nek olyan p primosztdja, amely magasabb hatvdnyon sze-
repel n felirdsaban, mint az m felbontdsdban (esetleg m nem is oszthat6 ezzel a p-vel, ekkor p a 0 ki-

tevével szerepel m-ben). Ha pt a p maximalis hatvdnya, amellyel m oszthatd, akkor z% mar nem 0SZt-
hat6 p-vel, és a feltevésiink szerint p**1 osztéja n-nek. Nézziik a szintén G-beli g; = gpt valamint
h, = hl’t% elemeket. Konnyen l4that6, hogy az el6bbi rendje z%’ az utébbié pedig pt*1. Ez a két rend
relativ prim, ezért g, h, rendje I%pt“ = pm. De p primszdm, igy nagyobb, mint 1, tehidt pm > m, és

g1hq is G eleme, ami lehetetlen, hiszen G-ben az elemek rendjeinek maximuma m. Az elébbi ellent-
mondds igazolja az allit4st, tehat n osztéja m-nek.

d) Most mar konnyti az 4llitast bizonyitani. Ha T'-ben a maximadlis rend m, akkor valamennyi
T-beli u-ra u™ = e, azaz minden elem gyoke a K feletti x™ — e polinomnak, ezért a gyokok szdma
legaldbb n. De test feletti polinom gyokeinek szdma nem haladja meg a polinom fokdt, ahonnan
n < m. Ugyanakkor kordbban lattuk, hogy barmely elem rendje legfeljebb n, vagyis m < n, és a ren-
dezés antiszimmetridja kovetkeztében m = n.

N
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3.53. Kbévetkezmeény

Véges test multiplikativ csoportja ciklikus.

Bizonyitas:

Ha |K| = q, akkor q a test p karakterisztikdjanak pozitiv egész kitevés hatvanya, igy p|q, de
akkor p nem osztéja q — 1-nek, tehat relativ prim hozz4, hiszen a karakterisztika primszdm, masrészt
K* elemei a K feletti x9~1 — e polinom gyokei, mert K* a szorzdssal egy q — 1-elemii csoport.

U

3.54. Definicio

Az x™ — e € K[x] polinom gyoke (K feletti) n-edik egységgyok, és ha a gyok n-edrendii, ak-
kor a neve (X feletti) primitiv n-edik egységgyok. Ha K véges test, akkor KX* = (K*;-) (mint a szor-
zéasra nézve ciklikus csoport) barmely generatoreleme primitiv elem X -ban.

A

Mivel véges test multiplikativ csoportja ciklikus, ezért, ha rogzitjiik a csoport generdtorelemét,
akkor a csoport minden eleme egyértelmiien megadhat6 a generdtorelem megfeleld kitevjével.

3.55. Definicio
Legyen g a g-elemii K test primitiv eleme, és a K* u elemére u = g%, ahol ¢ — 1 > i € N. Ek-
kor i az u (g-re vonatkozé vagy g-alapu) indexe vagy diszkrét logaritmusa, amit indgu jeldl.
A

3.56. Tetel
Ha g az F, primitiv eleme, akkor indg (uv) = (indgu + indgv) mod(q — 1) az F; minden u
és v elemére.
A

Bizonyitas:

Legyen u = g%, v = g/, ahol q—1>i€Né q—1>j€N. uéswv,de akkor uv is [ ele-
me, tehat uv = g* egy ¢ — 1 > k € N kitevSvel. Ekkor gk = gig/ = g'*/, ésigy k=i +j (g —1).
De a jobb oldalon u és v indexének 0sszege, a bal oldalon pedig uv indexe 4ll, igy igaz az allités.

U
3.57. Kévetkezmény
Legyen g az IF; primitiv eleme, e az egységelem, u € [Fy. Ekkor
a) indgu=0<:)u=e;
b) u # e esetén indgu™" = (¢ — 1) — indgu;
¢) barmely n € N-re indju" = (n . indgu) mod(q — 1).
A

Bizonyitas:
a) Ha indju = 0, akkor u = g° = e. Forditva, ha u = e(# 0), akkor g¥ =u = e = ¢°, azaz
k=0(q—1).Deq— 1>k €N,igy a kongruencia csak k = 0 esetén teljesiilhet, tehdt indju = 0.
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b) A szorzat logaritmusdval ¢ —1 = 0 = indge = ind,;(uu™") = (indyu + indju™?) (g — 1),
és ezzel indju™! = ((q -1) - indgu) (q — 1). u # e kovetkeztében ¢ — 1 > indju € N¥, és ezzel
q—1>(q—1)—indju € N* , tovibbd g — 1 > indju™! € N az index definici6ja alapjan teljesiil,
igy az eldbbi kongruencia ekvivalens az indgu_1 = (q — 1) — indgu egyenldséggel.

¢) Ezn = 0-raigaz, és han € N-re teljesiil a kongruencia, akkor
n+1

indgu = indy(u"uw) = indgu™ + indgyu

=n-indgu +indgu = (n + 1) - indyu (q — 1),

és q — 1> indyu™*! € N, igy indgu™*! = (n + 1) - indyu (g — 1.
U

A diszkrét logaritmus elnevezést az indokolja, hogy a diszkrét logaritmus csak véges sok kiilon-
boz0 értéket vehet fel, masrészt a fentiek szerint hasonld tulajdonsdgu a szokdsos logaritmushoz.

A diszkrét logaritmus nagyban egyszeriisiti a szorzést egy véges testben. Véges testbeli miivele-
teket elvégezhetjiik tgy, hogy egyszer és mindenkorra meghatarozzuk az dsszeadod- €s a szorzd tab-
lat, &m ehhez g%-elemii tdbldzatokat kell térolnunk, ha a test elemeinek szdma q. A diszkrét logarit-
mus alkalmazdsdval azonban a szorzé tébla helyett elegendd az egyes elemek logaritmusat tarolni, hi-
szen a szorzat logaritmusa — ha egyik tényez6 sem nulla — a logaritmusok modulo q dsszege. Ha a lo-
garitmustablat magukkal az elemekkel indexeljiik, akkor ez csupdn egy g — 1-méretli tablat jelent. A
gyors eredmény elérése érdekében célszerii lehet a log-tabla mellett az tigynevezett antilog-tabla ta-
roldsa is, ami nem mads, mint az inverz log-tabla, vagyis ahol a logaritmushoz adjuk meg a megfeleld
elemet (a kitevéhoz a hatvanyt). Most egy iigyes fogassal az 0sszeadd tablat is helyettesithetjiik egy
q — 1-méretii tdblaval. Legyen a és b a g-elem test két eleme, és legyen z a test egy primitiv eleme.
Ha a = 0, akkor a + b = b, kiilonben a + b = a(e + a~1b) = ac, ahol ¢ = e + a~1h. Amennyiben
¢ # 0, vagyis ha b # —a, akkor 1étezik mind a-nak, mind c-nek a z-alapu diszkrét logaritmusa, és ek-
kor a + b logaritmusa az aés a ¢ logaritmusanak 0sszege, figyelembe véve a maradékképzést, vagyis
ekkor az Osszeaddst visszavezettiik a szorzdsra. Legyen tehat r # —e-re Z(r) = log,(e + r). Ezzel

log,(a + b) = log,(a(e + a™*b)) = (log,(a) + log,(e + a~'bh)) mod (g — 1)
= (log,(a) + Z(a™'b)) mod (q — 1),

és Z egy q — 1 elembdl 4ll6 tablazat. Z(c) a ¢ Zech-logaritmusa vagy Jacobi-logaritmusa. b = 0
esetén a + b = a, nincs mit szimolnunk. Ha viszont b # 0, akkor a~1b sem nulla, létezik a diszkrét
logaritmusa, és log,(a~'bh) = (log,(b) — log,(a)) mod (q — 1) meghatirozhaté a log-tdblaval. Mi-
vel a + b meghatdrozdsdhoz sziikségiink van a™1b ismeretére, ezt viszont a log-tdblaval szamitjuk,
ezért célszerll, ha nem az egyes elemekhez tartozé Zech-logaritmust, hanem a logaritmusukhoz tartoz6
értéket adjuk meg. Legyen tehat 0 # ¢ # —e-re Z'(log,(c)) = Z(c). Ezzel a tablazattal

log,(a + b) = log,(a(e + a™'b)) = (log,(a) + log,(e + a~*b)) mod (g — 1)
= (log,(a) + Z(a™'b)) mod (q — 1)

= (logz(a) + Z’((logz(b) —log,(a)) mod (q — 1))) mod (q — 1),

vagyis a log-tdbldval, az antilog-tdblaval és a Z' tdbldzatdval, harom q — 1-méreti tablaval a g-elemi
testben barmely miiveletet gyorsan el tudunk végezni (figyelembe véve a 0 és 0sszeaddsndl — e specid-
lis helyzetét). Nagyméretii test, azaz nagy q esetén ez jelentés mértékii tarigény-csokkenést jelent.

Korébban lattuk, hogy ha egy g-elemii K test f6lott van n-edfoku irreducibilis polinom, akkor

K -nak egy n-edfoki bovitése K (u), ahol u a polinom gyoke. Ez forditva is igaz abban az értelemben,
hogy a K minden olyan bdvitése, ahol a bovitett test is véges, K (u)-alaki egy alkalmas u elemmel.
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3.58. Tétel

Véges test barmely résztestének egyszerii algebrai bdvitése.

Bizonyitas:

Legyen az L véges test a K test bOvitése. Azt mar tudjuk, hogy véges test a résztestének véges
bovitése, és véges bdvités algebrai (1asd a 3.17. és 3.33. Tételeket), igy csak azt kell belatni, hogy a
bovités egyszeril, vagyis van L-nek olyan u eleme, hogy £ = K (u).

Legyen u az L egyik primitiv eleme. Az eleve teljesiil, hogy K(u) S L. Ugyanakkor K (u) tar-
talmazza a K nullelemét, ami viszont egybeesik az L-beli zérussal, tovdbba tartalmazza u-val egyiitt u
valamennyi nemnegativ egész kitevOs hatvanyat, de akkor L* és a nulldval egyiitt L valamennyi ele-
mét, kovetkezésképpen L S K (u). A kétiranyu tartalmazas alapjan viszont £ = K (u).

N

3.59. Kévetkezmeény

Béarmely véges K test felett tetsz6leges n € N*-ra létezik n-edfokd, a K folott irreducibilis po-
linom, ezért minden véges test megkaphatd valamely p-elemt test egyszerii algebrai bdvitéseként.
A

Bizonyitas:

Legyen £ a K véges test n-edfokd bovitése és L = K (u). k-adfoki irreducibilis polinom gyo-
kével bovitve a bovités foka k, ezért az a K felett felbonthatatlan g polinom, amelynek u a gyoke,
pontosan n-edfoku. Barmely véges testnek minden n természetes szdmra van n-edfoku bovitése, ezért
igaz az els@ megéllapitas; a masodik viszont azért, mert minden véges test egy p-elemil test bovitése.

U

3.60. Megjegyzés

Azt lattuk, hogy ha £ a g-elemii K test n-edfoku bdvitése, akkor barmely primitiv eleme egy K
folotti n-edfoku irreducibilis polinom gyoke, és ezzel bévitve K-t egy q™-elemil testet kapunk. Az vi-
szont egyéltaldn nem igaz, hogy barmely K felett n-edfoku irreducibilis polinom valamely gyokével
bévitve K-t, a kapott q"-elemii testben ez a gyok primitiv elem lesz. Példdul m = x2 + 1 € Z3[x]
irreducibilis Zz folott, hiszen mint masodfokd polinom, ha felbonthat6, akkor a tényezdk els6fokiiak
lennének, azaz m-nek lenne gyoke Zs-ban, ugyanakkor m-be Z; elemeit, 0-t, 1-et és 2-t helyettesitve
rendre 1-et, 2-t és ismét 2-t kapunk. Ha ennek a polinomnak u a gyoke a bévitett testben, akkor Z (w)
a Z; masodfoki bdvitése, vagyis egy 9-elemi test, amelynek multiplikativ csoportjdban barmely pri-
mitiv elem rendje nyolc. De u? + 1 =0, innen u? = —1 = 2, igy u* =22 =1, u negyedrendii a
mondott multiplikativ csoportban, tehit u nem primitiv elem.

A

Az elébbi tételnek egy fontos kovetkezménye, hogy barmely p™-elemil testet megkapunk, ha a
modulo p maradékosztalyok gytir{ijét a Z,, feletti legaldbb egy n-edfoku felbonthatatlan polinom bér-
melyikének tetszoleges gyokével bovitjiik.

Végezetiil egy, a tovabbiakban tobbszor hasznélt fogalmat definidlunk.

3.61. Definicio

Ha £ a K test bovitése, akkor az L egy K feletti relativ automorfizmusa az £L-nek 6nmagara
valé olyan izomorfizmusa, amely K elemeit helyben hagyja.
A
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Vissza a tartalomhoz

4. Véges test feletti polinomok

Azok az Osszefiiggések, amelyek éltaldban egy test feletti polinomra vonatkoznak, természete-
sen most is érvényben vannak, igy ebben a fejezetben féleg olyan tulajdonsdgokat vizsgilunk, ame-
lyek specifikusak a véges test feletti polinomokra.

4.1. Tetel

Ha K egy g-elemii véges test, akkor tetszOleges ¢: K — K leképezéshez van olyan egyértelmii-
en meghatarozott, azonosan nulla vagy legfeljebb q — 1-edfokd K feletti f polinom, hogy a K minden
u elemére @(u) = f(u). Ez az f polinom megadhaté az f = Yuex(p@)(e — (x —u)?™1)) alakban,
tovabba ha g € K[x]-re is igaz, hogy § = ¢, akkor g = f + t - (x? — x) valamilyen t € K[x] poli-
nommal.

A

Bizonyitas:

Nézziik a felirt polinomot. Az 6sszeg minden tagja — egymast6l fiiggetleniil — nulla vagy ponto-
san q — 1-edfoki, igy az Osszegiik vagy a nullpolinom, vagy legfeljebb q — 1-edfokd. Legyen b a K
tetszéleges eleme. x helyére b-t frva, u # b esetén (b — u)?4~1 = e, és minden ilyen tag nulla lesz az
osszegben. Ha viszont u = b, akkor a megfeleld tag (b)), tehét f (b) = @(b) a test minden elemére.

Ha h egy masik olyan K feletti polinom, amely vagy 0, vagy a foka legfeljebb g — 1, és K min-
den u elemére h(u) = ¢(u), akkor a t = f — h polinomhoz tartozé £ leképezés K valamennyi elemét
a 0-ba viszi, vagyis a kiillonbség-polinomnak K minden eleme gyodke, ami azt jelenti, hogy van q kii-
16nb6z8 gyok. Viszont polinomok kiilonbsége vagy a nullpolinom, vagy a fokszdm nem nagyobb a
fokszdmmal rendelkez6 tagok fokainak maximumandl, {gy t is vagy a nullpolinom, vagy a foka ki-
sebb, mint g. De test feletti nem nulla polinomnak még multiplicitdssal szdmolva sem lehet tébb gyo-
ke, mint amekkora a fokszdma, igy f — h = 0, f = h, ami azt jelenti, hogy f egyértelmd.

Most legyen g K feletti olyan polinom, hogy minden K-beli u-ra g(u) = ¢@(u). Mivel g egyér-
telmtien frhaté g =t - (x4 — x) + r alakban, ahol r = 0, vagy r foka kisebb, mint q, ezért attérve a
megfeleld leképezésre, p(u) = G(u) = t(u) - (u? —u) + #(u) = #(u) (mert g-elemii test minden u
elemére érvényes az u? = u egyenldség), és ilyen r pontosan egy van, nevezetesen f, tehit r = f.

N

A 4.1. Tételben megadott kifejezés tulajdonképpen a polinom Lagrange-interpolaciéja. Isme-
retes, hogy tetszbleges K testben adott n € N*-hoz az n > i € N indexekre megadva az u; € K és
v; € K elemeket tigy, hogy az u;-k paronként kiilonbozdek, van egy és csak egy olyan, legfeljebb
n — 1-edfoki, K feletti f polinom, hogy minden n > i € N-re f(u;) = v;. Ezt a polinomot kiilonb6z6
modon meg lehet hatdrozni, koziiliikk az egyik a Lagrange-féle alappolinomokkal oldja meg a felada-
tot. Ha ugyanis

[Tn>ien(x —uy)

(k) — izk
(U, Un—1) [Tn>ien(uy — uy)’
izk
akkor lathat6, hogy Egﬁl'...'un_l)(ui) =6, xe, és igy f = YR2h UiL%I;)O:--uun—1)' Most legyen K = [, és

n = q. Ekkor, figyelembe véve, hogy az u;-ként megadott elemek paronként kiillonbozdek és szamuk
azonos a test rendjével,
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c-w) || G-w=]]e-w=]](-@+w)

n>ieN\{k} u€k, u€k,
-[[@-w-v=(][e-w ] a-w
ueF, ueF,

= (T =x) o (x —wpe) = (x —wp)? = (x — )

q-2

. $9-2; (q-1)(q-2)
(uk—ui)zl_[uzl_[tlzt i=ol =¢ 2 = —e,

n>ieN\{k} uE[FfI i=0

a-t
ahol t a test egy primitiv eleme (mert ha q pératlan, akkor g — 1 péros, t971 = e-bél t 2z az e vala-

(q-1)(q—2)
melyik négyzetgyoke, vagyis e vagy —e, de az el6bbi nem lehet, mivel ¢t primitiv elem, ést 2 a
(q-1)(q-2) -2
-e q — 2-dik, tehat paratlan kitevGs hatvanya, mig paros q esetén t 2 = (t1” 1) 2 =e=—e,
mivel most a test karakterisztikdja 2). Ezt alkalmazva
n—1
(k) _ 2 (x —up)? — (x —wy)
f= ZvL(uo ) = f(u»(— —
k=0
n—1
= ) fludle—(x—w)™)
k=0

és ez val6ban azonos a tételben megadott kifejezéssel.

4.2. Kiegeszités
Legyen ¢:Fy — [, ahol n € N*. Ekkor f = ZuE[FZ((p(u) 175 (e — (x; —u;)?™1)) egy min-
den hatdrozatlanban legfeljebb q — 1-edfokd, n-hatdrozatlani polinom, amelyhez tartozé f polinom-

fliggvény megegyezik @-vel, és nincs mas ilyen polinom.
A

Bizonyitas:
f-r6l az eldbbiek alapjan konnyl beldtni, hogy minden hatdrozatlanban legfeljebb q — 1-

1o 2 0 2

edfokd, és a polinom barmely a € Fy helyen vett helyettesitési értéke ¢ (a).

Az egyértelmiiséget kissé éltaldnosabb formaban bizonyitjuk. Legyen N, = {n € N|r > k}, és
Ny =x{Z3 N,,, ahol 7 € N*, s € N*, r € N*°, és legyen f @ és f () az R integritdsi tartomdny feletti
m-hatarozatlani polinom. Ha m > i € N-re n(] az f () fokszdma x;-ben, max{ (1) (1)} <n; €
N*, és T = {(ufco), . u,(cm 1)) € le(ko, v km_1) € Nr} ng *** Nyp_1-szamd, paronként kiilonbo-

z8 olyan pont, amelyekben a két fliggvény értéke azonos, akkor a két polinom is azonos. Ez ekviva-
lens azzal, hogy amennyiben az R f6lotti m-hatdrozatlani polinom az i-edik hatdrozatlanban legfel-
jebb n; — 1-edfoki, és az elobb megadott pontok mindegyike gyoke a polinomnak, akkor f a
nullpolinom. Ezt a hatdrozatlanok szdma szerinti indukciéval bizonyitjuk. Ez m = 1-re igaz. Tegyiik

fel, hogy m € N*-ra is igaz az dllitds, és legyen f = Y im)€Npn, Ciim J i x;j , tovdbba legyen
T+ — 7m)  7) = {(ufco), - u,(cm b, (m)) € Rm+1|(ko, wrkm_1, k) € N(r,nm)} a polinom
Ng *** Nyp—1 Ny, kilonb6z6 gydkének halmaza. f minden m > i € N indexre legfeljebb n; — 1-edfoku
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. m—1 i _ 1.5 ps -
x;-ben, és f = Z?:o fixm, ahol f; = Yien, i }”:01 xj’. Barmely (u,(c?)), ...,u,(:rnn_ll)) € T pontban

(0) (m-1)

f (ukO’""ukm—l) = Z?;'B_l fi (u,({(;), s u,(cn;;l)) x%, egyhatirozatland polinom, amelynek T™ valameny-

nyi eleme gyoke. Ez a polinom pontosan akkor lesz valamennyi megadott ugm) eTW helyen 0, ha

minden egyiitthatGja 0, azaz, ha minden i € N,,-re f; (u,(c?)), ,u,(:rnnj)) = 0. Ez azt jelenti, hogy min-

den rogzitett i-re az f; polinom a 7™ minden pontjiban, vagyis ng *--n,,_, pontban 0. Ez viszont az
indukcids feltevés alapjan pontosan akkor igaz, ha f; a nullpolinom, tehdt valamennyi egyiitthatdja,
igy minden ¢;; , €értéke 0, €s ezt akartuk bizonyitani.

Az egyértelmiiségre adunk egy mdsik, kombinatorikus bizonyitést is. A g-elemi testet onmaga-
ba képezd m-valtozoés fiiggvények szdma qqm, és ugyanennyi a g-elemi test folotti, minden hatarozat-
lanjaban legfeljebb g — 1-edfokud, m-hatdrozatlani polinomok szdma. Egy ilyen polinomhoz pontosan
egy elobb emlitett leképezés tartozik, €s minden ilyen leképezéshez taldltunk olyan, minden hatédrozat-
lanjaban legfeljebb q — 1-edfokd, m-hatdrozatland polinomot, amelyhez tartozé polinomfiiggvény
megegyezik az adott leképezéssel, vagyis az a megfeleltetés, amely a polinomhoz hozzéarendeli a leké-
pezést, sziirjektiv a leképezések halmazara. Mivel a leképezések halmazédban és a g-elemu test folotti,
minden hatdrozatlanjdban legfeljebb g — 1-edfokd m-hatdrozatlanii polinomok halmaziban ugyan-
annyi elem van, ezért a sziirjektivitdsbol kovetkezik az injektivitds, tehit az egyértelmiiség is.

O

4.3. Megjegyzes

A tétel szerint véges testet onmagaba képezod fiiggvény 1ényegében véve polinomfiiggvény.

Ha R gytiri, és ¢ illetve Y egyardnt R-et R-be képezd fiiggvény, vagyis R transzformécidja,
akkor az u = @(u) + P(u) és u = @(u)P(u) szabdly, ahol u € R, szintén R feletti transzformacio,
amelyeket @ + 1 és @i jeldl, tovabbd konnyen lehet ellendrizni, hogy ezzel gytriit kapunk, ahol a
nullelem az a transzformacid, amely minden elemhez a 0-t rendeli, a ¢ ellentettje pedig az, amely u-t
—@(u)-ra képezi. Jeloljiik ezt a gyiriit Ty-rel. Ennek Py részhalmazat képezik az u = Y™, a;u' alakd
leképezések, ahol n € N, és valamennyi i-re a; az R gylrl eleme, vagyis a polinomfiiggvények. Az
nyilvdnvald, hogy minden polinomhoz tartozik egy és csak egy polinomfiiggvény, és minden ilyen
fliggvény képe egy polinomnak, vagyis Y7, a;x’ = Y™, a;u’ sziirjekci6 R[x]-r6l Pg-re. Ez a leképe-
z€s Osszegtartd, tovdbbd, ha R kommutativ, akkor teljesiil a szorzattartds is, igy kommutativ gylirliben
az el6bbi megfeleltetés egyben homomorfizmus is (amibdl a sziirjektivitdssal egyiitt az is kovetkezik,
hogy a polinomfiiggvények Pr halmaza részgytriit alkot Jr-ben). Marmost az elébbi tétel azt jelenti,
hogy véges test esetén T azonos Py-rel, igy az el6bbi szabdly R[x] sziirjektiv homomorfizmusa Tx-
re. Ez a mefeleltetés viszont biztosan nem injektiv, ugyanis g-elemii test esetén a test barmely u ele-
mére u? —u = 0, ezért tetszéleges f € R[x], g € R[x] esetén f és f + g (x9 —x) képe azonos
polinomfiiggvény. Ugyanakkor végtelen elemii R esetén a sziirjektivitds biztosan nem igaz. Ezt két
modon is bizonyitjuk.

Tekintsiik azt a g: R — R leképezést, amely a 0 kivételével R minden eleméhez a 0-t, mig a O-
hoz az R egy nem nulla u elemét rendeli. Ha lenne egy R feletti f polinom, amelyre f = o, akkor en-
nek a polinomnak a 0 kivételével valamennyi R-beli elem gyoke lenne, vagyis f-nek végtelen sok
gyoke lenne. Tlyen polinom csak egy van, a nullpolinom. Am a nullpolinomhoz tartozé polinomfiigg-
vény értéke mindeniitt 0, tehat a 0-ban is. Ugyanakkor ¢(0) = u # 0, a nullpolinomhoz tartozé poli-
nomfiiggvény sem lehet g-val egyenld, igy nincs olyan polinom, amelyhez tartozé polinomfiiggvény
megegyezik o-val, ami azt jelenti, hogy az f — f leképezés végtelen gylirii esetén nem sziirjektiv.

Az el6zéekben csak annyit mutattunk meg, hogy az a @: R[x] — Ty leképezés, ahol f képe f,
nem sziirjektiv. Ez még nem zarna ki, hogy valamilyen mds hozzdrendeléssel sziirjektiven képezziik le
a polinomgytriit a gylriit onmagaba képezd leképezések halmaziba. A kovetkezdkben kimutatjuk,
hogy Tr szamossdga nagyobb, mint a polinomgylrli szdmossidga, ami kizdrja, hogy létezzen a poli-
nomgylirlinek Tg-re val6 barmilyen sziirjektiv leképezése.

Az R feletti polinomok lényegében véve R feletti véges hosszisagi sorozatok. Egy halmaz 6-
16tti n hosszisagu sorozatok halmaza R™, ahol a szorzds a Descartes-szorzat, és ha R végtelen, akkor
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[R™| = |R|. A polinomgylirii az dsszes véges sorozat halmaza, vagyis ekvivalens az Uy -; R™ halmaz-
zal. Megszamlédlhat6 sok azonos szdmossagu végtelen halmaz unidjdnak szamossdga megegyezik az
unidban szerepld tagok szamossdgéval, igy |R[x]| = |Un=1 R™| = |R|. Ezzel szemben legaldbb két-
elemii halmaz esetén |Tg| = |RR| > |R|, és ezt egybevetve az eléz6ekkel kapjuk, hogy |R[x]| < |Tx|.
Végtelen gylirli esetén tehdt az f — f leképzés nem sziirjekcié R[x]-rél Tg-re. Ha viszont R
végtelen elemszdmu integritdsi tartomany, akkor az eldbbi megfeleltetés injektiv homomorfizmus.
Egyrészt a kommutativitds kovetkeztében a leképezés miivelettarté. Mdasrészt integritdsi tartomdany fe-
letti nem nulla polinom gyodkeinek szdma nem haladhatja meg a polinom fokét, ezért két polinomfiigg-
vény csak ugy lehet egyenld, ha maga a két polinom is azonos (polinomok egyenldsége ekvivalens az-
zal, hogy minden egyiitthatdjuk azonos, mig két polinomfiiggvény, mint tetszéleges két leképezés is,
pontosan akkor egyenld, ha az értelmezési tartomdny minden eleméhez azonos elemet rendel).
A

A fentebb megadott f = Zuepg((p(u) 175 (e — (x; —u;)?™1)) polinom az [F, folotti n-hatéro-

, . - . _ n-1ki
zatlant polinomgyirii, azaz Fq[x,_4, ..., Xo] egy eleme, igy f = Z(ko.---kn—;L)ENZ Ay, deny 1iz0 X; "

Tekintsiik (ko, ... k,—1) € Ng-et a g-alapt szimrendszerben felirt t egész szdm szamjegyeinek, ekkor
q" >t =YY" kiq' € N. Kiilonbozd (ko, ... ky_1) killonbozé t-t ad, és minden g™ > t € N-hez van
olyan (ky, ... k,_1) € NI, amely éppen t-t hatdrozza meg, igy kolcsondsen egyértelmilen hozzarendel-
hetiink minden(ky, ... k,,_1) € N -hez egy q"-nél kisebb nemnegativ egész szdmot. Ha most meg-
adunk egy Non — [F, leképezést, akkor ezzel egyértelmiien meghataroztunk egy F, folotti n-hataro-
zatland, minden hatdrozatlanban legfeljebb g — 1-edfokd polinomot, és ez visszafelé is igaz, vagyis
kolcsondsen egyértelmii megfeleltetést létesitettiink Fy[x,_1, ..., Xo] és az FF, folotti q"-dimenzids li-
nedris tér elemei kozott. Rendezziikk most tetszOleges, de rogzitett modon F, elemeit, €s rogzitsiik az
[F,-t onmagdba képezd n-viltozos fliggvények valtozoinak sorrendjét is. Ekkor, az elobbiekhez hason-
16an, minden Fy — F, fiiggvény tekintheté az [F, folotti q™-dimenzids linedris tér elemének, és a
megfeleltetés ismét kolcsonodsen egyértelmt. Polinomok Osszegében az egyiitthatok az dsszeadand6
polinomok megfeleld kitevohoz tartozé egyiitthatéinak Osszege, polinom konstansszorosiban az
egyiitthatok az eredeti polinom egyiitthatéinak ugyanazon konstansszorosai, igy az egyiitthatok tere
izomorf a polinomok terével. Ugyanigy lathaté be, hogy a polinomfiiggvények az Osszeaddssal és
konstanssal val6 szorzassal olyan linedris teret alkotnak, amely izomorf a fiiggvényértékek elébb meg-
adott sorrendjével el6dlld vektorok terével. Végiil test folotti polinomok esetén polinomok dsszegéhez
tartozd polinomfiiggvény a megfeleld polinomfiiggvények 0Osszege, és hasonlé igaz polinom
konstanszoroséra, igy az f + f leképzés izomorfizmus az F, folotti n-hatarozatland, minden hatéro-
zatlanban legfeljebb g — 1-edfoki polinomok egyiitthat6ibél all6 vektorok és az Fy — F, fiiggvények
fliggvényértékeibdl alkotott vektorok linedris tere kozott. Ez azt jelenti, hogy a fiiggvényértékekbdl li-
nedris transzformdcidval is meghatdrozhat6 a megfeleld polinom, és ez a transzformacié az ellenkezd
irdnyban is végrehajthaté. Ezt irja le az aldbbi tétel.

4.4. Tétel
Legyen F, = {a;|q > i € N} a g-elemii test, n € N, ¢: Fj - F, és legyen f € Fq[x,_1, ..., Xo]
olyan, hogy f = ¢. Ekkor

q"-1 qt-1 n-1
_ n) ik
f - Z z ai,j (p(ajn—1’ ""ajo) X |
i=0 j=0 k=0

ahol i = Y10 iiqh, j = Yd jiqt, és ag}) egy FF, folotti, q"-edrendii kvadratikus A%") matrix i-edik
sordnak j-edik oszlopdban 4ll6 elem.
A
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A tétel aldbbi bizonyitdsdban konkrétan is meghatdrozzuk a transzformdciéhoz tartozé matrix
komponenseit.

Bizonyitas:
n = 0-ndl f konstans fiiggvény, és f = f( )=¢( )= Zq °-1 ((Z?igl e( )) I—[g;})x,i").

A tovabbiakhoz felhasznaljuk, hogy tetszéleges [F, véges test, és barmely ¢:Fy — [, fiiggvény ese-
tén f = Zuelpg((p(u) M= — (x; — ul-)q_l)) olyan polinom, amelyhez tartozé polinomfiiggvény
megegyezik ¢-vel. Alkalmazzuk ezt el6szor n = 1-re. Ekkor

f= Zqo(a,)e (xo—a]) )

CI q-1

=Y wla) [ o= Y e (97 i
j=0 i=0 l
qg-1 q-1

= Y 0(@) Y (si0e + 0 (0 )t
j=0 i=0
qg-1qg-1

= (810e + 07 (17 D e pla)
i=0 j=0

és ha ag-) =8 0e + (—1)97¢ (q : 1) ad ugy

q-1 /q-1 q*-1 /q*-1 1-1
1 ; 1
F=Y 1D a%o(@) |x= ) | ) afe(w)
i=0 \ j=0 =0 j=0 k=0

Most tegyiik fel, hogy egy pozitiv egész n-re az F, f6lotti barmely n-valtozos ¢ fliggvény megegye-
zik az f = Zq _1( j= 01 (n)(p(ajn 1 ,ajo)) [ Oxk n-hatdrozatland polinom polinomfiiggvé-

nyével, és legyen ¢ egy n + 1-valtozés fiiggvény. ¢! > i € N i = i,q™ + i’ alakban irhat6, ahol
q" >i' €N és q > iy €N és g™ > j € N hasonlé6 médon irhaté a j = j,,q™ + j' alakban. Vezes-

sik be a ¢; (ajrn_l, s af’o) = (p(ajn, Aj s ajo) = (pjr(ajn) jelolést. Az indukci6s feltétellel

qnti-1
— a-1
= Z (%, j, s - a]o)l | (e - (% — a;,) )
j=0
q-1 /q"-1 n-1
_ a1 q-1
I DI | (e ) o
jn=0 \ j"=0 k=0
q-1 /q"-1 /q"-1 n-1

- Z Z Z (n)’(pJ” ( j,n—l' B aj’o) xll{,,c (e - (xn - ajn)q_l)'

Jn=0 \'i'=0 \ j'=0 0

&
Il

Az dsszegzés sorrendjének felcserélésével ebbdl azt kapjuk, hogy

q"-1q"-1 q-1 -
_ (n) qa-1 iy
f= Z 2 ay jr Z ¢;(¢,) (e - (tn — ;) ) %5
i'=0 j'=0

Jn=0

S
[y

=
Il
o
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és a belsO Osszeget a korabbi eredmény alapjén atirva

q"-1q"-1 q-1 /q-1 n-1
_ (n) €h) in i
f= z Z a; a ;@ (a,) |* Xk
i'=0 j’=0 in=0 \ jn,=0 k=0

n—1
=y (a, a) oy(a;,) ( ﬂx::)

in=0 i'=0 jn=0 j'=0 k=0
qn+1 1 qn+ -1 n
_ (TL+1) ik
- a;; ‘p(ajn'afn—1' ""afo) Xg s
i=0 j=0 k=0
m+1) _ (1) ()
ahol a;; =, Qi

[

Az eddigiek alapjan Ag)) = (e)-bdl AE;) felhasznaldsaval iterdciéval sorban egymds utdn meg

tudjuk hatdrozni tetszéleges nemnegativ egész n-re A%")—t. Az aldbbi tétel szerint azonban A%l) elemei
az eredetileg megadott kifejezésnél 1ényegesen egyszerlibb szerkezetiiek.

4.5. Tetel

Legyen p primszém, m € N*, g = p™

és F, = {a;lq > i € N} a g-elemii test, ahol ap = 0.

Ekkoraq > i € Nésq > j € Nindexre al%.) = §;0e — a}‘?_l_i.
A
Bizonyitas:
q >1i € N-re Hkl_F(CI;k) — (q : 1) =c € NF, igy cnkzlk = H;'czl(q — k). Ha k = pruy,
k=1

ahol p + uy, akkor 1 < k <i < p™-bél m > r, € N, azaz m — r, > 0, tehat p™ "k —uy, = —uy, (p).
Ezt felhaszndlva

i i i

[ ] e = ] Ja o
c Uy =¢ ——=—_———"-C¢ =—_— q—
* P ey P M= p7 L

k=1 k=1 k=1
L

qp:kk _ ﬁpm—rk —u = ﬁ(_uk) = (-1 Huk (p).
k=1 k=1

k=1

i
k=1

D 1 u-bdl ]‘[};=1 uy relativ prim p-hez, tehit a fenti kongruencia oszthatd ]‘[};=1uk—val, és igy

(17 D =c= (-1 @. Bxkor (¢ - De=(-nie & (-1 ( : Dad 7t = (~1yaaf

Ha q pératlan, akkor (—1)% = —e, mig ¢ = 2™-nél (—1)%e = e = —e, tehdt barmely pozitiv egész
kitevOs q primhatvanyndl &; ge + (—1)‘1—" (q : 1) a]?l‘l‘i = 8,0 — a]q—l—i‘
O

Ha u a test egy primitiv eleme, akkor rendezhetjiik gy a test elemeit, hogy q > j € N*-ra
a; = u/*. Ekkor q; = (1 — 8;0)u/ ™.
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A%n)-et tomorebb formaban is meg tudjuk adni. Ha A egy r X s- és B egy m X n-méretli matrix,

akkor a két matrix ebben a sorrendben vett C = A®B Kronecker-szorzata olyan, rm X sn-méretii
matrix, amelyben ¢; myi jin+j, = %iy,j, Dig,jo» VALYIS €2y Olyan r X s-méretli hipermatrix, amelynek i-
edik sordban a j-edik elem D;; = a; ;B. Konnyi ellenérizni, hogy barmely két matrixnak Iétezik a
Kronecker-szorzata, ez a szorzas asszociativ, mindkét oldalrél disztributiv, de nem kommutativ. Le-
gyen A, B, C és D ugyanazon test fol6tti matrix igy, hogy A C-vel és B D-vel 6sszeszorozhatd. Ekkor

s—=1 s—=1
(AGB)(COD)); i = ) (a;B)(6xP) = | ) a6 | (BD) = (AC);(BD),
j=0 j=0

és igy (A®B)(C®D) = (AC)®(BD). Ebbdl kovetkezik, hogy ha mind A-nak, mind B-nek van inver-
ze, akkor A®B is invertdlhat6, és (A®B) ™! = A"1®B1.

A Kronecker-szorzassal az aldbbi tételt kapjuk.

4.6. Tétel
Legyen F, = {a;lg >i €N}, ap=0,n€N,aq" >i€N, qn>jENindexekrea(") az F,

folotti g™-edrendit A( ") matrix i-edik sordnak Jj-edik eleme, A(O) = (e) és al(? = ;0 — a]q = k-

kor Ag”l) = AEP@A%"), A%") minden n € N-re reguldris, és AEI) = (e), (AE;)), =al.

. i
LJj

Bizonyitas:

A(O) = (e), a(l) 8i0e — a]q_l_ és al(']l“) afn;nlil gt = a(l)j a(,n), (lasd a 4.4. és 4.5
Tételt), és az utobbi egyenléség mutatja, hogy AEInH) = A(1)®A(n). Ag)) = (e)~! = (e), igy mir
csak azt kell igazolnunk, hogy Agll)—nek van inverze, €s (A(l))L y a{ .

Legyen B g-adrendii métrix, és a ¢ > i € N, q > j € N indexekre legyen b; ; = a{ . Nézziik a
BAE;) matrixot. Ha i =0, akkor Z boj (1) q__l aj(6 0€ — ak -1 ]) —e—al ' = So ke,
vagyis i = 0 esetén (BAE;)) = §yre. A tovdbbiakban legyen g > i € N*. Elséként tekintsiik a

k:Oesetet.EkkorZ?;gb” ](t) q 1 ]( o€ —ag 11)—a e —af —0—6L-Oe ami, az

elébbi eredmény szerint, i = 0-nél is igaz. Ha k # 0, akkor 1étezik akl, a]a,z == (a ar )] = a{,
ahol [ # 0, és

Zaz(ajoe—ak“)—a%e—a - Z al(§0e - af ) = - Z(aalzl)

q-1 q- 3
= a{ a =—=60(q — e = d; e,
j=1 j=0
—2 i al e ..
ugyanis -(q — 1) =1 (p), i = k esetén a; = e, és ha aq; # 0, akkor Z;-I:O a{ = ’a = 0. Ossze-
-

-1
foglalva, minden q > i € N, g > k € N indexre (BAEIl))ik = 0; e, vagyis B = Agl) .
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A specidlis ¢ = 2 esetben ag = 0, a; = e, vagyis a; = (1 - 6i,0)e, és ezt alkalmazva

ali) =60 —af 7 = (810 — (1 - 51,0)1_i) e =(1=0i00j1)e,

[CORPNED) _
A7 0 1 1
tehat AS = (¢ 0) Ekkor ATV = (72 és AL = AW foy AV = A,
e AJY AYY

Legyen most R olyan m-elemii kommutativ gytrii, ahol 1 < m € N, tigy, hogy R nem test. Ek-
kor R-ben sziikségszertien van nullosztd. Legyen egy nulloszté u, €s 0 # v € R olyan, hogy uv = 0
(mivel u nullosztd, ilyen v Iétezik). Ekkor f =u[]qep\(r}(xn-1 —a) R folotti olyan, n-
hatdrozatland, nemnulla polinom, amely minden hatdrozatlanban legfeljebb m — 1-edfokd, és amely-
hez tartozé polinomfiiggvény a nullfiiggvény. Ez azt jelenti, hogy van két olyan kiilénb6z6, minden
hatdrozatlanban legfeljebb m — 1-edfoki, R folotti, n-hatdrozatlani polinom, nevezetesen f és a
nullpolinom, amelyekhez tartozé polinomfiiggvény azonos leképezést valdsit meg. Mivel az R folotti,
minden hatdrozatlanban legfeljebb m — 1-edfoku, n-hatarozatlani polinomok és az R™-et R-be képez6
fliggvények szdma egyarant mm", és az f = f leképezés nem injektiv, ezért nem is sziirjektiv, vagyis
nem lehet barmely ¢: R™ — R leképezést egy polinomhoz tartozé polinomfiiggvényként megadni.

Ha R nem egységelemes, akkor x,_; — a nem eleme R[x]-nek, igy ldtszélag erre az esetre nem
megfeleld az f = u[]gep\(w}(¥n-1 — @) polinom. ValGjdban jobb a helyzet. Ha ugyanis elvégezziik a
szorz4st, akkor a szorzatpolinom minden tagjdnak egyiitthatéja mar olyan kifejezés, amely R-beli ele-
mek szorzata, és ez eleme a gytiriinek, tehat a polinom is benne van az R feletti polinomgytriiben.

A megadott polinom csak formdlisan n-hatdrozatland, valdjdban csupdn egyetlen hatdrozatlant
tartalmaz. Megadhat6 ténylegesen n hatdrozatlant tartalmaz6 nem nulla polinom, amely szintén ren-
delkezik azzal a tulajdonsdggal, hogy a hozz4 tartoz6 polinomfiiggvény az azonosan nulla leképezés.

llyen példdul az f = u [[4ep\ (v} (Xn-1 — @) [1723 x, polinom.

Az m-elemil halmazt 6nmagaba képezd fiiggvények, ahol m egy 1-nél nagyobb egész szam, az
m-értékii logikai fiiggvények, specidlisan az m = 2 esetben a Boole-fiiggvények. Az el6bbi eredmé-
nyek szerint, ha m primhatvany, és csak ekkor, az m-értékii logikai fiiggvények megadhatak
polinomfiiggvényként, és az atjaras a fiiggvényértékek és a polinom kozott az el6bb megadott matrix-
szal is torténhet. A Boole-fliggvények fiiggvényértékkel vald kozvetlen megadasa példdul a diszjunk-
tiv normdl alak, ezen beliil is péld4ul a kanonikus diszjunktiv normdl alak, azaz az 1 fiiggvényértékhez
tartoz6 mintermek diszjunkcidja, VAGY-kapcsolata. A minterm az dsszes valtozot egyszer és csak
egyszer tartalmazé konjunkcid, vagyis a valtozok ES-kapcsolata, ahol egyes valtozok negaltjukkal,
azaz az ellentettjiikkel, mig mds valtozok az eredeti értékiikkel, ponaltan szerepelnek. n valtozénak
osszesen 2™ mintermje van, amelyeket sorba rendezhetiink oly médon, hogy eldszor rogzitjiikk a valto-
z6k sorrendjét, majd tekintjiik azt a nemnegativ egész szamot, amelynek kettes szamrendszerbeli fel-
irdsdban az i-edik jegy 0, ha a mintermben az i-indexii véaltoz6 negilt, egyébként ez a jegy 1. A meg-

m) _ /\

feleld minterm m. ( % 3x;), ahol a® a k szim bindris felirasaban az i-edik helyiérték-

hez tartozé jegy, a feliilhizas a negélds jele, mig ¥ a KIZARO VAGY jele. Ekkor a fiiggvény egy 2™-
hosszisdagi 0 — 1 sorozattal adhaté meg, amely egy 22" _nél kisebb I nemnegativ egész szdmot ad a

kettes szamrendszerben, és ha ebben a sorozatban a k-adik jegy c( ), akkor f O = vi’;;,l ( W A m,((n))

a megfeleld fiiggvény. A Boole-fliggvény egy madsik reprezenticidja a polinommal valé6 megadis,
amelyet szokds Zsegalkin-polinomnak is nevezni. Ez olyan monomok, azaz egytagiak Osszege,

amelyben minden hatérozatlan kitevdje 0 vagy 1, és a 0-s kitevohoz tartozoé hatdrozatlanokat nem fir-
(k)
juk ki. Ismét, ha 2" > k €N, és k = Y15, a(k)Zl akkor S(n) =1, ( (k)Vx) | by to-

vabba, ha | = Zi=5 ug)Zk, akkor f( =y27-1 u,((l)S,En). Természetesen 4ltalaban [ = f (l) (bar

® ®

vannak olyan indexek, amelyeknél teljesiil az egyenlds€g), €s a ¢, ~ valamint az u,~ egyiitthatok altal
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4. Véges test feletti polinomok

meghatdrozott vektorok kozotti kapcsolat tobbek kozott a kordbban megadott A(Zl) = (i 2) illetve

(n+1) 3 A(zn) O(n)

A; IR WNORNO)
A7 A

ci6 ugyanezen mdtrixszal torténik az m = 2, azaz a Boole-fiiggvények esetén).

) matrixszal adhaté meg (és azt is lattuk, hogy az ellenkezd irdnyu transzforma-

Azt azért fontos megjegyezni, hogy az egyszerli matrixszorzdssal vald atjaras szamitdstechnikai-
lag csupén kis m és n értékek esetén jarhato 1t, hiszen az eljards nem polinomidlis futsi idejii (a mat-
rixok és a vektorok m™-méretiiek). A szdmitdsi id6 azonban lényegesen csokkenthetd. Tekintsiik az

e o@D . :
(q-1) , ahol 0@-1 4 q — 1-dimenzids nullvektor, T a transzpo-
—e
q-2

az a g — 1-dimenzids egységvektor, amelynél (

A%l) matrixot az A%l) = <

(g-1)

. e(q—l)
q-

ndlds jele, e g2

), = 8 q—2€ (az indexelést 0-
l

val kezdve), végiil B az A%l) legfelsd sorat és bal sz€ls6 oszlopat térolve kapott matrix ellentettje. Ha u
az [F; q-dimenzids tér egy tetszbleges eleme, és U = A%l)u, tovabbd U az u-bél és U az U-bél a 0-in-
dexii komponens torlésével kapott g — 1-dimenziés vektor, akkor U = — (uoegq_‘zl) + Bﬁ). Ennek a
vektornak a kiszamitasahoz sziikséges 1d6 1ényegében véve B kiszdmitdsanak futdsi idejével azonos.

Legyen B az a matrix, amelyet B-bdl a sorok egy sorral val6 ciklikus lefelé mozgatdsdval kapunk, és

= = — (g-1)—-((i-1) mod (g—-1)+1 N —1 _inJ
legyen U=BU (B),; = —a(-1)mod (q-1)+1j+1 = Gy, ( = ()" = ()
ahol z egy primitiv eleme a testnek, és ezzel U; = Z?;ol(z_i)]ﬁj, hafi=q—1=n—1,azliés U
vektorok komponenseinek szdma. Ez azonban, amint azt majd a megfelelo fejezetben latjuk, azt jelen-

ti, hogy U az U vektor diszkrét Fourier-transzformaéltja, és a diszkrét Fourier-transzformécié kiszami-
(n+1)
q

A%l)—bél hatvanyozéssal kapjuk, ezért megfeleld atalakitasokkal az n-valtozés fiiggvények esetén is
alkalmazhat6 az FFT, és igy a linedris transzformdci6 elfogadhat6 futdsi idével szdmolhato, ha g > 2.

tasara létezik gyors algoritmus, a gyors Fourier-transzformdaci6, az FFT. Mivel A -et nagyrészt

Sokszor fogjuk haszndlni az x? — x = HuE]Fq(x —u) és a hasonl6 x9™ 1 —e = HuE]FZ(x —u)
Osszefiiggést. Ennél valamivel altaldnosabb a kovetkezd tétel.

4.7. Tetel
Ha f € Fylx], akkor f? — f = [yer, (f — w).

Bizonyitas:
(fg) oh = (f e h)(g ° h) (° a polinomok kompozicidja), és ha f = g, akkor f e h = g o h tet-
szbleges h polinommal, igy

fi-f=@i-neor=[Ja-w|or=][(@-w-n=]]¢-w
uel, uel, uely
N

Lényeges lesz a tovdbbiakban az is, hogy q™-elemi testen az u + ud" megfeleltetés auto-
morfizmus (lasd a 3.48. Kiegészitést). Ebbdl kovetkezik a két kdvetkezd tétel.
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4.8. Tetel
teNtrafe ]Fqc[x] akkor és csak akkor eleme FFy[x]-nek, ha f9 = f o x9.

A

Bizonyitas:

Legyen f =YY" a;x' € Fqelx]. a; eleme Fc-nek, igy f7= (Eik, aixi)q = Yo al(xD),
mig f o x? = ¥ ;a;(x9). De két polinom pontosan akkor egyenld, ha minden indexre az egyiittha-
téjuk azonos, azazhan =i € N-re a; = a?, és ez IF ;¢ elemei koziil pontosan Fy elemeire igaz.

U
4.9. Tétel

Ha L|F,, f € F,[x], és a € L gyoke f-nek, akkor barmely k € N-re a® is gyoke f-nek.

A

Bizonyitas:

k = 0raal = a, és a gyoke a polinomnak. Legyen n € N és f = ¥ a;x’ € FF,[x]. Ekkor
minden n =i € N-re a; € Fg, és igy a? = a;, tovabbd F,-ban és annak barmely L bdvitésében
(a+b)?=a?+ b és (ab)? = a®b? L-beli a és b elemekkel. Most legyen j € N-re f(aqj) = 0.

R \\ 4 ing , i R , ,
Bozel 0=00=(F(a)) = (Zhoa (a”)) = Shoa () = F (a?™). tehit a?’™ is
gyoke f-nek. ami igazolja a tételben megfogalmazott allitdsunkat.
U

Léthat6an g-hatvany-elemii testben a q'-kitevés hatvanyok fontosak. Most ezeket vizsgaljuk.

4.10. Tétel
Legyen a € F e, tovabbd s = 1, ha a = 0, egyébként s = 0,,(q) (a ¢ modulo n rendje), ahol n
az a rendje. Ekkor a?,a?, .., a?" paronként kiilonbozd, barmely j € N-re a? az el3bbi hatvdnyok

valamelyikével azonos, és az i € N, j € N egészekre a? = q? pontosan akkor igaz, ha i = j (s).
A

Bizonyitas:

a = 0-ra az éllitds nyilvanvalo, ezért legyen a # 0, és i € N, j € N. Ekkor a8 = a@ akkor és
csak akkor igaz, ha q' = q’/ (n). n osztéja az [F ;¢ multiplikativ csoportja rendjének, azaz q" — 1-nek,
igy relativ prim g-hoz, ezért, ha j > i, az el6bbi kongruencia ekvivalens g/~' = 1 (n)-nel, és ez
i = j (s)-sel, ahol s = 0,,(q). Innen az is ldtszik, hogy s > i € N kitevdkkel az ' hatvanyok péaron-

ként kiilonbozdek, és barmely a? egy s-nél kisebb nemnegativ egész i kitevOs a?'-vel azonos.
U

4.11. Definicio
a € Fyt (Fg-ra vonatkozd) ciklikus rendje s;q) = mingen+ {aqk = a}, ahol t € N*.

A

Az el6z6 tételben azt lattuk be, hogy egy £ véges test minden elemének létezik és egyértelmi a
test barmely K résztestére vonatkozo6 ciklikus rendje. Az is latszik, hogy ez a rend — eltekintve a prim-
test elemeitdl — attdl is fiigg, hogy L mely résztestére vonatkoztatjuk. Errdl is szl az alabbi tétel.
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4.12. Tetel

1. Ha £ a K véges test t-edfoku bdvitése, és a € L, ugy a K feletti ciklikus rendje osztdja t-
nek, és a ciklikus rend akkor és csak akkor 1, ha a € K.

2. Ha f a g-elemii K test feletti n-edfokd polinom, axaz f egy gyoke a K valamely bovitésé-
ben, és a K'-ra vonatkozd ciklikus rendje s, akkor s < n.

3. Ha az M véges test az L test m,-foku bdvitése, és L a g-elemli K test mq-efoku bdvitése,

tovabbd az M valamely u # 0 elemének K feletti ciklikus rendje SL(LQ) = s, akkor u L feletti ciklikus

. my s
rendje 5; = s,(ﬂ ) = G = o (my).

A

Bizonyitas:

1. Legyen K g-elemi test. L a K t-edfokd bovitése, ezért L elemeinek szdma q°t, és 2l =a.
Ez az el6z6 tétel értelmében azt jelenti, hogy t = 0 (s), azaz s|t, ahol s = S,Sﬂ). Az L-beli a akkor és
csak akkor eleme K-nak, ha az el6bbi oszthatdsag t = 1 esetén is teljesiil, és ez ekvivalens azzal a fel-
tétellel, hogy s maga is 1.

2. Mivel s > i € N-re az a? -k paronként kiilonb6z6 gyokei f-nek, €s test f6lotti polinomnak
nem lehet a fokszdmat meghaladé szdmu gyoke, ezért s valéban legfeljebb n lehet.

3. s aq modulo n rendje, igy q" = 1 (n) akkor és csak akkor igaz egy pozitiv egész r-rel, ha r
oszthat6 s-sel. Ha s; az u ciklikus rendje a g™-elemii test folott, akkor s; a legkisebb pozitiv egész,
amellyel (g™)* =1 (n), vagyis s; a legkisebb k pozitiv egész, amelyre km, oszthaté s-sel. Ha
s|km,, akkor i S

k, és a legkisebb ilyen k pozitiv egész szim maga az osztd, azaz (S; 3
St

s,mq)
Most ratériink az irreducibilis polinomok vizsgalatara.

4.13. Tétel
Legyen f € [F,[x] m-edfoki polinom. f akkor és csak akkor irreducibilis IF, f6l6tt, ha van FFg-

nak olyan £ bévitése, és L-ben olyan @, hogy f(a) = 0 és s = Séq) >m.
A

Bizonyitas:

Mivel f-nek van foka, ezért f nem a nullpolinom.

1. Tegyiik fel, hogy f-nek FF, valamely bdvitésében van gydke. Mivel f nem a nullpolinom,
ezért a gyok létezése azt jelenti, hogy a polinom legaldbb els6foku, igy nem egység. Legyen a gyok a
€s s = m, tovdbbd f = gh F, folotti g €s h polinomokkal. Mivel f # 0, ennélfogva g # 0 # h. A
feltétel szerint §(a)h(a) = 0, és test nullosztémentes, ezért §(a) és h(a) koziil legalabb az egyik 0.
Az éltalanossag csorbitdsa nélkiil feltehetd, hogy példaul g(a) = 0. Ekkor a-val egyiitt m > i € N-re
a? is gyoke g-nek, és s = m kovetkeztében ezek a gyokok paronként kiilonbozdek, igy g legaldbb
m-edfoku, ennél magasabb foku viszont nem lehet, mert oszt6ja a nem nulla f-nek. Ez azzal jar, hogy
h foka 0, hiszen test folotti nem nulla polinomok szorzatdnak foka megegyezik a tényez6é-polinomok
fokdnak Osszegével, vagyis h konstans, €s természetesen nem nulla, ezért egység IF, folott. Ezm = 1
kovetkeztében egyuittal azt is jelenti, hogy f felbonthatatlan.

2. Most legyen f felbonthatatlan F,[x]-ben. Ekkor deg(f) = m = 1, és van F,-nak olyan £
bévitése, amelyben van f-nek gyoke, mondjuk a. Ha a F, folotti ciklikus rendje s, akkor f(a) =0-
bél az s > i € N egészekkel a? paronként kiilonbozd gydke f-nek. Legyen g = [[3¢ (x — aql). Ez
a g L feletti polinom, és mivel s gyoke van, ezért a foka s. L elemeinek szama g egy pozitiv egész ki-
tevés hatvanya, és a q°-edik hatvdnya azonos a q°-adik hatvannyal, igy
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Véges testek

s—1 q s—1 s—1
g7 = ( (x _ acf)) - 1_[ (xq — aq"“) - H (xq — aqi) =goxd,

i=0

tehit g € Fy[x]. a gydke az [F, folott irreducibilis f-nek, ezért f asszocidltja az a F, f6l6tti minimal-
polinomjadnak. h € F,[x]-nek a akkor és csak akkor gydke, ha FF, folotti minimal-polinomja oszt6ja
h-nak, igy f osztdja g-nek. Ebbdl mar kovetkezik, hogy m = deg(f) < deg(g) =s.

N

4.14. Kévetkezmény

1. F, folott irreducibilis m-edfoku polinom gyokének F, folotti ciklikus rendje m, igy egy
elemnek az Gt tartalmazé test valamely résztestére vonatkozoé ciklikus rendje megegyezik ugyanezen
résztest folotti minimal-polinomjanak fokaval;

2. [F, valamely bovit€s€ben egy primitiv elem ciklikus rendje azonos a bovités fokaval,

3. véges test feletti irreducibilis polinom gyokei egyszeresek.

Bizonyitas:

1. Kordbban lattuk, hogy m-edfokd polinom gyokének ciklikus rendje nem nagyobb a polinom
fokandl, az el6z6 tételben pedig kideriilt, hogy irreducibilis polinom gydkének ciklikus rendje legalabb
akkora, mint a polinom foka. A kettd egyiitt azt jelenti, hogy adott test felett irreducibilis polinom foka
megegyezik egy gyokének ugyanezen testre vonatkozoé ciklikus rendjével.

2. Primitiv elem minimdl-polinomjdnak foka azonos a bdvités fokdval, igy ez 1. alapjan igaz.

3. A tétel szerint, ha f az [F, test f6l6tt m-edfoku irreducibilis polinom, €s a test egy alkalmas

bdvitésében a a polinom gyoke, akkor az a? elemek m > i € N esetén paronként kiilonboz6 gyokok,
a polinomnak van m kiilonb6z6 gyoke. De test fol6tti nem nulla polinom gyodkeinek szama multiplici-
tasukkal szdmolva megegyezik a polinom fokszdmdval, {gy ha valamelyik gyok tobbszoros lenne, ak-
kor a gyokoket multiplicitasukkal szdimolva f-nek tobb gyoke lenne m-nél, ami lehetetlen.
J
A Q feletti x3 — 2 polinomnak egy valds és két komplex gyoke van. Q-t a valés gyokkel bovit-
ve a bdvitett test minden eleme valds, igy ez a test nem tartalmazza a polinom madsik két gyokét, a bo-
vitett test nem a polinom Q feletti felbontdsi teste. A fenti tétel szerint véges test esetén mds a helyzet.

4.15. Tetel

Véges test egyszerl algebrai bovitése a bovitd elem minimal-polinomjanak felbontési teste.
A

Bizonyitas:

Ha a az f T, folott felbonthatatlan m-edfoku polinom gydke, akkor a felbontdsi test tartalmaz-
za a -t és Fg-t, tehdt F;(a)-t. Ugyanakkor minden m > i € N-re a? € F,(a), tehdt f minden gyoke
eleme IF;(a)-nak, igy a felbontdsi test része F, (a)-nak, tehdt a két test azonos.

U

4.16. Definicio

2 t—-1 2, . )3 TR
Ha a € F, akkor a, al,a?,..,a?  az a F,-ra vonatkozé konjugaltjai.
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4.17. Tétel
A konjugaltsag ekvivalencia-reldcio F ¢-ben, €s a konjugaltak ]th—beli rendje tovdbba ciklikus
rendje azonos. @ egymassal azonos konjugaltjainak szdma E, ahol s az a IF, folotti ciklikus rendje.
A

Bizonyitas:

Legyen a ciklikus rendje s, ekkor s < t, hiszen s osztdja a nem nulla t-nek.

1. Jelolje az Ft-beli a-ra és B-ra a~f, hogy B az a konjugdltja. Ez barmely F¢-beli rendezett
parra vagy igaz, vagy nem, igy ~ binér reldcio [ ¢-ben.

A konjugiltsdg definici6jabol kozvetleniil latszik, hogy a~a, tehit ~ reflexiv.

Amennyiben a~f és f~v, akkor § = al ésy = ﬁqv, ahol u és v egyarant t-nél kisebb nem-
negativ egész, és helyettesités utdn y = (aqu)qv =a7". De ha a F, folotti ciklikus rendje s, €s
w = (u+ v) mods, akkor u + v = w (s), tehit y = al"’ = a?”, tovabba 0 < w < s < t, igy y az
a F, folotti konjugdltja, a~y, a relacio tranzitiv.

Az el6bbi a-val és B-val legyen v = (—u) mods. Ekkor 0 <v<s<tésu+v=0(s),igy

v
BT = (aqu)q = 7" = a, vagyis a relci6 szimmetrikus is, tehdt valéban ekvivalencia-rel4cio.
2. A rendek egyenldségének bizonyitdsdhoz a szimmetria miatt elegendé megmutatni, hogy ha
a # 0 é a~f, akkor f rendje osztéja a rendjének. De ha a rendje a, akkor tetszéleges r € N-re
(@)™ = (a™)" = e, vagyis a” rendje osztja n-et, és B = a9", igy B rendje osztéja n-nek, azaz a
rendjének. Ha viszont a rendek megegyeznek, akkor a ciklikus rendek is azonosak, hiszen s = 0,,(q).

3. s osztdja t-nek, és tetszOleges nemnegativ egész i-re és k-ra Q' = q1™*,
N
4.18. Kévetkezmeény
Legyen a €s B az F ;¢ két eleme. Ekkor
1. aés p F, folotti minimal-polinomja pontosan akkor azonos, ha a~f.
Ha a~f3, akkor
2. f € Fy[x]-re a pontosan akkor gyoke f-nek, ha 8 is gyoke a polinomnak;
3. a pontosan akkor primitiv elem F¢-ben, ha f is az.
A
Bizonyitas: _
1. Ha a~f, akkor § = a?’, ahol i € N, igy B gyoke a F, folotti minimdl-polinomjdnak,
m= m,(zq)—nak. Ez irreducibilis [F, f6lott €s fépolinom, tehdt mé‘” =m= m((zq). Forditva, ha f§ gyoke

m,(zq)—nak, akkor 8 = ' egy nemnegativ egész i-vel, hiszen m,(lq) irreducibilis [F, folott, igy a~p.

2. Tudjuk, hogy ha a gyok, akkor a?' is gyok, tehat a-val egyiitt valamennyi konjugaltja, igy
is gyok. Mivel a konjugdltsdg ekvivalencia, és igy szimmetrikus, ezért visszafelé is all az 4llitas.
3. Nemnulla elem konjugéltja sem nulla. Konjugalt elemek rendje megegyezik, és egy elem
pontosan akkor primitiv elem, ha a rendje g — 1, igy ha a primitiv elem, akkor g is az, és forditva.
N

Fontos és kozvetlen kapcsolat van egy test adott test feletti relativ automorfizmusai valamint a
test elemeinek az adott test feletti konjugaltjai kozott.
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4.19. Tetel

Legyen L a g-elemil K test t-edfoku bovitése. Az L a és f§ eleme akkor és csak akkor konjugélt
X folott, ha van L-nek olyan K folotti o relativ automorfizmusa, amellyel § = o(a).
A

Bizonyitas:

Ha a és B konjugdltak K folott, akkor f = ad” egy 0 < k < tegésszel. De a = al a q-elemii
test barmely bovitésében automorfizmus, amely az alaptest elemein az identikus leképezés.

Forditva, legyen o az L X feletti relativ automorfizmusa, és = o(a), tovdbbd az a K feletti
minimél-polinomja f = ¥, c;x*. Ekkor

n

0=0=0(f@)=0 (2 qaf) = alo@)' = f(o@),
i=0

i=0

igy o(a) is gyoke f-nek. f irreducibilis (mert minimdlpolinom felbonthatatlan), ezért a kordbbiak
alapjan B az a egy q*-kitevés hatvanya, ahol 0 < k < s = deg(f). De f foka az a ciklikus rendje,
amely osztdja a bovités fokanak, t-nek, igy s < ¢, vagyis 0 < k <t, f az a K folotti konjugdltja.

U

A bizonyitdsban hivatkoztunk ra, hogy g-elemi K test barmely £ bévitésében minden k € N-re
a - a? az L K feletti relativ automorfizmusa. Belatjuk, hogy véges L-re nincs is mas lehetdség.

4.20. Tetel

Legyen az L véges test a g-elemil K test r-edfokd bovitése, és o: a — a? az L elemeire. Ekkor
az L K feletti relativ automorfizmusai #-rendii ciklikus csoportot alkotnak a o generitorelemmel.
A

Bizonyitas:

o:a ~ a? automorfizmusa L-nek, és ha @ € K, akkor a? = a, ezért 0 az L egy K feletti relativ
automorfizmusa. Test relativ automorfizmusainak szorzata szintén relativ automorfizmus, és auto-
morfizmusnak 1étezik inverze, amely ismét relativ automorfizmus, végiil az identikus leképezés relativ

automorfizmus, igy ezek csoportot alkotnak. Legyen a € L. Ekkor 0%(a) = e(a) = a = a?’, ahol ¢

. . . B . k A . k
az identikus leképezés L-en. Mivel af = (aq ) minden k € N-re, ezért, ha k-ra o%(a) = a?,

akkor ¥t (a) = ¢ (ak(a)) = (aqk)q = ", vagyis minden k € N-nel 6**1:a @,

Legyen u az L primitiv eleme, és 7 az L egy K feletti relativ automorfizmusa. A 4.19. Tétel
szerint T(u) = ud® egy k € N-nel. Amennyiben a # 0, akkor & = u’ egy q* — 1 > i € N egésszel, és
(a) = T(ui) = (T(u))i = (uqk)l = (ui)qk = aqk, tovabba 7(0) =0 = qu, vagyis T = o, igy be-
lattuk, hogy £ barmely XK feletti relativ automorfizmusa eleme a o altal generdlt ciklikus csoportnak.

u ciklikus rendje ¢, hiszen primitiv elem ciklikus rendje azonos a bovités fokaval, igy a t-nél ki-

sebb kitevékre o'(u) = ud" paronként kiilonbozé, és a megfelelé o! automorfizmusok is paronként
kiilonbdzdek, a o éltal generdlt ciklikus csoport rendje legalabb t. Masrészt az L barmely a elemével
ot(@) =al =a=0"0), igy ot = 0% = ¢, és az identikus leképezés a csoport egységeleme, ami
mutatja, hogy a csoport rendje legfeljebb t, tehdt ez a rend pontosan t, igy az L K feletti relativ
automorfizmusai egy t-edrendii ciklikus csoportot alkotnak a o generatorelemmel.

J
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4.21. Definicio
Ha a € F ¢, akkor [1L2% (x - aqk) az a F, feletti karakterisztikus polinomja.

A
A definiciébdl szerint deg(f) = t, barmely elem gyoke a sajét karakterisztikus polinomjénak,
és két elem azonos test feletti karakterisztikus polinomja pontosan akkor azonos, ha konjugéltak.

4.22. Tetel

Legyen L a g-elemil K test t-edfokud bovitése, a € L, m az a K feletti minimal-polinomja, és f
t
az a X feletti karakterisztikus polinomja. Ekkor a € K|[x], és f = ms, ahol s = deg(m).

A
Bizonyitas:

a K feletti ciklikus rendje s, és s osztdja t-nek, ezért

o~
Ju
(ZIE
|
[y

=
Il

t
S s—1
L ; t
f= _ qk — _ ql+]S — ( _ ql ): 5
l (x a ) 111 ] (x a ) 1_[ | (X a ) m

amibdl kovetkezik, hogy f K feletti polinom.

U
4.23. Kévetkezmeény
Ha L|¥, L véges és a € L, akkor a K feletti konjugdltjainak sszege és szorzata K-beli.
A
Bizonyitas:

A gyokok 0sszege és szorzata a karakterisztikus polinom egyiitthatdja, tehat K-beli.

[

Tudjuk, hogy a q™-elem test az x?" —x€ Fg[x] polinom [, feletti felbontdsi teste, igy maga
a polinom is sok szempontbdl fontos. Most ennek a polinomnak vizsgdljuk néhany tulajdonsagét.

4.24. Tetel

Az [, folott irreducibilis m-edfokd f polinom pontosan akkor oszt6ja x" —x € F,[x]-nek, ha
m|n, aholn € N.

A
Bizonyitas:

Ha n = 0, akkor m|n, masrészt x9" — x a nullpolinom, amelynek osztéja minden f polinom.
Nézziik az n € N* esetet. Ha f irreducibilis, akkor a fokszdma, tehdt m, nagyobb, mint 0. Legyen a

az f egy gyoke. flan — x pontosan akkor teljesiil, ha " — a = 0, vagyis ha @9 = a. Ez pontosan

akkor igaz, ha s|n, ahol s az « ]Fq folotti ciklikus rendje, és ha f irreducibilis ]Fq folott, akkor s = m.

[
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4.25. Tetel

" _x =
Xt —x =l ep@

szdma az n pozitiv egész szam osztdja.

f, ahol P,Eq) azon [F, folott irreducibilis fépolinomok halmaza, amelyek fok-

A

Bizonyitas:

Legyen f(q) =x7" —x. f(Q), =q"x9" "1 —e = —e, mert fn@ € F,[x] és char(F,)|q, igy
(q) -nak nincs tobbszords gyoke, tehat tobbszords faktora sem lehet. Az el6z6 tétel szerint P(q) min-
den eleme osztéja f, (Q)—nak és mivel ezek mindegyike irreducibilis, tehat pdronként relativ prim, ezért

a szorzatuk, g is osztdja f;, @ _pak. Ha most ¢ az fa (@) valamely, [, folott irreducibilis fépolinom fakto-
ra, akkor csak egyszeres faktor lehet, és az el6zd tétel szerint eleme Pn('n—nek, vagyis a t-k szorzata,

(Q) , 0sztdja g-nek, igy f, @ &g g asszocialtak. De mindkét polinom fépolinom, igy meg is egyeznek.

[

4.26. Kévetkezmény

[, folott irreducibilis, n-edfokd fopolinomok szima %de u (g) q% (1 a Moebius-fiiggvény).
A

Bizonyitas:
q" = deg(an — x) = deg (erpr(lq) f) = ZfeP,Sq) deg(f), ahol valamennyi f-re teljesiil, hogy
deg(f)|n. Jeloljik a P,Eq)-beli n-edfokd polinomok szamat N,(lQ)—Val. Ekkor ¢" = Y4n dNéq), vagyis

q"ah(n) = nN,gq) szdmelméleti fliggvény Osszegzési fiiggvénye, és igy a Moebius-féle megforditisi
Osszefiiggéssel visszakapjuk h-t, ahonnan n-nel vald osztds utdn a felirt egyenldségre jutunk.
O

Sokszor van sziikség irreducibilis polinomra. Kérdés, hogy egy véletleniil vélasztott polinom
milyen eséllyel irreducibilis. Nézziik meg, milyen ardnyban fordulnak eld az irreducibilis polinomok.

Legyen ez az ardny p(q) Tekintetbe véve, hogy n valédi osztdja legfeljebb %, azt kapjuk, hogy

nNﬁ‘”=2 ( —q+2 q>q+Z(1)q

dln n>d|n n>d|n
l"l
n
—n _ q¢ > k — l - 1
q q" q"=q" 1
n>d|n =
q2 -1 n q n q
> q"— —2qz+1+((2- ) gz - (2 =) +1
qa —q q- =q"—2q < -1 q q—1
n 2 -2, n n 2
= (qz — q_ 7_ 7_
= (qz-1) +q_1(q2 )+12(q2—1) +1.
Az I, folotti n-edfoki fépolinomok szdma q", igy kapjuk, hogy
12V
@ _ M Z<(qz Y+ 1) L )t -’
> == —q 2 nl>—(1-qg72).
R =B wen)>1(-a%)
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n

-n 1.1 p 1, 1 -z

Han = 2,akkor1—q 2>1 —EZE,tehatp,(lq) > éshaq" > 12, akkor p{? >—1-q

. § . " pis < < 2ot s . £ (1

az n szigordan monoton novekvd fiiggvénye, és a hatarértéke a +oo-ben 1, igy p,(lq) alsé becslése —

hez tart. A mésik oldalrdl viszont az n-edfoku irreducibilis fOpolinomok szorzata osztéja az x1" —x
. . L 1
polinomnak, igy nN,ﬁ‘” < q", tehat p,(ﬂ) =

Kissé eltérd szamitassal egy masik kozelitést kaphatunk:

q"= ) dNE =nN® + AN <N+ ) N AN

dln n>d|n pln d|£
14

—aND 1N 5 < N @ 3
= nhy qP < nh," + |log, n]q'2],
pln
ugyanis a kettds 0sszegben ugyanazon irreducibilis polinomot esetleg tobbszor is szdmba vessziik, a
kiilonbdz6 primosztok szama legfeljebb [log, n|, és minden p-re p = 2. A fenti eredménybdl dtrende-

zéssel kapjuk, hogy nN,ﬁ‘” > q" — |log, anH. Hasonlitsuk ezt 6ssze a korabbi levezetés egy kozbiil-
qlzl-1
q-1 °

s0 eredményével, ahol azt kaptuk, hogy nN,EQ) = YamH (g) q*=q"—q Ez akkor és csak ak-

21— n
kor ad jobb eredményt, mint a mostani, ha q" — qul > q" — |log, n]qlzl, azaz akkor és csak ak-

2] n ] n n
kor, ha qq;—_ll < |log, anlzJ. Ez biztosan teljesiil, ha #qlz] < |log, anlzJ, tehat, egyszerisitve a

pozitiv qlfJ—Vel, ha ﬁ < |log, n]. De g = 2-b6l ﬁ < 2, igy, ha 2 < [log, n|, azaz ha n > 8, akkor

a kordbbi szamités kozbiils6 eredménye adja a jobb becslést. Azt is kdnnyen be lehet 14tni, hogy péros
n esetén, ha n legaldbb 4, akkor a korabbi végsd becslés is jobb eredményt ad.

n 2 n 2
(q? - 1) +1>1>0,igy N, = %((qg - 1) + 1) > 0, ami azt mutatja, hogy véges test fo-

16tt barmely pozitiv egész n-hez van az adott test f616tt irreducibilis n-edfokd polinom, amit mds dton
mdr a 3.59. Kévetkezményben is igazoltunk (14sd a 65. oldalon).

A 4.13. Tétel megad egy sziikséges és elégséges feltételt egy polinom irreducibilitdsara, 4m ez
inkdbb csak elvileg hasznélhatd, hiszen a dontéshez ismerni kellene a polinom egy gyokét. Az alabbi
tételben olyan feltételt adunk, amely a gyakorlatban is alkalmazhat6 a felbonthatésag eldontésére.

4.27. Tétel
Az IF, f616tti n-edfokd f polinom, ahol 2 <n € N, akkor és csak akkor bonthaté fel [F, folott,
ha van olyan g >ieN™*, hogy d; = (f,xqi - x) legalabb elséfoki. Amennyiben f(0) # 0, akkor a
d; polinomok helyett tekinthetjiikk a §; = ( f, xa' =1 — e) polinomokat.
A

Bizonyitas:

Legyen f felbonthaté F,[x]-ben. Ekkor van olyan F, folott irreducibilis faktora, amelynek a
fokszdma legfeljebb n fele . Ha g ilyen faktor, és deg(g) = u, akkor g osztGja f-nek és x7° — x-nek,
igy ezek legnagyobb kozos osztdjanak is, a legnagyobb kdzos osztdé nem konstans. Ha viszont a meg-
adott korlatok kozé es6 u-ra d,, nem konstans, akkor van felbonthatatlan osztéja, mondjuk g, ennek
foka osztdja az n-nél kisebb u-nak, tehat g valédi osztdja f-nek, f felbonthato.
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Véges testek

Ha deg(f) = 2, tigy f csak tgy lehet felbonthatatlan, ha x nem osztéja, vagyis ha f(0) # 0.
Ekkor f és x relativ primek, és mivel x4 — x = x (qu_l - e), ezért (f,qu — x) = (f,qu_l — e).

[

A tételbol kovetkezik, hogy ha f felbonthat6 a g-elemt test f6lott, akkor meg tudjuk hatdrozni,
hany kiilonbozd [-edfoku, FF, folott irreducibilis faktora van, amint az aldbbi eredmény mutatja.

4.28. Kévetkezmeény
Legyen f € IF,[x] felbonthat6 IF, folott és [ a legkisebb pozitiv egész, amelyre d; legalabb elso-
foku. Ekkor d; az f paronként kiilonbozd, IF, f6lott felbonthatatlan [-edfokd osztéjanak szorzata, €s
d, foka az f IF-beli kiilonbzd gyokeinek szdma.
A

Bizonyitas:

xd — x-nek, de akkor valamennyi osztéjanak, tehat d;-nek is minden felbonthatatlan osztdja
egyszeres. Ha g az f egy l-edfoki irreducibilis osztdja, akkor g osztdja f-nek és osztdja xd' — x-nek,
tehat d;-nek, és d; minden g osztdja, tehat minden felbonthatatlan oszt6ja osztdja f-nek, igy mar csak

azt kell belatni, hogy d; minden irreducibilis osztdja [-edfokd. Legyen g foka m. g|d; |qu —x,6sg

irreducibilis F, folott, ezért deg(g)|l, tehat m < [. Ugyanakkor g|xqm —x és gld;|f, és akkor g|d,,.
De [-nél kisebb t-re d; konstans, vagyis nem lehet oszthaté a legalabb els6fokd g polinommal, ezért
m = [, ennélfogvam = [.

u akkor és csak akkor f gyoke, ha x — u oszt6ja f-nek, és x — u € FF[x] akkor és csak akkor,
ha u € g, tehét a polinom F-beli kiillonbozé gyokei €s elséfoku faktorai kolcsondsen egyértelmiien
megfeleltethetéek egymasnak, igy d; foka megegyezik f kiillonbozé gyokeinek szamaval.

U
eg(dy)

Legyen [ > i €N-rer; =0, g;; = d; és r; = 1. Az el6bbi eredmény alapjan f-nek df pa-

ronként kiilonb6z6 [-edfoku irreducibilis faktora van. Ha d; = f, akkor f minden irreducibilis faktora
egyszeres €s l-edfoku. Ellenkez6 esetben f; = dil—lel deg(f;) =n—deg(d;)) <n,és f = fid,, igy f
felbontdsa azonos f; és d; felbontasanak szorzataval. f;-nek nincs [-nél alacsonyabb fokd irreducibilis
faktora, vagyis [-nél kisebb pozitiv egész i-re (fl,xqi - x) = e, igy ezeket a legnagyobb kodzos osz-
tokat felesleges kiszamitani. Ha f egy l-edfoku felbonthatatlan osztdja tobbszoros faktora f-nek, ak-
kor viszont d,; = (fl,xqi - x) # e, és d,; minden irreducibilis osztdja az f legalabb kétszeres l-ed-

foku irreducibilis faktora. g, 1-et elosztva d,;-lel, és az igy kapott hdnyadost irva g, ;-be, a kapott g,

az f olyan l-edfoku irreducibilis osztéinak szorzata, amelyek az eredeti polinomban elsé hatvanyon
fi
dar’

és x' — x legnagyobb kozos osztdjat. Ezt addig folytathatjuk, mig olyan polinomot nem kapunk,

fordulnak eld. Legyen g;, = dy; és f5; = Ezek utdn ismét meghatdrozhatjuk az utébbi hanyados

amely madr relativ prim x9" — x-hez. A hanyadospolinomok fokszdma szigordan monoton csokken,
ezért véges sok 1€pés utdn biztosan ilyen polinomot kapunk. Ha ez a polinom f;;, akkor legyen
r; =t — 1, és legyen a polinom foka n;. f;;-nek mar nincs olyan irreducibilis faktora, amelynek a foka

legfeljebb l. Most meghatdrozzuk az [ utdn kovetkezd legkisebb olyan | < s < % kitevét, amelyre
ds = (ftl,xqs — x) # e. Ha ilyen nincs, akkor f;; felbonthatatlan, ellenkezd esetben dg az f kiilonbo-
z8 s-edfoku irreducibilis osztéinak szorzata, igy tovabb folytathatjuk a kordbban leirt eljardst. A végén

minden pozitiv egész [-re ismerjiik, hogy f-nek hany kiilonb6z6 l-edfokd, a g-elemil test folott irredu-
cibilis faktora van, és ismerjiik is minden l-re, és ezen beliil minden j-re a j-edik hatvanyon el6fordul6
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faktorok egyszeres multiplicitdsd szorzatait, ugyanis f = [[3¢-, ]‘[fﬁl g,‘;,i. Ezt példédul kihasznalhatjuk
a véges test feletti polinom faktorizdlasandl. Az eljarast az 1. algoritmus mutatja.

u=f h=x?—x
n = deg(f) j=0
k=1 elagazas vége
h=x%—x ciklus vége
j=0 han = 0, akkor
ciklus amig k < % =]
d = (u,h) kiilonben ha n = s, akkor
m = deg(d) Grj =2
ham > 0, akkor n,=j+1
j :] +1 gk,Tk =u
grj=d kiilonben
haj = 1, akkor ha k = s, akkor
s=k T, =]
kiilonben k=k+1
_ Yk j-1 ) P P
Ik,j-1 == eldgazas vége
elagazds vége ciklus [ = k-t6l n — 1-ig
u=2 =0
d
n=n—-m ciklus vége
kiilonben n1=U
Te =] =1
k=k+1 eldgazas vége
f = chzl H?:cl gllc,l

1. algoritmus

Mivel a felbonthat6sdg mindig adott testre vonatkozik, ezért érdemes megvizsgalni, hogy ha
egy polinom felbonthatatlan egy test folott, akkor hogyan viselkedik egy mésik testhez viszonyitva.

4.29. Tetel

Ha f n-edfokd irreducibilis polinom a g-elem K test folott, s L a K m-edfokud bovitése, akkor
f d = (m, n), paronként kiilonb6z6, L[x]-ben irreducibilis polinom szorzata, és valamennyi faktor g—

edfokd. Ha a € L az f gyoke, akkor a?" és a? pontosan akkor gyoke ugyanazon faktornak, ha

u=v(d),igyd > i € N-re az a? gyokok a felbontss kiilsnbozé polinomjainak gyokei.
A

Bizonyitas:

Legyen M az f K folotti felbontési teste, és tegyiik fel, hogy f a K test folott irreducibilis, n-
edfoku fopolinom (ez utdbbi feltétel semmiben nem korlatozza az 4ltaldnossdgot, hiszen a féegyiittha-
t6 nem nulla, és igy egység a test feletti polinomgyftiriiben), toviabba a az f egyik M-beli gydke. Mivel

f n-edfoki, F, folott felbonthatatlan fépolinom, ezért M folott f = [Ti5 (x —a?'), és j>i €N
egészekre 0l =q¥ o= j (n). Legyen f felbontdsa £ folstt f = [['Zg c. Nyilvan teljesiil, hogy f
gyokeinek halmaza megegyezik a faktorok M-beli gyokei halmazdnak unidjaval. f irreducibilis K fo-
lott, igy gyokei egyszeresek, amibdl kovetkezik, hogy a g; polinomok pdronként kiilonbozoek, tehat

M-ben gyokeik halmaza paronként diszjunkt, masrészrdl egyik ilyen halmaz sem iires, hiszen irreduci-
bilis polinom legaldbb elséfoku, azaz, 6sszefoglaléan, a g; polinomok gydkeinek halmazai f gyokei

halmazat particiondljdk. Legyen u az r > i € N indexek barmelyike, és § a g,, gyoke. Ekkor f = ad”
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alkalmas n > k € N egésszel. g,, L folott felbonthatatlan polinom, ezért g,, valamennyi gyoke a 8 va-

lamely (g™)! = q™ Kitevés hatvanya, vagyis a9 " -alakd, és g, foka a legkisebb pozitiv egész t,

amelyre teljesiil a k = k + mt (n) kongruencia, ahonnan deg(g,,) = g. Mivel ez fliggetlen u-tdl, ezért
valamennyi faktor foka azonos, ahonnan azt is kapjuk, hogy a faktorok szdma, r, éppen d.

A fentiek alapjan " és al és akkor és csak akkor gyoke ugyanazon faktornak, ha egy w egész-
szel j = i + mw (n). Ilyen w pontosan akkor létezik, ha j — i oszthaté m és n legnagyobb kozos osz-
téjaval, azazhai =j (d), ésigyd > i €N -re az ' gyokok paronként kiilonbozo faktorhoz tartoz-
nak.

N

A tételbdl kozvetleniil kapjuk az alabbi eredményt.

4.30. Kévetkezmeény
Véges K test felett irreducibilis n-edfoki polinom pontosan akkor felbonthatatlan a K m-edfo-

ki L bdvitése folott, ha (m,n) = 1, és pontosan akkor elséfokd polinomok szorzata L[x]-ben, ha n|m.
A

n-edfoku irreducibilis polinom gyokével bovitve, a bovités foka n, és ha n osztdja m-nek, akkor
az m-edfoku bdvités az n-edfoku bovitéssel kapott test bovitése, igy természetes, hogy amennyiben m
oszthatd n-nel, akkor az igy bovitett test felett a polinom elséfoku tényezdk szorzata.

A fejezet hatralévo részében polinomok reciprokéval és a reciprok polinomokkal foglalkozunk.

4.31. Definicio

A K test feletti n-edfoki f polinom reciproka, illetve dudlisa f* = x™(f o x™1), mig 0* = 0.
A

4.32. Tetel

Ha f € K[x], akkor f* is K feletti polinom. Amennyiben f* K felett felbonthat6, akkor f is
felbonthaté K felett, mig ha f felbonthaté I [x]-ben, és £ (0) # 0, akkor f* is reducibilis K folott.
A

Bizonyitas: '
0" = 0 € K[x], igy a tovdbbiakban legyen 0 # f = Y[~ a;x", ahol a,, # 0 (tehit deg(f) = n).
A bizonyitdsban a dudlisra vonatkozé tobb, bnmagdban is fontos tulajdonsdgot 14tunk be.

a) fr=xfox D =x"Y",a;x  =Y" ax"t =Y b;x', ahol b; = a,_;, igy f* va-
I6ban K feletti polinom, és f™* akkor €s csak akkor nulla, ha f a nullpolinom.

b) Legyen f = gh, és g és h foka rendre m és r, ekkor n = m + r. x felcserélhetd az egyiittha-
tokkal, fgy f* = x™(f o x™1) = x™*7((gh) o x™1) = (x™(g o x™ 1)) (x"(hox™1)) = g*h".

¢) Ha f = c € K* € K[x], akkor deg(f) =0, és f* =c* =x%cox™1) =c, mig f = x ese-
téndeg(f) = 1,igy f* =x* =x(x ox™ 1) =e.

d) a) szerint f* legfeljebb n-edfoku, és akkor és csak akkor n-edfokd, ha 0 # b, = a, = f(0).

e) f*(0) = by = a, # 0.

f) Ha f = x"g, ahol §(0) # 0, akkor b) és c) alapjan f* = g*, ezért (f*)* = (g*)". Most d)-
bél g* foka azonos g fokaval, és igy az a) ponthoz hasonldan eljarva, és figyelembe véve e)-t kapjuk,
hogy (f*)* = g. Ebbdl kovetkezik, hogy (f*)*|f.
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g) Legyen f* felbonthaté K felett, és f* = gh, ahol g és h egyarant legalabb els6fokd. Az e)
pont alapjan £*(0) # 0, és igy §*(0) # 0 és h*(0) # 0, vagyis mind g*, mind h* legaldbb elséfoka.
Viszont g*h* = (f*)*|f, ami mutatja, hogy f is felbonthaté K fol6tt.

h) Ha f felbonthat6, és £(0) # 0, akkor f = gh olyan g és h polinomokkal, hogy mindkét po-
linom foka legaldbb 1, és §*(0) # 0 # h*(0). Innen kapjuk, hogy f* = g*h*, és mindkét tényez6 leg-
alabb elsofokd, tehat f reciproka felbonthatd.

U

4.33. Tetel

0 # f € K[x]-nek a # 0 akkor és csak akkor k-szoros gyoke, ha a™1 az f* k-szoros gyoke.
A

Bizonyitas:

Legyen elészor a nem nulla a az f k-szoros gyoke, ekkor f = (x — a)*g, g(a) # 0, és a-nak
létezik inverze, igy f* = (e — ax)*g* = (—a)*(x — a 1)*g*, a inverze legaldbb k-szoros gyoke f
dualisanak. Amennyiben viszont §*(a~1) = 0, akkor f* = (x — a~1)**1h, innen az elébbi atalaki-
tashoz hasonléan eljarva kapjuk, hogy (f*)* = (—(a) " H)**1(x — a~)**1h*, és mivel (f*)* osztéja
f-nek, ezért f = (x — a)**1u, ami lehetetlen, hiszen ez azt jelentené, hogy a legaldbb k + 1-szeres
gyoke f-nek.

Forditva, ha a™! f*-nak k-szoros gyoke, akkor az elébbiek szerint @ pontosan k-szoros gyoke
(f*)*-nak. De f = x"(f*)*, ahol r €N, és a # 0 (mert a~! f* gyoke), igy a nem gyoke x"-nek,
ezért @ multiplicitdsa f-ben és (f*)*-ban azonos, tehét @ pontosan k-szoros gyoke f-nek.

U
Erdekesek és fontosak azok a polinomok, amelyek dudlisa sajat asszocialtjuk.
4.34. Definicio
A XK test feletti f polinom 6ndualis vagy reciprok, ha f* = cf egy K*-beli ¢ elemmel.
A
4.35. Tétel
A K test feletti nemnulla f polinomra az aldbbi 4llitasok ekvivalensek:
1. f ondualis;
2. fr=fvagy fT=~f;
3. ha a gyoke f-nek, akkor a és a~! azonos multiplicitdsti gyoke a polinomnak.
A

Bizonyitas:

1. Legyen f # 0 ondudlis. Ekkor £(0) = c~! £*(0) # 0, igy (f*)* = f. Ezt alkalmazva kap-
juk, hogy f = (f)* = (cf)* = cf* = c(cf) = c?f, és innen c? = e (mert f nem nulla), vagyis c
gyoke a K feletti x? — e polinomnak. De ennek a polinomnak pontosan két megolddsa van, e és —e
(ha a test karakterisztikdja 2, akkor ez a két gyok azonos, vagyis ekkor egy darab kétszeres gyok van).

2. Ha f* = f vagy f* = —f, és f nem a nullpolinom, akkor f konstans tagja nem nulla, igy a
0 nem gyoke a polinomnak. Az el6z6 tételben bebizonyitottuk, hogy egy polinom nem nulla gyokének
multiplicitdsa és a gyok inverzének multiplicitdsa a reciprok polinomban azonos, az pedig nyilvanvald,
hogy egy polinomnak és ellentettjének a gyokei azonosak és ugyanolyan multiplicitasiak.

3. Ha f barmely gyoke és a gyok inverze azonos multiplicitasi gyoke f-nek, akkor f és f*
gyokei a 4.33. Tétel szerint azonosak, és igy egy konstans szorz6tdl eltekintve a polinom megegyezik
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a reciprokdval (mert ha két polinom gyokei multiplicitdssal egyiitt azonosak, akkor a két polinom csak
egy nem nulla konstans szorzéban kiilonbozik), tehat f ondudlis.
O

m;

Ha f € K[x] ondudlis, akkor f = (x —e)"(x + )5 [12, ((x — ul-)(x — ui_l)) ,ahol 1, s, t
és t = i € N*-ra m; nemnegativ egész szdm, valamint u; a test 0-t6l, e-t8l és —e-t6l kiillonbozé ele-
mei. (x—e)*=—(x—e), x+e) ' =x+e és ((x — ui)(x — u{l)) =(x— ui)(x — ul-_l), ezért

mi A

f*=(=1)"f, tovabba [T¢_, ((x —u)(x — u{l)) foka pdros. f (v) = 0 esetén legyen f,, = xf: Ha
f* = —f, akkor e biztosan gyoke f-nek, és ekkor f," = f,, mig ha deg(f) pdratlan, akkor e és —e
legalabb egyike gyoke f-nek, és ha f* = cf, akkor az el6bbi esetben f,” = (—c)f,, mig az utébbi
esetben f~, = cf_,. Azt konnyli megdllapitani, hogy egy polinomnak gyoke-e e illetve —e, igy, ha az

m;
eredeti polinomot mindig osztjuk a gyoktényezdvel, akkor végiil a g = [1f_; ((x —u)(x — ui_l))
polinomot kapjuk, amely az elébbiek szerint paros fokszamu, és g* = g. A tovdbbiakban feltessziik,
hogy f = Y2 a;x! mar ilyen alakd, vagyis olyan 6ndudlis polinom, amelynek sem e, sem -e nem
gyoke. Ekkor a; = aypm—;, €s ebbél f = Y2 a;xt = x™ (X  a; (x™ + x‘(m‘i)) +an). Legyen
y=x+x"1 Ha k €N, akkor (x* +x7%)(x +x71) = (x*** + x‘("“)) + (xkt 4 x‘(k‘l)), és
fgy xft 4 70D = (xk 4 x7F) (o + x71) — (k7T + 27 * D), x0 4 x70 = 2¢ = 2y°, és hason-
16an, x* + x ' =x +x~t =y = y!, vagyis k = 0 és k = 1 esetén x* + x 7 y k-adfokd polinomja.
Tegyiik fel, hogy ez igaz minden n > i € N esetén, ahol n pozitiv egész szdm, és legyen i-re a megfe-
lel6 polinom f;. Ekkor, az el6z6 eredmények alapjan,

X 20D = (0 xRy — (x4 x D) =y

és a felirsbol ldthatéan ez is az y n + 1-edfokd polinomja, tehdt Y7%" a;(x™ % + x~M=D) + q,,, is
polinomja y-nak, és a foka y-ban m. f reciprok polinom, igy a 0 nem gyoke, tehat f akkor és csak ak-
kor 0 egy u pontban, ha Y7 ;* al-(xm_i + x_(m_i)) + a,, értéke is 0 ugyanebben az u pontban. Ha a
g =Y" aifm-i + @y polinom egy gydke v, akkor v = x + x~1-bél megkapjuk f egy u gyokét: ez
2
az elébbi kifejezésbol az x2 — vx + e polinom gyoke lesz, azaz u = zv_e + (zv_e) — e, kivéve, ha a
test karakterisztikdja 2. Minden v-hez meghatdrozva u-t, megkapjuk f valamennyi gyokét, vagyis a
2m-edfoku polinom gyokeit egy m-edfoku, és legfeljebb m kiilonb6z6 masodfoku polinom gydkeinek
meghatdrozdsara vezettiik vissza. Ez példaul azt jelenti, hogy reciprok polinomok esetén a komplex
test folotti legfeljebb 9-edfoku polinom gyokeit gydkképlettel tudjuk meghatarozni.

Végiil meghatarozzuk a dudlisok legnagyobb kozos osztdjat és legkisebb k6zos tobbszorosét.

4.36. Tétel
Ha d = (filn =i € N*) és t = [f;ln = i € N*], akkor az f;-k dudlisainak legnagyobb kozos
osztdja d*, és legkisebb kozos tobbszorose t*.
A

Bizonyitas:

Ha minden i-re f; a nullpolinom, akkor a legnagyobb k&6zds oszté a nullpolinom, és ekkor igaz a
legnagyobb k6z0s osztéra vonatkoz6 éllitds. Amennyiben a megadott polinomok kdzott van nem nul-
la, akkor a legnagyobb kozos osztd értékét nem befolydsolja nullpolinomok hozzivétele vagy elhagya-
sa, igy feltehetjiik, hogy a megadott polinomok egyike sem nulla. Legyen § a reciprok polinomok leg-
nagyobb k6z6s osztdja. Mivel nemnulla polinom dudlisa a nulldban nem nulla, és § osztéja a dudlisok-

nak, ezért §(0) # 0, és igy (6*)* = 6. n =i € NT-ra § oszt6ja f;"-nak, igy 6* osztéja (f;")*-nak, ami
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viszont osztdja f;-nek, amibol kovetkezik, hogy §* osztdja az f;-k legnagyobb k6zos osztdjanak, azaz
d-nek, innen pedig kapjuk, hogy &* reciproka, vagyis § osztéja d*-nak. Masrészrél valamennyi
n >1i € N*-ra d oszt6ja fi-nek, ezért d* osztdja f;"-nak, ami csak tigy lehetséges, ha egyben osztéja
az utobbi polinomok legnagyobb kozos osztéjanak, azaz §-nak. Ez az elébbi oszthatdsdggal kiadja,
hogy 6 és d* asszocidltak, és ha mindkettdt fépolinomnak vélasztjuk, akkor meg is egyeznek.
Amennyiben az adott polinomok kozott el6fordul a nullpolinom, akkor a legkisebb kdzds tobb-
sz0ros is nulla, masrészt a reciprokok kozott is fellép a nullpolinom, igy a két legkisebb kozos tobb-
szoros egybeesik. Legyen most az f;-k halmaza olyan, amelyben nem szerepel a nullpolinom; a legki-
sebb kozos tobbszordsre vonatkozo allitast indukcidval bizonyitjuk. Ha n = 1, akkor nyilvdnval6 az
egyenl6ség. Ha n = 2, akkor td = f;f,, amib6l mar adédik az allitds, hiszen d* az f;" és f, legna-
gyobb kozos osztéja. Végil n > 2-nél [f;|n = i € N*] = [[f;In > i € N*], f, ], igy indukci6val min-
den n € N*-ra igazoltuk a tétel legkisebb kdzds tobbszordsre vonatkozo részét.
U

&9






A

Vissza a tartalomhoz

5. Véges test feletti polinomok felbontasa

Egy adott objektum felbontdsa kisebb OsszetevOkre, a dekompozicid, a faktorizacié abbdl a
szempontbdl elényos, hogy az egyszerlibb 6sszetevok tulajdonsiagainak vizsgalata dltaldban kdnnyebb,
ugyanakkor ezen tulajdonsdgok ismeretében sok fontos informdciét ismerhetiink meg az eredeti, bo-
nyolultabb objektumrdl. Test folotti polinomok gytriit alkotnak, ahol a gylirti euklideszi, tehdt Gauss-
gylrd, és igy az ilyen nem nulla polinomok Iényegében véve egyértelmiien irhatéak az adott test f6l6tt
felbonthatatlan polinomok szorzataként, ahol ezek a felbonthatatlan polinomok egyben primek is a
polinomgytiriben. A felbontés ismeretében valaszolni tudunk kiilonb6zd kérdésekre, példaul konnye-
dén meg tudjuk adni a polinom valamennyi oszt6jat. Az alabbiakban ismertetiink egy felbontasi algo-
ritmust, az tigynevezett Berlekamp-algoritmust, azzal a megjegyzéssel, hogy 1éteznek mds felbontasi
algoritmusok véges test feletti polinomokra, és léteznek a Berlekamp-algoritmusnak kiilonbdz6 médo-
sitdsai is. A fejezetben az algoritmus 1épései sordn el6bukkand kérdéseket tobbnyire a sziikségesnél 4l-
taldnosabban vizsgaljuk.

Els6ként ismét emlékeztetiink néhany, a tovdbbiakban felhasznalt tényre.

1. Ha R gylir(i, és R[x] az R folotti x-hatdrozatlant polinomgyfir(i, akkor R[x] tartalmaz egy,
az R-rel izomorf részgyliirit, a konstans polinomok gytr{ijét. Ekkor R bedgyazhat6 a poli-
nomgyfiriibe. A tovdbbiakban ennek megfeleléen mindig feltessziik, hogy R < R[x], ahol R
elemei azonosak a megfeleld konstans polinomokkal.

2. |R[x]] = |R| = 1, és |R[x]| = 1 akkor és csak akkor, ha |R| = 1, vagyis ha R a nullgyfrii.

3. R[x] akkor és csak akkor kommutativ, ha R kommutativ, pontosan akkor nullosztémentes,
ha R nullosztémentes (nullosztémentes gytirtirdl feltessziik, hogy van legaldbb két eleme),
igy R[x] és R egyszerre integritdsi tartomdny vagy nem integritdsi tartomany, és vagy mind-
két gylirli egységelemes, vagy egyik sem az, és ha egységelemes a két gylirli, akkor az egy-
ségelemiik azonos.

4. R[x] akkor és csak akkor Gauss-gylirli, ha R Gauss-gytrli (vagyis olyan egységelemes in-
tegritdsi tartomdny, amelyben barmely nem nulla elem a tényezdk sorrendjétdl és asszocialt-
sagtol eltekintve egyértelmiien irhat6 véges sok, a gyliriiben irreducibilis elem szorzataként.

5. Ha § nullosztémentes gytirii, és R az § legaldbb két elemet tartalmazé részgytiriije, akkor a
két gytirti karakterisztikdja azonos. Ebbdl kdvetkezik, hogy ha R nullosztomentes, akkor R
€s R[x] karakterisztikdja megegyezik.

6. Ha R integritasi tartomany, 0 # u € R, v € R és v|u, akkor v # 0, és van olyan egyértel-
miien meghatdrozott w € R, hogy vw = u = wv. Ekkor w sem a gytliri nulleleme, és w-t a

w = % alakban irhatjuk.

Legyen 0 # f € R[x], deg(f) =n € Nt és f = ¥, a;x". Ekkor f' = Y™, ia;x'"! legfeljebb
n — 1-edfoku, amint az az elébbi felirdsbdl kozvetleniil leolvashatd. deg(f’) < n — 1 csak akkor le-
het, ha na,, = 0. Legyen R nullosztémentes, ekkor, tekintettel arra, hogy a,, # 0, na,, = 0 akkor és
csak akkor teljesiil, ha n oszthat6é a gylrli karakterisztikajaval. Mivel n pozitiv egész szam, ezért nem
lehet oszthaté 0-val, tehat 0-karakterisztikdju gytirti feletti pozitiv fokszdmu polinom derivaltjdnak fo-
ka pontosan eggyel kisebb, mint az eredeti polinom foka, és hasonl6 a helyzet, ha a primkarakteriszti-
kdju gytrii karakterisztikdja nem osztéja a polinom fokdnak. Most legyen char(R) = p € N7 és p|n,
vagyis legyen n = pm, ahol m is pozitiv egész. Ekkor §(f) <n — 1, és akdr f' = 0 is lehetséges.
Legyen f olyan, hogy f’' = 0. Ez csak tgy lehetséges, ha a f minden olyan tagjdnak egyiitthatéja 0,
amelynek a foka nem oszthaté p-vel, vagyis ekkor f = Yt o ap,x P = YL by (xP)* = g o xP, ahol
b = ayp és g = Y=o brx* € R[x] . Ha minden m > k € N-re van olyan ¢, € R, hogy c? = by, ak-
kor f =Y obx’® = Y7o P (x%) = (X0 crx®)’ = h? egy h = ¥ cpx® € R[x] polinom-
mal. Amennyiben R véges, vagyis R véges és nullosztomentes gyiirli (azaz R véges test), akkor az
u - uP leképezés automorfizmus R-en, tehdt bijektiv, és i{gy minden R-beli elemnek van egy és csak
egy p-edik gyoke magdban R-ben. Ekkor f' = 0 esetén f = hP, és ez forditva is igaz, hiszen, ha f egy
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h polinom p-edik hatvénya, ahol a nem nulla p a gyfiri karakterisztikdja, akkor f' = ph?P~1p’ = 0.
Altaldnosabban is, ha f = g o xP, akkor f' = (g’ o xP)pxP~1 = 0.

Megmutatjuk, hogy van olyan p primkarakterisztikdji nullosztémentes gytir{i, ahol nem minden elemnek
van p-edik gyoke. Legyen K tetszdleges p-karakterisztikdju test, és © egy, a K folott transzcendens elem (vagy-
is olyan elem, amelyik egyetlen nem nulla, X feletti polinomnak sem gyoke; ilyen van, példdul x € K[x]). Ek-
kor O is transzcendens JC folott. Ha ugyanis OP gyoke egy f € K[x] polinomnak, akkor © gyoke a szintén K

feletti f o xP polinomnak, és igy f csupdn a nullpolinom lehet. K(OP) = {% | feEK[xINO+g€EeK [x]}, hi-

szen K(OP) a K bdvitése, tehét tartalmaznia kell K-t és tartalmaznia kell @P-t, de akkor ®P minden nemnegativ
egész kitevGs hatvanydt, ezek K-beli elemmel valé szorzatét és az ilyen szorzatok véges Osszegeit, vagyis OF K

feletti polinomjait. f(©P) akkor és csak akkor 0, ha maga az f polinom 0 (mert O transzcendens K folott), és

fe
P
mivel JC(OP) test, ezért = 30P)

) is benne kell, hogy legyen, ha g # 0. Még azt kell belétni, hogy a polinom-miive-

letekkel {f ©) | feEK[xI]N0O+g€EeK [x]} test, vagyis nem iires, zért a kivondsra, valamint a nem nulla elemek-

AP és f2(0P)
§1(0P) — g(eP)

oer)

. : a halmaz két eleme. Ekkor
é(er)

kel val6 osztdsra. 0 = a megadott halmaz nem iires. Legyen

f10%)  £(67) _ f1(0")3(0") — f(67)g,(8%) _ f(OP)
9:1(07) g, () 9:(67)§,(67) g(er)

ahol f = fig, — f291 és g = 9192 g1 # 0 # g, ezért g # 0, gy A(op) ) e K(OP). Amennyiben f, # 0, akkor

f2(9 )

5.9 * 0, és ekkor

fi(e") (ﬂ(@p))‘l _H®") §,(6") _ /1(87)g,(07) _ a(6")
§1(0r) \ g,(e7) §.(0P) £,(6P)  g,(0P)f,(oP) ©D(OP)

azu = f, 9, és v = f, g, jeloléssel, és most ismét nem nulla a nevezd, mert f, # 0. Ha a k egész szimnak nem
osztéja p, akkor @F & K (©P) Ezt elegendd pozitiv kitevével beldtni, mert ©F # 0, igy ©F akkor és csak akkor
eleme a testnek, ha ©~% benne van a testben. Tegyiik ugyanis fel az 4llitds ellenkezdjét. Ekkor ©F = {Egpz egy K
feletti £ és nem nulla g polinommal, vagyis ® gycke a h = f o xP — x*(g o xP) € K[x] polinomnak. De © K
folott transzecendens, igy h csak a nullpolinom lehet. g nem a nullpolinom, igy legaldbb egy egyiitthatja, mond-
juk az l-edfoki tag egyiitthat6ja nem nulla. Legyen t = kmod p, ekkor p > t € N* és x*(g o xP)-ben csak
olyan egyiitthat6 lehet nullatdl kiilonb6z6, amelynek az indexe kongruens t-vel modulo p, vagyis | =t # 0 (p).
Ugyanakkor f o xP-ben csak a p-vel oszthat6 kitev6éhoz tartozé egyiitthatok lehetnek nullatél kiillonbozéek, tehat
ha x*(g o xP) i-edfoki tagjinak egyiitthatéja v;, f o xP-ben az i-edfoki tag egyiitthatéja u;, végiil w; a h i-
indexil tagjanak egyiitthatdja, akkor u; = 0 és v; # 0, tehat w; = u; —v; = 0 — v; = —v; # 0, ami nem lehet,
mert h = 0. Az nyilvdnval6, hogy OF € K(0), igy K (0)|K (OP), és mivel az elébbiek szerint © € K(OP),
F(OP) valddi részteste K (O)-nak. K(0)-n a ¢:u — uP leképezés injektiv homomorfizmus, és Im(¢p) része
K (®7)-nek, mert ¢(K) S K és O képe OP, és a miivelettartds kovetkeztében {E i képe ]:1 (((2;)) € K(OP) egy f; és
g1 # 0 K feletti polinommal. Mivel a leképezés injektiv, ezért egyetlen olyan elem van a bdvebb testben,
amelynek a képe OF, és ez ©, 4m ez nincs benne K (0P )-ben, igy 0P-nek nincs p-edik gyoke K (07)-ben.

Az elébbiek szerint J (OP) valddi részteste K (0)-nak, és ¢@:u = uP bijektiven és milvelettartéan képezi
le K(0)-t KD (OP)-re, ahol KL = ¢(K), vagyis KD (0P) izomorf K (0) egy valdi résztestével, tehat K (0)
izomorf dnmagédnak egy valddi résztestével. Indukcidval innen azt kapjuk, hogy minden nemnegativ egész i-re

K@D (@) 2 3© (07') |3V (07", ahol K© = K és K+ = ( K©), és van K (")-nek olyan
valédi részteste, példdul 3¢ (+D ((E)pm), amely izomorf K ((E)pi)-vel, és akkor J (@) egy valédi résztestével.
A most targyalt bovitéssel kapcsolatban még egy dolgot mutatunk, amely eltér az eddigiektdl. A rovidség

kedvéért vezessiik be az L = F(OP) jelolést. © gydke a 0 # (x — )P = xP — OP € L[x] polinomnak, amint az

kozvetlen behelyettesitéssel lathat6, igy O algebrai L folott, és az L f616tti minimdl-polinomja osztdja xP — OP-
@ _

nek, vagyis mg” = (x — 0)" egy p = r € N* kitev6vel. De (x — ©)" konstans tagja 0", és ez a fentebbi ered-
ményeink szerint csak akkor lehet benne az L testben, ha r oszthat6 p-vel, ami csak gy lehet, ha r = p, hiszen r
a p-nél nem nagyobb pozitiv egész. Ez azt jelenti, hogy az L test folott irreducibilis, L-beli egyiitthatés xP — @P
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polinom gyokei p-szeresek, vagyis nem egyszeresek, szemben a nulla-karakterisztikdjui, valamint a véges testek-
kel, ahol irreducibilis polinom minden gydke egyszeres.

Visszatérve a polinom derivaltjdhoz, legyen f, = f, valamilyen k € N-re és minden k > i € N-re
fi =0, fi = gioxP és fi,, = g;, végiil fi, # 0. Ilyen k biztosan létezik, hiszen ha deg(f;) = n; a k-
ndl kisebb i indexre, akkor f;,, foka n;;, = %, és ez pozitiv egész, mivel ng = n > 0. Legyen p” || n
(vagyis p"|n, de p"*1 t n), ekkor k <, és ha k < r, akkor deg(fy) < ny — 1, mert ekkor még p|n.
Indukciéval konnyen beldthatd, hogy f = fy = fi © xpk, €és ha f;, minden egyiitthatéjanak van R-ben
p*-adik gyoke (és véges R esetén ez igaz), akkor f = gpk egy R folotti g polinommal.

Ha a véges test feletti f polinomot faktorizaljuk, akkor elegendd az elébb g-vel jelolt polinomot
felbontani, és minden faktornak a felbontdsban szerepld kitevéjét szorozni p¥-val, igy a tovdbbiakban
feltessziik, hogy f derivéltja nem nulla. Ismét dltalanosabban kezdjiik a vizsgalatot, azaz feltessziik,
hogy f egy p-karakterisztikdji R Gauss-gylirii feletti polinom. Legyen f = gth, ahol g irreducibilis a
gylirt folott, t pozitiv egész szam, és g nem osztdja h-nak (és ekkor relativ prim h-hoz, hiszen g irre-
ducibilis). f derivéltja f' = g*~1(tg’'h + gh'), ahonnan ltjuk, hogy g legaldbb a t — 1-edik hatva-
nyon van f'-ben. Ha tg’ # 0, akkor g’ # 0 és p t t. g’ foka kisebb g fokdndl, ezért nem lehet osztha-
t6 g-vel, és h sem tobbszordse g-nek, igy g'h nem oszthat6 g-vel, hiszen g irreducibilis, tehét prim a
gytrli folott. Ekkor tg'h sem oszthaté g-vel, ugyanis p t t -bdl t és p relativ primek (mert p prim-
szam), igy alkalmas r és s egészekkel 1 = rt + sp, majd g'h = 1(g’'h) = (rt + sp)g'h =r(tg'h).
Ebben az esetben tehdt pontosan t — 1 a g kitevdje f'-ben, mert a kéttagi tg'h + gh'-ben az egyik
tag oszthat6 g-vel, mig a mdsik tag nem. A mdsik esetben tg' = 0 (igy vagy g’ = 0, vagy p osztéja t-
nek), és f' = gth’, vagyis f'-ben g legaldbb a t-edik hatvdnyon van (attél, hogy h nem oszthat6 g-
vel, még lehetséges, hogy a derivdltja tobbszorose g-nek). Azt kaptuk tehdt, hogy f'-ben g kitevdje
legaldbb t — 1. Legyen d az f és f' legnagyobb kozos osztdja. f' nem nulla, és ekkor a foka kisebb,
mint f foka, tehit d sem a nullpolinom, és alacsonyabb foki, mint f. Mivel g az f polinomban a t-
edik, mig a derivéltban legaldbb a t — 1-edik hatvanyon 4ll, ezért d-ben g t-szer vagy t — 1-szer for-

dul eld, és innen g-ben vagy nem szerepel g (akkor és csak akkor, ha tg’ = 0), vagy pontosan egysze-
res tényezdje a legnagyobb kozos osztonak, ennél fogva d vagy konstans polinom, vagy, ha nem, ak-
kor négyzetmentes. f = gd, igy elegend¢ kiilon g—t és d-t faktorizélni. d faktorizdldsa azonos az ere-
deti f polinom felbontdsaval (azaz addig derivalunk, mignem a derivalt mar nem a nullpolinom, stb.),
és mivel d foka kisebb, mint f foka, ezért, ha g—t véges sok 1épésben sikeriil felbontanunk, akkor f-et

is fel tudjuk bontani véges sok 1épésben. A tovdbbiakban tehét olyan polinom felbontasaval foglalko-
zunk, amelynek nincs tobbszords faktora, vagyis amelyik négyzetmentes.

Legyen a g-elemi test folotti, pozitiv n fokszamd, négyzetmentes f fopolinom ]Fq folotti fel-
bontasa f = [[¥_, g;. ahol k pozitiv egész szdm, és a g;-k paronként kiilonboz0, FF, [x]-ben irreducibi-
lis fopolinomok (feltehetjilk mind f-rdl, mind a faktorairél, hogy fépolinomok, mert nem nulla kons-
tans szorzo egység egy test folotti polinomgytiriben). Egyeldre sem k-t, sem a g;-ket nem ismerjiik,
sOt, éppen az a célunk, hogy ezeket meghatdrozzuk. A felbontdshoz keresiink egy olyan, n-nél alacso-
nyabb fokd, nem konstans h € FF,[x] polinomot, amelyre h¥ — h oszthat6 f-fel, és minden ¢ € FF-ra
meghatarozzuk f és h — ¢ legnagyobb koz6s osztdjat. Minden legaldbb elséfokid legnagyobb kozos
oszt6 az f (nem feltétlenil irreducibilis) faktora. Ha a kiilonb6z6 ilyen faktorok szdma k, akkor meg-
kaptuk f irreducibilis faktorokra valé felbontasat. Ellenkez6 esetben valasztunk egy uj h polinomot, €s
valamennyi elobbi faktorral ismét meghatdrozzuk az Gsszes legnagyobb k6zos osztét minden h — ¢
polinommal, és igy tovdbb. Megmutatjuk, hogy az eljaras véges sok 1épés utan befejezddik. Most még
az sem vilagos, hogy egyaltalan létezik-e a feltételnek megfelel6 h polinom, ha igen, akkor taldlunk-e
az esetleges tovabbi fordulékban djabb polinomokat, ha a faktorok szama k, akkor megallhatunk-e, és
egyaltalan, tudjuk-e, hogy mikor lehet ledllni, hiszen ehhez ismerni kell az irreducibilis faktorok sza-
mét. A tovabbiakban megmutatjuk, hogy mindegyik kérdésre megnyugtatd vdlaszt tudunk adni.
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Ha egy kommutativ gyiirii u és v elemének kiilonbsége oszthat6 a gylirli w elemével, akkor azt
is fogjuk irni, hogy u = v (w), és ilyenkor azt is mondjuk, hogy u kongruens v-vel modulo w. A
kongruencidk dsszeadhatéak €s szorozhat6ak, és akkor hatvanyozhatdak is. Valdban, legyen R kom-
mutativ gyiri, w € R, n € N ésn > i € N-re ul € R, v; € R gy, hogy ul = vl (w). Ekkor minden

megadott i indexre w|u; — v;, és Yo Ui — Yoo Vi = Yea(u; — vy), fgy Yig u; — Mg v; is tobb-
szorose w-nek, tehdt Y1 u; = Y1l v (w). A szorzasnak a kongruencidval valé kompatibilitasat in-
dukcidval latjuk be. ]_[l=0 u=e=e= ]_[i;l0 v; (w), n = O-ra tehdt igaz az allitds. Most tegyiik fel,
hogy [T ¢ u; = [T vi (W), és legyen uy, v, az R-nek a w modulus szerint kongruens két eleme.
Ekkor [T ou; = ([0 wi)un = uuy, az u = [1[54 u; jeldléssel, és hasonléan, [[iL,v; = vvy,, ahol
v = [~ v;. De uu, — vv, = u(u, — v,) + (u — v)v,, és mindkét zirjeles tényezd, de akkor a

teljes kifejezés is oszthaté w-vel, azaz [[[-ou; = uu, = vy, = [ljwov; (W), vagyis n + 1, ugyan-
azon modulus szerint paronként kongruens elem szorzata is kongruens a véltozatlan modulussal.

1. Legyen R kommutativ gyiirli, Uyer 4, = A S R, ahol I' €s az A,, halmazok egyike sem iires,
és tegyiik fel, hogy minden A, halmaznak Iétezik d,, legnagyobb kozds osztdja. Ilyen feltételekkel A-
nak akkor és csak akkor 1étezik legnagyobb kozds osztdja, ha a részhalmazok legnagyobb k6zos 0szto-
inak létezik a legnagyobb kozos osztdja, és ha 1étezik, akkor a két legnagyobb kozds osztd — asszoci-
altsagtol eltekintve — azonos. Legyen ugyanis az A elemeinek legnagyobb k6zos osztéja d. d osztdja A
minden elemének, de akkor valamennyi y-ra A, minden elemének, tehdt minden y -ra d,-nak, vagyis
d kozos osztdja a d), legnagyobb kozos osztéknak. Ha u is kozos osztdja a dy—knak, akkor u osztdja
minden A, Osszes elemének, €s igy az A mindegyik elemének, tehat osztéja d-nek, amibdl kovetkezik,
hogy d legnagyobb k6z0s osztéja a részhalmazok legnagyobb kozos osztdinak. Forditva, tegyiik fel,
hogy létezik a d,-k legnagyobb kozos osztéja, €s ez d. d az A minden elemének osztdja, tehdt kozos
osztdja az A elemeinek. Legyen most u k6z6s osztdja az A-beli elemeknek. Ekkor u minden részhal-
maz valamennyi elemének, tehdt minden részhalmaz legnagyobb kozds osztdjanak osztdja, és akkor
d-nek is, igy d az A elemeinek legnagyobb kozds osztdja. Legyen U,er A4y, = U = Usen Bs, ahol
@ # U € R, valamennyi részhalmaz tartalmaz legaldbb egy elemet, és minden részhalmaznak létezik a
legnagyobb kozds osztdja. Ekkor vagy mind az A, -k, mind a Bs-k legnagyobb kozos osztdinak létezik
legnagyobb koz0s osztdja, vagy egyik sem létezik. Az el6bbi esetben ez a két legnagyobb kozos osztd
— egy esetleges egységszorzotdl eltekintve — azonos, hiszen mindkét legnagyobb kozos osztd 1étezésé-
nek sziikséges és elégséges feltétele, hogy U elemeinek 1étezzen a legnagyobb kozds osztdja, €és ha ez
1étezik, akkor mindkét oldalon a részhalmazok legnagyobb kozos osztdinak legnagyobb kozos osztdja
Iényegében véve — vagyis asszocidltsdgtdl eltekintve — U legnagyobb kozos osztdjaval azonos.

Az eldbbi tulajdonsag a legkisebb kozos tobbszordsokre is igaz, hiszen csak mindeniitt meg kell
forditani az oszthatdsdg irdnyat, és oszto helyett tobbszorost kell irni.

Ha u és v az R elemei, és 1étezik a legnagyobb kozos osztéjuk, gy u = (u, v) akkor és csak
akkor, ha u oszt6ja v-nek. Legyen most A az R tetszéleges, nem iires részhalmaza, és legyen d az A-
beli elemek legnagyobb kozos osztdja. Ekkor d = (A) = (AU Q) = ((A), ((D)) = (d, ((D)), ami az
el6z6 megjegyzés értelmében csak tigy lehetséges, ha d osztdja az iires halmaz elemei legnagyobb ko-
z0s osztdjanak. Ez biztosan teljesiil, ha definidljuk az lires halmaz legnagyobb k6zos osztdjat, és ez a
legnagyobb kozos oszté a definici6 szerint a gylirti nulleleme, hiszen 0 a gylirii minden elemével oszt-
hat6. A legkisebb kozos tobbszords esetében azonban mds a helyzet, mert egy gylirliben olyan elem,
amely a gytir(i minden elemének oszt6ja, nem feltétleniil 1étezik. Am, ha a gytir(i egységelemes, akkor
mdr van ilyen elem, a gylirii egységeleme, és ezért egységelemes gylirliben definici6 szerint az iires
halmaz elemeinek legkisebb kozos tobbszordse a gylirli egységeleme. A most megadott definicidkkal
a legnagyobb kozos osztd akkor is 1étezik, ha akdr az indexhalmaz, akdr minden részhalmaz, tehét az
unidjuk iires, és egységelemes gylirii esetén ugyanez elmondhat6 a legkisebb kozos tobbszorosrdl is.

Specidlis esetként legyen v a kommutativ, egységelemes R gylirti egy eleme, I' nem iires index-
halmaz, és minden y € I' —ra u,, € R. Ha a gy(rti egységelemes, akkor minden egyelemii halmaznak

van legnagyobb kozds osztdja, a halmaz eleme. Ekkor ((uy, v)ly € F) = ((uyly € F), 17), igy, hau,

€s u,, relativ prim, akkor (uyl, v) és (uyz, v) is relativ prim. Ha tehat az u,, -k kozott akér csak kettd is
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relativ prim, akkor az (uy, v) legnagyobb kozos osztok is relativ primek, €s ha az u, -k paronként re-
lativ primek, akkor hasonlé igaz az (uy, v) legnagyobb k&z0s osztdkra.

2. Most legyen R Gauss-gylr(i, I' €s A indexhalmazok, és y € I'-ra és § € A-ra A, €s Bs az R
részhalmazai. Megmutatjuk, hogy ekkor [(Ay U B(g)|y ETASE A] = ([(Ay)h’ € F], [(Bs)|S € A]),

ahol a szogletes zérdjel a legkisebb kozods tobbszorost jeloli. Legyen r € N* és p az R egy primeleme.
Ha p" oszt6ja a bal oldali legkisebb kozos tobbszorosnek, akkor van olyan T € T' és p € A, hogy p”

oszt6ja (A UB,) = ((A,), (Bp))—nak, de akkor (A;)-nak és (B, )-nak is. Az el8bbi oszthatésagokbol

kovetkezik, hogy p” az (Ay)-k valamint a (Bg)|-k legkisebb koz0s tobbszorosének, de akkor ezen két
legkisebb kozos tobbszords legnagyobb kdzos osztdjanak, tehat a jobb oldalnak is osztdja. Forditva, ha
p” osztdja a jobb oldalon all6 legnagyobb kozos oszténak, akkor osztéja mindkét legkisebb kozos
tobbszorosnek, de akkor mindkét legkisebb kozos tobbszords valamely tagjanak, tehat egy T € T' és
p € A indexre (A;)-nak és (Bp)—nak. Ekkor p" oszt6ja (A;) és (Bp) legnagyobb k6z6s osztéjanak,
ami a két halmaz unidjdnak, A; U B,-nak a legnagyobb kozs osztdja, és ha p” osztdja (AT U Bp)—nak,
akkor osztdja (AT U Bp) minden tobbszorosének, tehat [(Ay U B(g)|y ETNSE A]—nak is. Mivel R
Gauss-gytr, és az elébbiek barmely primhatvanyra igazak, ezért [(Ay U B5)|y eElnd e A] valamint
([(Ay)h’ € F], [(Bs)|6 € A]) osztéinak halmaza azonos, de akkor 6k maguk is megegyeznek, tjfent
azért, mert R Gauss-gytri.

Ha A egyelemt, az egyetlen B €s minden y € I' -ra A, egyelemd, azaz A, = {ay} és B = {b},
akkor az el6z6 bekezdés alkalmazdsaval azt kapjuk, hogy [(ay, b)ly € F] = ([ayly € F], b), és ha b
osztdja [ayly € F]—nak, akkor [(ay,b)ly € F] = b. Gauss-gylriiben paronként relativ prim elemek
legkisebb kozos tobbszorose a szorzatuk, igy, ha az a, -k paronként relativ primek, akkor az el6z6 pont
alapjan az (ay, b)—k is paronként relativ primek, tehat ]_[yer(ay, b) = (Hyer ay, b), és ha még az is
teljesiil, hogy blHyEF a,, akkor Hyer(ay, b) = b.

3. Legyen R f6idedlgyiir, n € N*, ésn > i € N*-ra u; € R és v; € R ugy, hogy a v;-k paron-
ként relativ primek. Ekkor van R-nek olyan u eleme, hogy minden n > i € N* indexre u = u; (v;).
Legyen ugyanis v = [[[=, v; és V; = v% Az el6z6 pont szerint (V;, v;) = e, mig a felirasbol kozvetle-

niil leolvashat6, hogy ha k # i, akkor vy |V;. Tekintsiik minden i-re a V;x = e (v;) kongruenciat. En-
nek van megoldasa, mert féidedlgyliriiben a legnagyobb kdzos osztd felirhatd linedris kombinacidként,
vagyis van a gylriiben olyan ; és s;, amellyel e = V;r; + v;s; = Vir; (v;). Ekkor u = 37, u;V;r;-ben
a k-indexi kivételével minden tag oszthaté vy-val, mig u, Vi1, = ure = uy (vy), és igy u = uy (vy).
Ha u' is a kongruencia-rendszer megolddsa, akkor u — u’ = 0 (v;) minden i-re, igy minden v; oszt6ja
u — u'-nek, tehit u = u’ (v), mert v a vi-k legkisebb k6zos tobbszorose, hiszen paronként relativ
primek.

Egy kongruencia-rendszer nem feltétleniil oldhaté meg barmely Gauss-gyliriiben. Tekintsiik
példaul Z[x]-et. Z Gauss-gyliril, ezért Gauss-gy(irii Z[x] is. Ebben a gylriiben felbonthatatlan, tehat
prim a 2 és az x polinom, igy relativ primek is, hiszen nem asszocidltak. Ekkor nincs olyan f € Z[x],
amely 2-vel osztva 1-et, mig x-szel osztva 0-t adna maradékul, hiszen az el6bbi feltételbdl a konstans
tagja paratlan lenne, mig a masik feltételbdl kovetkezden a konstans tagja 0 kellene, hogy legyen.

4. Legyen R euklideszi gylrti a ¢ normdval. Ha barmely v € R és 0 #+ u € R elempérhoz
egyetlen olyan r € R 1étezik, amellyel v = qu + r, ahol vagy r = 0, vagy r # 0 és @(r) < p(u)
(ilyen példaul test folotti egyhatarozatlani polinomgyfiril), akkor legyen v mod u = r. Konnyen be-
lathatd, hogy (v mod u) mod u = v mod u, tovabba u|v — (v mod u), tehat vmod u = v (u). Azt
is konnyi ldtni, hogy v; = v, (u) pontosan akkor igaz, ha v; mod u = v, mod u. Ha most a pozitiv

£ £ . — < n-1 = yn-1 4
egész n-re és n > i € N-re v; € R, akkor v; mod u = v; (u)-bol Y75 (v; mod u) = Y1y v; (W), és
akkor, az el6bbi eredmény alapjan, Y1=(v; mod u) mod u = ¥1;' v; mod u, vagyis dsszeg mara-

déka megegyezik a maradékok 6sszegének maradékdval. Ugyanilyen médon kapjuk a szorzatra vonat-
koz6 analdg allitast, azaz hogy szorzat maradéka megegyezik a maradékok szorzatdnak maradékaval,
matematikailag lefrva tehat []%-4(v; mod u) mod u = [[%4 v; mod u. Ha példdul m € N*, akkor
(v™—v)mod u = ((v mod u)™ — (v mod u)) mod u, méasként irva v™ — v = w™ — w (u), ahol
w = vmod u, és igy v"™" — v akkor és csak akkor oszthat6 u-val, ha u osztéja w™ — w -nek.

95



Véges testek

Mivel euklideszi gytrii féidealgylirti, ezért euklideszi gyiiriben egy kongruencia-rendszer meg-
oldhatd, és ha a maradékos osztds maradéka egyértelmii, akkor a megolddsok kozoétt pontosan egy
olyan lesz, amely vagy 0, vagy a normdja kisebb, mint a modulusok legkisebb kozos tobbszordsének,
azaz a szorzatuknak a normdja.

5. Test feletti egyhatdrozatlani polinomgytrii euklideszi, tehat féidedlgyliri és Gauss-gylrd,
polinom foka az euklideszi norma, és a maradékos osztds maradéka egyértelmii, ezért ilyen gytiriben
az el6ébbi megdllapitisok érvényesek. Tetszéleges g és f # 0 polinom esetén §(g mod f) < deg(f).
Ha ¢4 és ¢, a test két kiilonbozd eleme, akkor 0 # ¢; — ¢, konstans polinom, vagyis egység a poli-
nomgyiiriiben, kovetkezésképpen g — c; és g — ¢, relativ primek. Legyen FF, a test, 0 # f € Fg[x],
deg(f) =n € N* és h € Fy[x]. A 4.8. tétel szerint ¢ = ]_[CE]Fq(h — ¢). Ezt alkalmazva

ghi-w=(r] [e-o|=]]er-o

ceFy celFq

és ha f osztdja h9 — h -nak, akkor f = ]_[Cequ(f, h — ¢). Mivel gylirii elemeinek legnagyobb k6zos
osztdja nem valtozik, ha valamelyikiikh6z hozzdadjuk valamely mdsiknak gytriibeli tobbszorosét,
ezért, figyelembe véve, amit Gsszeg és szorzat, valamint v — v maradékardl lattunk, a fenti Gssze-
fuiggések akkor és csak akkor teljesiilnek egy adott h polinommal, ha teljesiilnek h mod f-fel, igy fel-
tehetd, és fel is tessziik, hogy §(h) < n. Amennyiben f négyzetmentes, f = [[¥_, f; az f irreducibilis
faktorokra val¢ felbontédsa F, folott, €s h? — h az f tobbszorose, akkor minden k = i € N*-hoz van
egy és csak egy olyan ¢; € [Fg, hogy fi|h — c;, vagyis egy és csak egy F-beli ¢;-vel h = ¢; (f;). Egy
i-t6l kiillonbozo j-re f]|h — ¢; csak ugy lehetséges, ha f; osztGja ¢; — ¢;-nek, tehdt ha ¢; = ¢;, és ekkor,
és az el6z6ek szerint csak ekkor, f;|h — G-

Az elébb azt lattuk, hogy ha f osztdja h? — h -nak, akkor h megoldésa egy X = c; (f;) kongru-
encia-rendszernek. Ez forditva is igaz. Ha ugyanis h az [F, f6l6tti olyan polinom, hogy megoldésa az
elébbi kongruencia-rendszernek valamilyen (cy, ..., cx) Fq-beli k-assal, akkor h? = ¢ =ci=h(f),
vagyis h9 — h valamennyi f;-vel, de akkor a szorzatukkal, f-fel is oszthat6. Mivel test feletti polinom-
gylri euklideszi, és a maradék az osztasndl egyértelmi, ezért barmely (cy, ..., cx) esetén van egy és
csak egy olyan h megoldds, ahol §(h) < deg(f). Kiilonb6z6 (cy, ..., ¢ ) rendszerhez kiilonbdz6 meg-

oldas tartozik, mert ha (cl(l), ...,c,(cl)) * (cl(z), ...,c,(cz)), akkor van olyan k > [ € N* index, hogy
cl(l) * cl(z), ésha h® = h(@_ akkor cl(l) =hW = p@ = cl(z) (f), tehat cl(l) = cl(z) (f)), ami lehetet-

len, hiszen cl(l) - cl(z) # 0 konstans polinom, mig f; legalabb elséfoki, hiszen irreducibilis. Mivel a

c;-k egymdstdl fiiggetleniil vdlaszthatéak, és barmely valasztisndl van egy és csak egy legfeljebb
n — 1-edfokd megoldas, ezért pontosan g* olyan, legfeljebb n — 1-edfoki h polinom van FFg[x]-ben,
amelyre h? — h oszthat6 f -fel. Az is igaz, hogy minden f;, f; parhoz, ahol i # j, van olyan h, hogy
fi> f; a test kiilonbozd ¢ elemével osztdja h — c-nek. Lattuk ugyanis, hogy f; €s f; pontosan akkor osz-
tdja a test ugyanazon ¢ eleméhez tartozé (f, h — c¢) legnagyobb k6z6s oszténak, ha h = ¢; = ¢ (f;) és
h=c¢=c (fj) Igy, ha c; # ¢j, akkor az adott kongruencia-rendszer h megoldésa szétvalasztja a két
irreducibilis faktort abban az értelemben, hogy a két polinom kiilénb6z6 legnagyobb kozds osztonak
lesz az osztdja.

6. Most meg kellene hatdrozni a g* kiilonb6z6 h polinomot. Ezt megtehetnénk tigy, hogy meg-
hatarozzuk az el8bbi kongruencia-rendszerek megoldasait, de ehhez ismerni kellene a modulusokat, és
éppen ezeket nem ismerjiik, hiszen a feladatunk ezek meghatdrozdsa. Azért vannak megolddsok, ame-
lyeket ismeriink, hiszen valamennyi konstans polinom megoldds, de ezek érdektelen megoldasok, hi-
szen ekkor minden legnagyobb kdzos oszté vagy f (amikor h a nullpolinom), vagy az egységelem
(amikor h a nullatdl kiillonbozé konstans polinom). A h polinomok meghatarozasa azért megoldhatd.

Legyen n > i € N-re x“¥mod f = q® = Z}Z& qj(-i)xj , €s legyen Q olyan n X n-es matrix, amelyben

azn>i€N é n>jeN indexekre Q;; = qj(-i). Legyen egy legfeljebb n — 1-edfoki h polinom

egyiitthatéinak vektora h, és az ehhez tartozé sorvektor h. Ha h = Y7 h;x!, akkor
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n-1 n-1

himod f = 2 h;x% mod f = Z hy(x% mod f)

n-1 m-1
DY zq@xuz(zmsﬂ)

és h = h9mod f akkor és csak akkor teljesiil, ha minden i-re h! = (hTQ);, azaz pontosan akkor, ha
hT = hTQ, ami ekvivalens a hT (Q — I,;) = 07 feltétellel, ahol I,, az n-edrendii egységmatrix, és 07 az
n-dimenziés tér nullvektordhoz tartozé sorvektor. A keresett h pohnomok tehat a T = Q — I,; métrix
nullterének vektoraihoz tartozé polinomok. (Matrix sorvektorai altal kifeszitett tér nulltere azon vekto-
rok Osszessége, amelyekhez tartozé sorvektorral a matrixot balrdl szorozva a nullvektor sorvektorat
kapjuk. Ilyen vektor van, példdul a nullvektor, és ha két vektor rendelkezik az eldbbi tulajdonsaggal,
akkor barmely linedris kombindcidjuk is ilyen tulajdonsdgu, vagyis ezek a vektorok linedris teret al-
kotnak, a matrix sorvektoraihoz tartoz6 nullteret. Ennek dimenzi6ja a matrix sorainak nullitdsa, ami
megegyezik a sorok szamdnak és a matrix rangjdnak kiilonbségével.) h meghatirozdsa tehat egy n
egyenletbdl all6, n-ismeretlenes homogén linedris egyenletrendszer megoldasa. Ebbdl az is létszik,
hogy ha T rangja r, és igy a nullitisa n —r, akkor k =n —r, hiszen a g-elemii test folotti s-
dimenzids tér elemeinek szama q°. A feladat megolddsihoz elegend6 a nulltér egy bazisat meghata-
rozni, mert ezek egyiittesen barmely két irreducibilis faktort szétvdlasztanak. Azt ugyanis mér tudjuk,
hogy barmely két kiilonboz6 irreducibilis faktorhoz van olyan h, amely ezt a két faktort szétvalasztja.
Legyen h = Y . a;h h® egy Oket szétvdlaszté polinom, ahol h® a nulltér egy bézisdhoz tartoz6 poli-
nom, mig a;-ek a test elemei. Ha az 4llitdssal ellentétben nincs olyan bézisvektor, amelyhez tartozé
polinom szétvdlasztja az elébbi két faktort, akkor minden [-re ez a két faktor ugyanazon cW e [Fg-hoz
tartoz6 (f, h® — c(l)) osztéja, 4m ekkor osztSja (f, Yy al(h(l) — c(l))) =(f,h—2k, alc(l))—nek,
és Yk, a;c® is a test eleme, vagyis ekkor h sem vélasztja szét a két faktort.

7. Mutatunk egy modszert, amellyel T nullterének egy bazisa meghatdrozhatd. Egy egységele-
mes integritasi tartomdny feletti kvadratikus A matrix redukalt, triangularis és idempotens, roviden
RTI-matrix, ha

a) fels6 haromszogmatrix;

b) a f64tl6 minden eleme 0 vagy a gylirli egységeleme;

c) ha a féatléban 4116 elem 0, akkor oszlopdnak minden eleme 0, mig ha a féatlébeli elem a
gylrli egységeleme, akkor a sor minden mas eleme 0.

A definiciobdl adédik, hogy a métrix valéban trianguldris, és redukdlt a fé4tlobeli elemekre, va-
lamint a sorokra és oszlopokra kirétt feltételek miatt. Nézziik az idempotencidt. Azt kell belatnunk,
hogy a fenti feltételeket kielégitd A matrixra A2 = A. Mindenek elétt érdemes megfigyelni, hogy ha
a;j # 0, akkor g; ; = e (mert kiilonben a j-indexii oszlop minden eleme 0), €s vagy i = j, vagy i < j
(mert A felsd haromszogmatrix) és a;; = 0 (mert { < j miatt a; ; # 0 nem a f6atlo eleme, és ha
a;; # 0, akkor a sordban minden mds elem 0). Ekkor (Az)l-,k = }‘;& @k = Qi Ay = Q; ), mert
a;ja;x # 0 akkor €s csak akkor, ha a; ; # 0 # a;x, ami csak dgy lehet, ha a; ; = e, és vagy j =k,
vagy j < k ésajj=0.De 0 = qa;; = e nem lehet, ezért j = k, vagyis az Osszegben legfeljebb csak a
Jj = k -hoz tartoz6 tag lehet nullatél kiilonb6zo, ezért igaz a Z}Z& a; k= Q) egyenldség, és ha
a;x = 0, akkor a; yay = 0 = a; ., mig az ellenkezd esetben a ), = e.

RTI-mitrix nullterének egy bazisat konnyii meghatdrozni. A2 = A-bél (A —I)A = 0, amibdl
kovetkezik, hogy A — I sorai, és ekkor ezen sorok barmely linedris kombinacidja eleme A nullterének.
Még azt kell belétni, hogy ezzel ki is meritettiik a nullteret, amihez elegendd belétni, hogy A — I rang-
ja megegyezik A nullitdsdval.

97



Véges testek

Tekintsiik elsoként az n-edrendli A matrix rangjat. Ha a foatléban t szdmu elem 0, akkor a mét-
rixban t olyan oszlop van, amelynek minden eleme 0, igy a matrix rangja legfeljebb annyi, mint a f6-
atloban 4116 nem nulla elemek szama, vagyis r(A) < n — t. Ha a féatléban a; ; = 0, akkor az i-indexii
oszlop minden eleme 0, igy elhagyva ezt az oszlopot, a matrix rangja nem véltozik. Ha még az i-
indexti sort is elhagyjuk, akkor olyan, ismét kvadratikus matrixot kapunk, amely maga is RTI-métrix.
Ez valéban igaz. Az i-edik sor és i-edik oszlop az eredeti matrixot négy részre osztja. A sor és oszlop
torlésekor a bal felsd rész helyben marad, a bal als6 rész egy sorral feljebb keriil, de ebben a részben
minden elem 0, igy az j matrix bal oldali részében a f64tl6 elemei megegyeznek az eredeti matrix f6-
atlobeli elemeivel, igy minden ilyen elem vagy 0, vagy az egységelem, mig az dj féatlo alatti elemek
mindegyike most is 0. A jobb oldali részben minden elem eggyel balra keriil, vagyis az oszlopindexe
eggyel csokken, mig a torolt sor alatti rész elemei a balra tolédds mellett eggyel feljebb keriilnek,
vagyis a sorindexiik is eggyel csokken. Ebbdl kdvetkezik, hogy A f6atldbeli elemei a redukalt matrix-
ban is a féatléban 4llnak, és a f4tlé alatti minden elem most is 0. Még azt kell tekintetbe venni, hogy
a médositds sordn egy csupa 0-bdl dll6 oszlop, ha nem toroltiik, az 4j métrixban is csak 0-kat tartal-
mazé oszlop lesz, és ha egy sorban a fé4tléban 4ll6 elem kivételével minden elem zérus volt, és a sort
nem toroltiik, akkor ugyanilyen tulajdonsdgu lesz az 4j matrixban is. Egy matrixbdl egy sort tordlve a
rang legfeljebb csak csokkenhet, igy az 1j métrix rangja nem nagyobb, mint az eredeti matrix rangja.
Ezt az 4talakitast addig végezziik, amig a foatléban van 0. Az eredményiil kapott métrix egy olyan fel-
s0 haromszogmatrix, amelynek a féatlojadban minden elem 0-t6l kiilonbdzd, igy ennek a matrixnak a
rangja megegyezik a rendjével. De ez a rend azonos az eredeti matrix féatl6jadban 4ll6 nem nulla ele-
mek szdmdval, vagyis n — t-vel. Mivel minden 1épésben legfeljebb csak csokkenhetett a métrix rang-
ja, ezért az eredeti matrix rangja ennél nem kisebb, tehdt r(4) > n — t, és ekkor r(A) = n — t, hiszen
a bekezdés elején lattuk, hogy r(A) < n —t.

Az A — I métrix rangjdnak megéllapitdsa az eldbbi eredmény birtokdban mar konnyl. Mindenek
eldtt rogton l4tjuk, hogy ez a matrix is felsd haromszogmatrix, hiszen csak a féatlo elemei véltoztak.
Ebben a matrixban a f64tlé egy eleme —e, ha az eredeti matrixban az ugyanezen poziciéban all6 elem
0, és 0 az ellenkezd esetben. Amennyiben most a f64tl6 eleme 0, akkor ott az eredeti matrixban e volt,
és akkor ezen sor minden, nem a fo4tléban 4ll6 eleme 0, igy A — I -ben egy olyan sor, ahol a f64tléban
all6 elem 0, csak 0-kbdl 4ll. Ha viszont az (j matrixban a f64tlébeli elem nem 0, akkor ott az eredeti
métrixban 0 4llt, de akkor a megfeleld oszlop minden eleme is 0, tehat az ij matrixban ebben az osz-
lopban a féatlén kiviili minden elem 0. Azt latjuk, hogy A — I soraira ugyanazon tulajdonsdg igaz,
mint A-ban az oszlopokra, és hasonlé a viszony A — I oszlopai és A sorai kozott, azzal az egyetlen el-
téréssel, hogy most a f64tl6 nem O elemei nem a gylirli egységelemével, hanem annak ellentettjével
egyeznek meg. Ebbdl viszont az kovetkezik, hogy A — I rangja is a féatl6jdban 1évé nem nulla elemek
szdmaval azonos, ami viszont megegyezik az A féatldjaban 1évé A elemek szdmaval, tehat valoban
igaz, hogy A nullitdsa azonos A — I rangjaval.

Mivel A — I rangja megegyezik a féatljaban 4ll6 nem nulla elemek szdmadval, a tobbi sor vi-
szont csak 0-t tartalmaz, igy azt is kaptuk, hogy A —I-ben azok és csak azok a sorok linedrisan fiig-
getlenek, amelyeknél a foatloban 4ll6 elem kiilonbozik 0-tél, vagyis ahol ez az elem —e.

Az A rangjdra vonatkozé dllitast formalisan is igazoljuk. Legyen az A métrix i-edik sora a; , ek-

n-1 Ty _ yn-1 Ty _ yn-1 _ A2 _ — (4T - :
kor ( j=0 4i,ja; )k = Xj=o ai,j(aj )k =Xj0 Ai,j%k = Ajx = A = (a] )k barmely n > k € N in-
4 — ¢ n-1 T _ yn-1 T :
dexre. Korabban megmutattuk, hogy a; ; = a; ja; ;, igy Xj—¢ a;ja; = XLj= Qi) (aj_jaj ), vagyis a; az

a; ja; vektorok, tehat azon a; vektorok linedris kombindcidja, ahol ajj # 0. De ha ajj # 0, akkor
a;; = e, €s ekkor a; jajT = ajT = ejT, ahol e; a j-edik egységvektor. Ezen vektorok, €s akkor az dltaluk
meghatdrozott sorok linedrisan fiiggetlenek, és az el@bbiek szerint generdljdk a matrix minden sorét,
igy a matrix rangja megegyezik a foatlojdban 1év6 nullatdl kiilonbozd elemek szdmdval, vagyis a
nullitdsa a féatléban 1évo 0-k szdma.

Az elébbieket sorok helyett oszlopokra alkalmazva, a fentiekkel megegyezé moédon igazolhat-
juk az A — I rangjdra vonatkozo allitast is.

Legyen most U tetszOleges métrix, V egy olyan kvadratikus, reguldris métrix, amellyel jobbrol,
és u olyan vektor, amelyhez tartozé sorvektorral balrél szorozhaté U (vagyis V rendje megegyezik U
oszlopainak szdmdval, és u dimenziéja U sorainak szdmaval egyenld). Ekkor (u7U)V = uT(UV) =
0T akkor és csak akkor igaz, ha uTU = 07, mert V reguldris, igy U és UV nulltere azonos, tehit U
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nulltere helyett kereshetjiik UV nullterét is. A V-vel valé szorzds csak U oszlopainak manipuldcidja,
igy a nulltér meghatdrozdsdhoz barmilyen olyan atalakitist végezhetiink U-n, amely csak az oszlopait
érinti és visszafordithatd. Egy oszlop szorzdsa egy nem zérus elemmel és egy oszlopnak egy masik
oszlophoz val6é hozzaaddsa invertdlhaté miiveletek, és invertalhatéak ezek barmilyen, tetszdleges sor-
rendben végrehajtott kombinécidi, tehat példaul egy oszlop tetszdleges konstansszorosanak egy masik
oszlophoz val6 hozzdaddsa vagy két oszlop felcserélése. Megmutatjuk, hogy tetszdleges kvadratikus
matrix ilyen oszlop-transzformdcidkkal RTI-alakra hozhatd.

Az egyszerliség kedvéért tigy végezziik az dtalakitast, hogy mindig csak az elsd sort manipulal-
juk, és utdna a sorokat ciklikusan egy pozicidval feljebb vissziik. Ezt n-szer végezziik el, ahol n a mat-
rix rendje, vagyis a sorok szdma. Mivel a sorok sorrendje nem véltozik, az n-edik 1épés utdn a sorok az
eredeti helyiikdn az eredeti sorrendben dllnak, tehét, jollehet a sorokat is mozgatjuk, de ezek hatdsa a
végeredményben olyan, mintha semmilyen sormiiveletet nem végeztiink volna. Ez a mddszer viszont
egyszerlibbé teszi az algoritmus leirdsét, és lényegesen egyszeriisiti a hardvert, ha az 4talakitast cél-
hardver végzi.

ciklus i-re 0-tél n — 1-ig
t=-1
ciklus j-re 0-t6l n — 1-ig
ha a, ; # 0, akkor
hat = —1 vagy a;; = 0, akkor
t=j
eldgazas vége
ha ajj = 0, akkor
j=n-—1
eldgazas vége
eldgazas vége
ciklus vége
hat > 0, akkor
a 0- és a t-indexil oszlopok cseréje
eldgazas vége
ha ay o # 0, akkor
ciklus j-re 1-t6l n — 1-ig
a j-edik oszlopbdl a 0-dik oszlop ag j/ag o-szorosdnak kivondsa
ciklus vége
eldgazas vége
a matrix sorainak egy sorral val6 ciklikus feljebb toldsa
a matrix oszlopainak egy oszloppal valé ciklikus balra 1éptetése
ciklus vége

2. algoritmus

Az atalakitast a 2. algoritmus mutatja. El8szor, a bal felsd sarokban 4ll6 elemmel kezdve, balrdl
jobbra haladva megkeressiik a legfelsé sorban az els6 nem nulla elemet, amelynek oszlopaban a f6at-
16ban 4l16 elem O, illetve, ha ilyen nincs, akkor a legfelsd sor els6 nullatdl kiillonbozd elemét. Ha ilyen
sincs, akkor a legfelsd sor minden eleme 0. Ellenkezd esetben felcseréljiik a bal szélsé oszlopot az
eldbb talalt elem oszlopdval, utdna a bal sz€ls6é oszlop megfeleld konstansszorosat kivonjuk az &sszes
tobbi oszlopbdl tigy, hogy a matrix felsd sordban a bal széls6 elem kivételével minden elem O legyen,
végiil a bal oldali oszlopot megszorozzuk a legfelsé sorban 4ll6 elem inverzével. Ezek utan, barmi is
allt kezdetben a bal felsé sarokban, a matrix legfelsé sordnak minden eleme a bal széls6 esetleges ki-
vételével zérus, és a bal sz€ls6 elem, ha nem 0, akkor az egységelem. Amikor ezzel az dtalakitdssal
megvagyunk, akkor a matrix minden elemét ciklikusan eggyel feljebb és egy pozicidval balra 1ép-
tetjiik, és ezt 6sszesen n-szer végezziik el.

Megmutatjuk, hogy a kiils6 ciklus k-adik lefutdsa utdn a matrix als6 k sordban az utols6 k osz-
lopbdl all6 k-adrendti matrix RTI-alakd, és ugyanezen sorok elsé n — k oszlopanak minden eleme O.
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Ez k = 0 esetén nyilvan igaz. Most tegyiik fel, hogy adott n > k € N esetén igaz az allitasunk, €s
hajtsuk végre az algoritmus kiils6é ciklusdnak magjat egyszer, majd nézziik meg ekkor a matrix utolsd
k + 1 sorat. Legyen A a k-adik 1épés utdn a métrix jobb alsé k-adrendii részmatrixa.

Amennyiben a legfelsd sor minden eleme 0 volt, akkor minddssze annyi tortént, hogy az utolsé
k sor eggyel feljebb és ciklikusan eggyel balra mozdult, és legalulra bekeriilt a csupa 0-bdl all6 sor. A
mozg4s sordn A onmagan beliil nem véltozott, de a végén kiegésziilt alul egy csupa 0-bdl 4116 sorral
€s jobbrol egy csupa 0-bdl dll6 oszloppal. Az igy kapott k + 1-edrendi matrix f6atléjdban tovabbra is
mindeniitt 0 vagy e all, a f64tl6 alatti elemek mindegyike 0, és ha a féatloban 0 4ll, akkor az egész
oszlop csak 0-t tartalmaz, mig az ellenkezd esetben a f04tl6tdl eltekintve a teljes sor 0-bél 4ll, vagyis a
ciklus végén ez a k + 1-edrendii A%+D mitrix RTI-alakd, és az is igaz lesz, hogy az eldtte 4ll6 vala-
mennyi elem ezekben a sorokban 0, tehat 6roklddott a kiinduld elrendezés.

Ha volt a legfels6 sorban nem zérus elem, akkor lehetséges, hogy oszlopot kellett cserélni.
Amennyiben igen, legyen ez a t-indexii oszlop. Ha t < n — k, vagy az oszlop utolsé k eleme 0, akkor
a csere nem valtoztatja meg a matrix utols6 k sorat. Ha viszont az utolsé k oszlop valamelyikével tor-
ténik a csere, és ennek utolsé k eleme kozott van 0-tdl kiillonbozd, akkor a féatloban allo elem e, és a
legfelsd sor elsd t elemének mindegyike 0. Most csere utan A% ban annyi véltozas lesz, hogy a ki-
cserélt oszlop helyére egy csupa 0-bdl 4ll6 oszlop keriil, igy a médosult métrix is RTI-alakd, mig A el-
s6 sordnak utolsé n — t eleme az A%®)-bol kicserélt oszlop f64tl6 alatti elemei lesznek, amelyek mind-
egyike 0. Lathatd, hogy a kovetkezd 1épésben, amikor az elsd oszlop megfeleld konstansszorosait ki-
vonjuk az egyes oszlopokbdl, csupdn az esetleges csere legutolsé eseténél torténhet valtozas az utolsd
k sorban. De valtozas csak olyan oszlopban lehet, ahol a legfelsé sor megfelel6 eleme nem O, tehat
eleve csak a t-nél nagyobb indexli oszlopokban (a t-nél kisebb indexii oszlopok legfelsé eleme ennél a
cserénél 0 volt, mig a csere utdn ugyanez igaz a t-indexii oszlopra is), és az ilyen oszlopok utolsé k
sordban is csak a fO4tlo felett, mert a bal széls6 oszlop egy konstansszorosét vonjuk le, de ennek a t-
nél nagyobb indexii elemei, tehat A% ban a kicserélt oszloptdl jobbra es6 oszlopokban minden, a f6-
atloba és az ald es6 eleme 0, vagyis ezek az elemek nem véltoznak, igy az oszlop-redukcié utdn is a
féatlé minden eleme 0 vagy e és a f6atld alatti minden elem O lesz. Még azt kell figyelembe venniink,
hogy A% _belj csupa 0-bdl all6 oszlop nem véltozik, mert ennek fé4tldjaban 0 all, igy a legfelsd sor
megfeleld eleme is 0.

Lathat6an az esetleges oszlopcsere nem viéltoztatott az utolsé k sor tulajdonsagan, és ezek utdn a
sorok illetve az oszlopok mozgatdsa sordn bekovetkezd valtozds csak annyiban médosit azon, amit a
csupa 0-bdl 4ll6 legfelsd sor esetén mar megbeszéltiink, hogy most az tj AKHD jobb szé€ls6 oszlopé-
ban a féatlébeli elem e lesz, tehat felette barmi allhat, att6l még A(k“), tehat a ciklus n-edik lefutasa
utdn A, vagyis a teljes matrix RTI-madtrix lesz.

A 85. oldalon, a 4.28. Kovetkezmény bizonyitdsa utan lattuk, hogy véges test folotti f polinom
felirhat az f = []j=1 ]‘[fﬁl gr,; alakban, ahol a g ; polinom négyzetmentes, és minden faktoranak

foka pontosan k (igy a szdmuk @). Ezek a gy ; polinomok konnyen meghatdrozhatoak, €s utdna

f irreducibilis polinomk szorzatdra val6 felbontdsédhoz elegendd a gy, ; polinomokat faktorizalni.
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A

Vissza a tartalomhoz

6. Egységgyokok

Kordbban mar belattuk, hogy véges test multiplikativ csoportja ciklikus. Most ismét foglalko-
zunk a kérdéssel, de a korabbindl részletesebben, és a tételre egy mas bizonyitist mutatunk.

Ebben a részben p, ha mdst nem mondunk, vagy primszdm, vagy p = 0.

6.1. Téetel

Legyen S egységelemes kommutativ félcsoport, e az egységelem, n € N*, T,, = {s € S|s™ = e}
és T = Upen+ T;,. Ekkor T;, és T az S-beli szorzéssal csoport.
A

Bizonyitas:

T, + @, mert e™ = e. Ha n = 1, akkor T,, = {e}, és ez az S-beli szorzdssal csoport. Han > 1,
és s és t a T, elemei, akkor (st)™ = s™t"™ = e - e = e, hiszen S-ben a szorzds kommutativ, igy T, zart
az S-beli szorzasra, vagyis az S-beli szorzas T,,-re vald megszoritasaval T,, az S részfélcsoportja. Ek-
kor s 1 €T, ése = s™ =s""1s = ss™1, igy s-nek van inverze S-ben, és ez az inverz is benne van
T,-ben, vagyis T,, csoport. s* = e-bdl kovetkezik s*W = e, ezért T,, € Ty és Ty S Tonpn- De Ty, Ty
&s Ty csoport, tehdt Ty, Ty € T Trms» 12y az eldzdek alapjan T is csoport.

U

6.2. Kévetkezmeny

Legyen n € N*, és R kommutativ gyliri az e egységelemmel. Ekkor az R feletti x™ — e poli-
nom R-beli gyokei csoportot alkotnak az R-beli szorzdssal. Forditva, az R kommutativ, egységelemes
gylri multiplikativ félcsoportjdban az e egységelemet tartalmazé m-elemii reguléris S részfélcsoport
elemei gyokei az R feletti x™ — e polinomnak.

A

Bizonyitas:

x™ — e minden egyiitthat6ja 0, e illetve —e, igy valamennyi egyiitthatdja eleme R-nek, tehat a
polinom R feletti. A gyliri elemei a szorzdssal egy egységelemes, kommutativ S félcsoportot alkot-
nak. Legyen T az R feletti x™ — e polinom R-beli gyokeinek halmaza. e gyoke a polinomnak, igy T az
R nem iires részhalmaza. Ha u € T, akkor u™ = e, mig ha v az R olyan eleme, amelyre v™ = e, akkor
v egy R-beli gyoke az R feletti x™ — e polinomnak, igy T pontosan azon R-beli elemek halmaza, ame-
lyeknek az n-edik hatvdnya az S egységeleme. Ekkor, az eldz6 tétel alapjan T az S-beli, tehat az R-
beli szorzdssal csoport.

Véges reguldris félcsoport csoport, igy S m-edrendli csoport. m-edrendii csoport minden ele-
mének m-edik hatvdnya a csoport egységeleme, ami a feltétel szerint megegyezik a gytirti egységele-
mével, igy § minden eleme gyoke az R feletti x™ — e polinomnak.

N

6.3. Tétel

Legyen R egységelemes integritdsi tartomany, e az R egységeleme, p a gylrt karakterisztikdja
ésn € N*. Han = p'm, ahol t nemnegativ egész szdm és m a p-vel nem oszthat6 egész szam, akkor
x™ —e és x™ — e gyOkeinek halmaza azonos, x™ — e gyokei egyszeresek és a szamuk m, és x"™ —e
gyokei pt-szeresek. Az R-beli gyokok szdma osztéja m-nek.

A



Véges testek

Bizonyitas:

Az integritasi tartomany barmely u elemével és tetszdleges | egész szdmmal lu = 0 akkor és
csak akkor, ha vagy u = 0, vagy [ oszthat6 a gyiirii karakterisztikdjaval. Ekkor (x™ — e)’ = mx™"1-
nek legfeljebb csak a 0 lehet gyoke, hiszen m nem oszthat6 p-vel, de 0 nem gyoke x™ — e-nek, igy
x™ —e gyokei egyszeresek. x" —e = xP'M— e = (x™)P' — eP' = (x™ — e)P", amibdl viszont a
nulloszté-mentességgel kovetkezik, hogy a két polinom gyokeinek halmaza azonos, és x™ — e minden
gyoke pt-szeres. Integritdsi tartomény feletti polinom gyokeinek szdma nem lehet tobb a fokéndl, és
van olyan, az adott integritdsi tartomdnyt tartalmazo test, amelyben a polinom elséfoku tényezdk szor-
zata, igy x™ — e gyokeinek szdima m. Ezek a gyokok egy m-edrendili csoportot alkotnak az eldbbi
testben, és ennek a csoportnak egy részcsoportjét alkotjdk az R-beli gyokok. Mivel véges csoport rész-
csoportjanak rendje osztdja a csoport rendjének, ezért az R-beli gyokok szama osztdja m-nek.

U

6.4. Kévetkezmény

Integritasi tartomdny multiplikativ félcsoportjdban barmely n € N-re legfeljebb egy n-edrendii
részfélcsoport van.
A

Bizonyitas:

Integritdsi tartomany multiplikativ félcsoportjdnak egy O-t nem tartalmazd, véges részfélcso-
portja csoport. Legyen G az R multiplikativ félcsoportjanak egy, a 0-t nem tartalmazé n-edrendii rész-
csoportja, ahol n egy pozitiv egész szam. Ekkor G minden g elemére g" = e, vagyis mindegyik eleme
gyoke az R feletti x™ — e polinomnak. De ennek a polinomnak legfeljebb n kiilonboz6 gyoke lehet,
igy nincs G-n kiviil olyan elem, amelynek n-edik hatvdnya az egységelem, tehdt nem lehet R multipli-
kativ csoportjaban G-tdl kiilonbdzd n-edrendii részcsoport (mert ha lenne, akkor G-nek és ennek a cso-
portnak egyiitt mar n-nél tobb eleme lenne, és mindegyikiik gyoke lenne az el6bbi polinomnak).

N

A késdbbiek kedvéért kihangsilyozzuk, hogy integritdsi tartomény multiplikativ, a O-t nem tar-
talmazé részfélcsoportjdban még ugy sem lehet két kiilonbdzd, azonos rendl részcsoport, hogy a két
részcsoport izomorf.

6.5. Kévetkezmeny

Egy testnek minden 1-nél nagyobb pozitiv egész n-re legfeljebb egy n-elemii részteste lehet.
A

Bizonyitas:
Egy test és barmely résztestének karakterisztikdja azonos, és nincs 0-karakterisztikdji véges
test, vagyis O-karakterisztikdjd testnek nincs n-elemi részteste. Legyen a K test karakterisztikdja a p
primszam. Ekkor -nak csak p™-elemi részteste lehet, és ha maga X is véges, és elemeinek szdma
p?®, akkor m csak az s osztdja lehet, és minden ilyen m-re van is K-nak p™-elemi részteste. Mivel az
n-elemi résztest minden eleme gyoke a K feletti x™ — e polinomnak, és a polinomnak mds gyoke
nincs, ezért K-nak és minden résztestének a nulleleme azonos, tovabba test integritdsi tartomany, igy a
6.4 Kovetkezmény alapjan kapjuk, hogy csak egyetlen ilyen részteste lehet a K testnek.
N

6.6. Tétel

Integritasi tartomdny multiplikativ félcsoportjanak barmely, a nullat nem tartalmazo, véges rész-
félcsoportja ciklikus csoport.
A
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Bizonyitas:

Legyen R az integritdsi tartomany. Integritasi tartomdny multiplikativ félcsoportjdnak a nullat
nem tartalmazé részfélcsoportja regularis félcsoport, és véges, reguldris félcsoport csoport. Ha e ennek
a csoportnak az egységeleme, akkor e az egész gylirli egységeleme, mivel a gylirli nullosztémentes.
Legyen G a csoport, és legyen a csoport rendje m. G tetszéleges a elemének d rendje osztdja m-nek.

Legyen k € N. Ekkor a¥ is eleme G-nek, és (ak)t = e akkor és csak akkor, ha kt = 0 (d), vagyis ha

oF (k) = (kd—d)| t. Ebbdl a® rendje #, azaz pontosan olyan k-ra lesz a® d-edrendii, amelyre k relativ

prim d-hez. A d > k € N feltételt kielégitd egész kitevokkel az a hatvanyai paronként kiilonbozoek,
minden egész kitevés hatvinya a-nak ezek egyikével azonos, és (ak)d = e, ezért ezek az elemek
gyokei az R feletti x* — e polinomnak. Mivel integritdsi tartomany feletti polinomnak nem lehet a fo-
kéanal tobb gyoke, és az a eldbbi d hatvanya a polinom d kiilonb6z6 gyoke, ezért mas gyoke mar nem
lehet a polinomnak. Ezen gyokok koziil ¢(d)-szami lesz d-edrendii (¢ az Euler-fiiggvény). Az el6b-
biek alapjan G elemeinek rendjei m pozitiv egész osztdi, €s egy ilyen d osztéra vagy nincs, vagy pon-
tosan ¢ (d) kiilonboz6 d-edrendii elem van G-ben. Legyen (k) a pozitiv egész szamokon értelmezett
olyan fiiggvény, amelynek az értéke k-ban 1, ha van G-ben k-adrendii elem, egyébként 0. Ekkor
m = YamP(@De(d) < Xgjm@(d) = m, és ¢(d) minden d-re pozitiv, igy 1 az m minden d oszt6-
jan, és igy m-nél is 1. Ez azt jelenti, hogy van G-ben m-edrendii elem, mondjuk u. Az u &ltal generalt
ciklikus csoport része G-nek, és a csoportnak m eleme van, ezért G = (u) = {uklm >ke N}, G cikli-
kus csoport.

U

6.7. Kévetkezmény

Legyen S félcsoport és R integritési tartomdny. S barmely véges homomorf képe R”-ban cikli-
kus csoport, és minden pozitiv egész n-re, a képelemek esetleges permutdcidjatdl eltekintve, S-nek

legfeljebb egy olyan @ homomorfizmusa van R* -ba, ahol 0¢ Im(¢) és |Im((p)| =ne N'. Ekkor, ha §

véges csoport, és elemeinek a szdma ¢, akkor n osztéja t-nek.
A

Bizonyitas:

Félcsoport homomorf képe félcsoport, és a kordbbiak szerint integritdsi tartomany multiplikativ
félcsoportjanak 0-t nem tartalmazé véges részfélcsoportja ciklikus csoport, igy, ha Im(¢) véges, akkor
ciklikus csoport. Szintén a kordbbiak szerint, R-nek legfeljebb egy n-edrendi részcsoportja van, igy a
képhalmaz egyértelmii. Az utolsé allitds kovetkezik abbdl, hogy csoport homomorf képe izomorf a le-
képezés magja szerinti faktorcsoporttal, a faktorcsoport rendje a mag indexének szdmossaga, és ez vé-
ges csoport esetében osztdja a csoport rendjének.

U

Nem feltétleniil kiilonboz6 csoportoknak tehdt egy integritdsi tartomdny multiplikativ félcso-
portjdba val6 kiilonbdz6 olyan homomorfizmusaindl, ahol a képhalmazok végesek, nem tartalmazzdk
a 0-t és a rendjiik azonos, a képhalmazok meg is egyeznek, vagyis csak a képelemek sorrendjében le-
het kiilonbség.

Az 6.6. Tételnek egy tovabbi, a véges testek szempontjabol alapvetd kovetkezménye, hogy vé-
ges test multiplikativ csoportja ciklikus. Ezt tételként is leirjuk.

6.8. Tétel

Véges test multiplikativ csoportja, €s ennek minden részcsoportja, ciklikus.
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Bizonyitas:
Véges test alaphalmaza és minden részhalmaza véges, {gy minden részcsoport — beleértve a nem
valédi részcsoportot is — véges, igy a tétel kozvetleniil adédik a 6.6. Tételbdl.
tJ

Az eldbbi tétel karakterizalja is a véges testeket, amint a kovetkezd tétel mutatja.

6.9. Tétel

Nullosztémentes gyliri nem nulla elemeinek multiplikativ félcsoportja akkor és csak akkor cik-
likus csoport, ha a gyliri véges.
A

Bizonyitas:

Ha R véges, akkor test, igy a multiplikativ csoportja az el6z0 tétel szerint ciklikus.

Most legyen az R nullatdl kiilonbdzd elemeinek multiplikativ félcsoportja ciklikus csoport, és
legyen ennek a csoportnak egy generdtoreleme u. Ha egy nullosztdmentes gytiri nem nulla elemei a
szorzassal csoportot alkotnak, akkor ferdetest, és ha a csoport ciklikus, akkor kommutativ, és a gylirQi
test, igy R test.

Ha char(R) # 2, akkor u® = e # —e = u¥ egy k # 0 egésszel, és u?* = e. Ekkor u=2% = e is
igaz, igy feltehetjiik, hogy k > 0. Ez viszont azt jelenti, hogy u rendje legfeljebb 2k, tehat R véges.

Most legyen char(R) = 2. Mivel a test multiplikativ csoportja ciklikus az u generatorelemmel,
ezért R részteste az Rp(u) testnek, ahol Rp az R primteste, azaz a kételemii test. u + e = u* egy
egész k-val, kivéve, ha u + e = 0. De ez utdbbi csak tgy lehet, ha u = —e = e, és ekkor R multipli-
kativ csoportja egyelemil, tehiat R a kételemil, azaz véges test. Legyen tehat a tovabbiakban u # e. k-
16l feltehetjiik, hogy nemnegativ. Ellenkezd esetben ugyanis (u ) * =u¥ =u+e= (1) +e,
és innen u™t + e = (u™1)7**1. De u~? is generdlja a csoportot, vagyis u helyett vehetjiik u™-et, és
ezzel az eredetihez hasonl6 egyenldséget kapunk, de mar pozitiv kitevovel. k nem lehet 0 és nem lehet
1, mert az elsé esetben u = 0, mig a masodikban e = 0 lenne. u az x* + x + e polinom gycke. Ez a
polinom eleme a test primteste feletti polinomgytriinek, igy u algebrai a kételemi test f616tt. Ekkor
viszont Rp(u), és akkor az elGbbiek szerint R is véges test.

J

Ciklikus csoport egyetlen elemmel generdlhatd, igy véges test multiplikativ csoportja is gene-
ralhaté a test egyetlen, nem nulla elemével. Kordbban mar definialtuk az ilyen elemeket, a test primi-
tiv elemeit.

Altaldnosan is megvizsgiljuk egy test multiplikativ csoportjdnak véges részcsoportjait. Egy
ilyen csoport ciklikus, és ha a rendje n, akkor minden eleme gyoke a test f6lotti x™ — e polinomnak.

6.10. Definicio

Legyen X test, e a K egységeleme, ésn € N*. x™ — e € K[x] K feletti felbontdsi teste a K fo-
lotti n-edik korosztasi test, és a polinomnak a felbontdsi testbeli gyokei a K feletti n-edik egység-
gyokok.

A

6.11. Megjegyzés

Mivel a K folotti n-edik korosztasi test felbontasi test, ezért 1étezik €s izomorfizmustol elte-
kintve egyértelmi, tovabbd izomorf testek feletti n-edik korosztasi testek izomorfak.
A
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6.12. Jeloles

Legyen X test és n € N*. Az izomorfizmustdl eltekintve egyértelmiien meghatdrozott K feletti
n-edik korosztasi testet K ™, és az n-edik egységgydkok K ™-beli halmazat E®™ jeloli.
A

KM az x™ — e K feletti felbontdsi teste, és EK™ a gyskok halmaza, igy K ™ = K(EK™M).

Legyen K p-karakterisztikdju test, e a test egységeleme, n € Nt és n = p"m, ahol v € N és m
a p-vel nem oszthat6 pozitiv egész. Ekkor az 6.3. Tétel szerint EK™ = KM g5 (M) = g¢(m) (0.
vabbd x™ — e minden gyoke p”-szeres, x™ — e valamennyi gyoke egyszeres a megfeleld felbontdsi
test barmely bovitésében, végiil 6.6. szerint E (Km) m-edrendii ciklikus csoport a K (M)_beli szorzdssal.

6.13. Definicio

Legyen n € N*. Az E®™ 4 eleme primitiv n-edik (egység)gyok X folott, ha a rendje n.
A

A definici6 és kordbbi eredményeink alapjin p-karakterisztikaju test folott akkor és csak akkor
van primitiv n-edik egységgyok, ha p nem osztéja n-nek. A definiciébdl az is kovetkezik, hogy gq-
elemi test primitiv eleme primitiv g — 1-edik egységgyok.

6.14. Tetel

Legyen n € Nt ésu € E Kn) y pontosan egy pozitiv egész m-re K feletti primitiv egység-
gyok, és ez az m nem oszthatd a test karakterisztikdjaval.
A

Bizonyitas:

Csoport elemének rendje egyértelmil, ezért minden egységgyok legfeljebb egy pozitiv egész m-
re lehet primitiv m-edik egységgyok. Legyen n € N* és u € E®™ ekkor u™ = e, vagyis u K™
multiplikativ csoportjanak véges rendi eleme. Ha |u| = m, akkor u™ = e, igy u gyoke a K feletti
x™ — e polinomnak, és a rendje m, tehdt u egy K feletti primitiv m-edik egységgyok. Mivel m a leg-
kisebb azon k pozitiv egész kitevok kozott, amelyekkel u* = e, ezért m nem lehet oszthaté a test ka-
rakterisztikdjaval (hiszen ha m = pm’, akkor u™ =eésm' < m).

N

A primitiv egységgyokok tobb kiilonbozd, az aldbbiakban ismertetendd karakterisztikus tulaj-
donsdggal rendelkeznek.

6.15. Tetel

Legyen K p-karakterisztikaju test, p"m = n € N*, ahol r € N és p t m € N, és legyen u egy
K feletti m-edik egységgyok. Ekkor az aldbbi allitdsok ekvivalensek:

u egy K feletti primitiv m-edik egységgyok;
u € EES ahol s pozitiv egész szam, akkor és csak akkor, ha m|s;
E®n) —
(u)
v € E®M akkor és csak akkor primitiv m-edik egységgyok K folott, ha v = u¥, ahol
m>k€N+es(km)—1—(kn)

4>.w.w.~

A
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Bizonyitas:

Ha u primitiv m-edik egységgyok, akkor a rendje m, és csoport egy elemének valamely egész
kitevOs hatvanya akkor és csak akkor egyenld a csoport egységelemével, ha a kitevd oszthat6 az elem
rendjével, igy 1-bdl kovetkezik 2.

Most tegyiik fel, hogy 2. teljesiil. Ekkor m a legkisebb olyan pozitiv egész, amely kitevds hat-
vanya u-nak a csoport egységeleme, igy u rendje m. Ekkor u-nak m kiilonb6z6 hatvdnya van, és u

minden egész [-kitevds hatvanydra (ul)n =y =P’ = ()Pl = ¢, vagyis ul € E&M. De
E®™ _nek m eleme van, éppen annyi, amennyi (u) rendje, igy E€™ = (u), tehdt 2-b8l kovetkezik 3.

v € E®M = (4)-bél v = u¥ egy m > k € N kitevével. Ekkor |v| = és v pontosan akkor

m
(em’
primitiv m-edik egységgyok, ha a rendje m. Ez akkor és csak akkor teljesiil, ha k és m relativ primek,
ami azt jelenti, hogy 3-bdl kovetkezik 4.

1 relativ prim minden egész szamhoz, igy m-hez is. Ha teljesiil 4., akkor tehat u = ul XK feletti
primitiv m-edik egységgyok, vagyis 4-bdl megkapjuk 1-et.
N

A 2. ponttal ekvivalens allitds, hogy egy m-edik egységgyok pontosan akkor primitiv m-edik
egységgyok, ha m-nél kisebb pozitiv egész t-re nem t-edik egységgyok. Valdban, egy elem rendje ak-
kor és csak akkor m, ha m-edik hatvanya az egységelem, és m a legkisebb ilyen pozitiv egész, és egy
elem egy hatvanya pontosan akkor az egységelem, ha a kitevd oszthaté az elem rendjével.

6.16. Tetel

Legyen K p-karakterisztikdjd test, n € N¥, és n = p"m a nemnegativ r €s p-vel nem oszthaté

m pozitiv egésszel. A K folotti primitiv m-edik egységgyokok szdma @(m), és ha u egy K feletti
primitiv m-edik egységgydk, akkor K™ = K (u) és x™ — e = [T (x — u®).

A

Bizonyitas:

E®m) ciklikus csoport, ezért van m-edrendl eleme, példdul u. Ekkor u mindazon hatvanya is
generdlja a csoportot, amelynek a kitevdje relativ prim m-hez. Ezek a hatvdnyok kiilonbdzdek, ha
m >k € N, és mas, ezektdl kiilonboz0 ilyen tulajdonsdgui elem nincs a csoportban, ezért a megfeleld
tulajdonsagt u-hatvanyok szama éppen @(m). x™ — e gyokei egyszeresek és u hatvanyai, igy igaz a
szorzatalak. K™ = 3™ ez utébbi viszont a legszlikebb olyan test, amely tartalmazza K-t és a K
feletti x™ — e valamennyi gyokét. Am E®™ ciklikus, igy ha K egy L bévitése tartalmazza EK™
egy g generatorelemét, akkor g minden hatvanyat, tehat x™ — e valamennyi gyokét is tartalmazza,
ezért KM = 5 (w).

U
A fenti eredményt egy specidlis esetre alkalmazva kapjuk az aldbbi tételt.
6.17. Téetel
q-elemii test primitiv elemeinek szdma @(q — 1).
A

Bizonyitas:
g-elemi test multiplikativ csoportja g — 1-edrendii ciklikus csoport, és ennek a csoportnak a
generdtorelemei, vagyis a primitiv g — 1-edik egységgyokok a primitiv elemek.
U

Most legyen a csoport egy test feletti egységgyokok csoportja, €s a testtel egyiitt tekintsiik a mii-
velettart6 leképezést.
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6.18. Tetel

Legyen X és M test és n € N*. Pontosan akkor van olyan ¢: K™ — M homomorfizmus, ahol
[Im(¢)| > 1, ha M € M és létezik olyan X', hogy M|K' = K. Ekkor Jm(¢) és csak Im(¢) az
M K-t tartalmazé és K ™-nel izomorf részteste, és Im (@) = K O ’(E (M'")).

A

Bizonyitas:

Legyen n = p"m, ahol p = char(¥), r € N és m a p-vel mar nem oszthaté egész szam.

Testnek csak trividlis idedljai vannak, igy test homomorfizmusa is csak trividlis lehet, vagyis a
képe vagy egyetlen elem, ami nem test, vagy izomorf az eredeti testtel. Ekkor ¢ K -ra valé megszori-
tasa is izomorfizmus, igy K képe az M egy K -val izomorf részteste, és ez egyben Jm (¢)-nek is rész-
teste. Az izomorfizmus sordn az n-edrendii egységgyokok csoportjat is leképeztiik M-be, és az izo-
morfizmus kovetkeztében a kép m-edrendli csoport, igy a 6.6 tétel érelmében ez éppen E (Mm) amely
azonban azonos EM™_nel. Mivel ez része M-nek, igy M ™ c M.

Forditva, tegyiik fel, hogy van M-ben K-val izomorf K' résztest és M (") ¢ M. Ekkor
EMM c M, és EM™ az M feletti x™ — ey, polinom gydkeinek a halmaza. X' az M részteste, igy
ey = egr, ezért EOm = EU'n) £ = g0/ (EMm) = 30'™ g5 M|L|KC. Mivel K és K izomorf,
ezért K™ &s L is izomorf, tehét létezik a két test kozott izomorfizmus. Ha egy izomorfizmus ¢, akkor
Im(@) = L, tehit : K™ — M olyan homomorfizmus, hogy Im(¢) legalibb kételemii.

Végiil, ha M|L'|K' és L' = K™, akkor £ tartalmaz m-edrendii csoportot. De ilyen csak egy
van (M*;)-ban, EM™ gy L' = K '(E (M'n)) = L, ami igazolja az egyértelmiiséget.

U

Megjegyezziik, hogy a tételben csupan az olyan, K (_nel izomorf résztest egyértelmiiségérol
van sz6, amely egy adott M test adott K' résztestének M -beli bovitése. Egyrészt az egységgyokok-
nek akdrhdny kiilonboz6 reprezentéicidja lehetséges, és kiilonboz6 reprezentaciokkal bovitve K'-t, bar
a korabbiak alapjan izomorf, de nyilvan kiilonboz0, a K (M)_nel izomorf testeket kapunk. Mdésrészt M
tartalmazhat t6bb kiilonb6z6, a K -val izomorf résztestet, és ezek tetszleges bdvitése is kiilonbozd
lesz. Példaul a komplex szdmok testének két kiilonbozd, bar (algebrailag) izomorf résztestét kapjuk, ha
a raciondlis szdmok testét e-vel (a természetes logaritmus alapszdmaval) illetve m-vel bovitjik, és igy
kiilonboz0 lesz az ezen testek folotti azon test is, amelyet ebbdl a két testbdl valamely pozitiv egész n-
re az n-edik komplex egységgyokokkel valé bovitéssel kapunk. Ha azonban K véges, akkor a 6.5 Ko-

vetkezmény alapjdn M -ben Osszesen is csak egyetlen, a K (M)_nel izomorf résztest van.

6.19. Kévetkezmény

1. Ha M|X, akkor K™ = K(EM™), és ezzel a K™ _nel ]V[(")|7C(");

2. ha M|K,és0azM ) egy K feletti relativ automorfizmusa, akkor O'(K (")) =KM™.

3. ha L p-karakterisztikdju test, €s Kp = Q, ha p = 0, mig Kp = Z,, amennyiben p prim, ak-
kor létezik olyan ¢: XK, ,S") - £ injektiv homomorfizmus, hogy u akkor és csak akkor s-edik egy-

séggyok Kp felett, ha ¢ (u) s-edik egységgyok L folott.
A

Bizonyitas:

1. Az eldzd tételben a mostani M-et M -gyel, Ml(n)—et M-mel helyettesitve kapjuk az allitast.

2. o az n-edik egységgyokot n-edik egységgyokbe viszi, és mivel automorfizmus invertalhato,
ezért o(E (M '")) = EM™ hiszen M ™-ben csak egy n-edrendii csoport van.

3. Kp izomorf az L primtestével, Lp-vel, igy L) tartalmaz K Igs)—sel izomorf résztestet.
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Az elébbi kdvetkezmény utolsé pontja azt jelenti, hogy tetszOleges test feletti barmely (primitiv)
n-edik egységgyok a primtest felett is (primitiv) n-edik egységgyok, tehat ismerve a primtestek, vagy-
is a raciondlis szamok Q teste és a primmodulust Z, maradékosztaly-gylirtik feletti egységgyokoket,
Iényegében véve mar tetszOleges karakterisztikdju test f6l6tt is rendelkeziink az egységgyokokkel.

Az egységgyokok dltaldban nincsenek benne a megadott testben, csupan annak valamely bovité-
sében. Ennek ellenére néhany egységgyok benne van az alaptestben, ilyen példdul a test egységeleme,
hiszen egy test és barmely résztestének egységeleme azonos.

6.20. Tetel
Legyen KX g-elem test, n a g-hoz relativ prim pozitiv egész szdm, és u egy K folotti primitiv

n | k. és a K-beli n-
(q—l,n)

n-edik egységgyok. Ekkor u* pontosan akkor eleme K-nak, ha o/ (q — 1) =

edik egységgyokok az EK™ egy (q — 1,n)-edrendii részcsoportjat alkotjak.
A

Bizonyitas:
u® pontosan akkor eleme K-nak, ha ud* = (uk)q = uk. Mivel u primitiv n-edik egységgyok,
ezért a rendje n, igy u?* = u¥ ekvivalens a gk = k (n) kongruencidval, vagy mésként irva, ha
(g — 1)k = 0 (n). Ez pontosan azokra a k egészekre teljesiil, amelyek oszthatdak o;f (q — 1)-gyel, és
azn > k € N feltétellel az ilyen egészek szdma (q — 1,n). Végiil az EX™ K-beli elemeinek halmaza
nem iires, hiszen az egységelem benne van, és ha két eleme benne van K-ban, akkor a szorzatuk és az
inverziik is eleme K-nak, igy ezek az elemek részcsoportot alkotnak E (K1) _pen.
U

6.21. Tétel
Ha X p-karakterisztikdjd test, ahol p primszdm, q = ps egy pozitiv egész s-sel, és L egy q-
elemi test, akkor E&:4-1) ~ (L*;)), és K (@-1) tartalmaz L-lel izomorf résztestet. Ha K az L részteste,
akkor K (@~ = £ tovabba £ minden primitiv eleme, és csak ezek, g — 1-edik primitiv egységgyok
K folott.
A

Bizonyitas:

p és q — 1 relativ primek, igy E4~1 egy g — 1-edrendii ciklikus csoport, hasonléan (L*;-)-
hoz, igy E®4-1 = (L*;-). Mivel X nulleleme, valamint E®4~1 elemei gydkei a K primteste feletti
x? — x polinomnak, és az elobbi elemek szama q, ezért ezek az elemek a K (@-1)_peli miiveletekkel
egy g-eleml résztestet, vagyis L-lel izomorf résztestet alkotnak.

Ha L|K, akkor K@D =%K(L*) <L, masrészt L=L"U{0}SL*UK S K@D jgy
H @D = £. Most u akkor és csak akkor g — 1-edik primitiv egységgyok K folott, ha egyben L folott
is hasonl6 tulajdonsagd, tehat ha a rendje (L*;-)-ban q — 1. Ezek az elemek viszont éppen £ primitiv
elemei.

J

A tétel azt fejezi ki, hogy minden véges test valamennyi nem nulla eleme valamilyen n-re n-
edik, és igy alkalmas m-re primitiv m-edik egységgyok a test primteste folott.

Az aldbbiakban egy fontos polinomot definidlunk.
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6.22. Definicio

Legyen m a X test karakterisztikdjaval nem oszthatd pozitiv egész szdm, tovabba u egy K fo-
Iotti primitiv m-edik egységgyok. Ekkor @K™ = [[msken(x — u¥) a XK folotti m-edik korosztasi
(k,m)=1
polinom.
A

Lathat6, hogy az m-edik korosztasi polinom gyokei a test feletti primitiv m-edik egységgyokok,
és csak ezek, és minden gyok egyszeres. A definicié alapjan azon és csak azon pozitiv egész m-re 1é-
tezik adott test folotti m-edik korosztdsi polinom, amely nem oszthat6 a test karakterisztik4javal.

6.23. Tetel

Legyen K p-karakterisztikdju test, és m a p-vel nem oszthaté nemnegativ egész. Ekkor o Em)
egy Kp feletti ¢ (m)-edfoki fépolinom, és x™ — e = [[4m KD ahol Kp K primteste.
A

Bizonyitas:

p(m) a X feletti m-edik primitiv egységgyokok, tehdt a polinom gyokeinek szdma, és igy a
korosztasi polinom fokszama, és a kdrosztasi polinom fépolinomok szorzata, tehit maga is fépolinom.

Mivel m nem oszthaté p-vel, ezért x™ — e gyokei egyszeresek, tovabba mindegyikiik egy és
csak egy pozitiv egészre primitiv egységgyok K folott, €s a megfeleld egész osztdja m-nek, ami iga-
zolja x™ — e szorzatfelbontdsat. Azt kell még beldtni, hogy a korosztdsi polinom egyiitthat6i a prim-
test elemei. Ezt indukcidval bizonyitjuk. 1 a p-vel nem oszthaté nemnegativ egész, tehit megfelel a té-
tel kovetelményeinek. Ekkor x™ —e =x —e € Kp[x],és x —e = &), vagyis m = 1 esetén igaz
az 4llitas. Tegyiik fel, hogy mar beléttuk a tétel igazsdgat minden, az m > k € N* feltételt kielégitd k
egészre. Ekkor igaz lesz az allitds az m valamennyi val6di osztéjara, igy az x™ — e és [[aim oKD

a<m

Kp feletti polinomok, de akkor a hanyadosuk, @™ is Kp[x]-beli.

6.24. Megjegyzés

Izomorf testek feletti, azonos m-hez tartozd m-edik korosztasi testek izomorfak, €s ez utébbi
izomorfizmusndl primitiv m-edik egységgyok képe primitiv m-edik egységgyok, ezért konnyen l4tha-
td, hogy ha : JCl(m) - iKz(m) a korosztési testek kozotti izomorfizmus, és u a Ky folotti primitiv m-
edik egységgyok, akkor ®@Kz™ = [Tmsken (x — (i,l)(u))k) a JC, folotti m-edik korosztdsi polinom.

(k,m)=1
Ebbo! kapjuk, hogy ha @®1m = 320V (xl akkor dKem) = 5040 (Pt = 500y (V) 2,
ahol Yg a P K;-re valé megszoritdsa, vagyis izomorf testek folotti, azonos m-hez tartozd korosztasi
polinomok 1ényegében véve azonosak.

Ha char(X) = 0, akkor Xp = Q, és igy tartalmaz Z-vel izomorf részgytriit. A korosztasi poli-
nom fOpolinom, igy a bizonyitasbdl 1athatd, hogy egyiitthat6i benne vannak Z-ben. Példaul a jol ismert
n-edik komplex egységgyokok esetén a korosztdsi polinom egész egyiitthatds fépolinom.

Ha létezik @K™ és n > m|n, akkor @K™ |% (lattuk a 37. oldalon hogy ha m|n, akkor

x"—e

x™ — e osztéja x™ — e-nek, és jelolte a hanyadost). Val6ban, a megadott m < n és m|n feltétel-

xM—e
lel (x™ — )&M) = oKW [T, &[], dED = x — ¢, s innen x™ — e-vel vald osztdssal
kapjuk az éllitott oszthatésagot.

A
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Ha a korosztési polinomot a definicidja alapjdn szeretnénk meghatdrozni, akkor ehhez ismerni
kellene egy primitiv egységgyokot. A valdsagban a helyzet dltaldban forditott, egy primitiv egység-
gyok meghatdrozdsahoz megkeressiik ennek a minimal-polinomjat, amely viszont a korosztdsi poli-
nom egy faktora. Szerencsére a korosztasi polinomot igen konnyen el6 tudjuk éllitani.

6.25. Tetel

Ha X test, és char(X) + n € N*, akkor @K™ = ]_[d|n(xd — e)”(E).

Bizonyitas:
Ezx" —e =[lgn &K D_pgl a megforditasi képlet multiplikativ alakjaval adédik (Idsd az 1.11.
Tételt és 1.12. Kiegészitést a 11-12. oldalon).
U

Az 1.13. Megjegyzés alapjan a d &M Korosztasi polinom meghatdrozdsa valéban igen egysze-

rii. Tekintsiik az n azon d oszt6it, amelyekre u(d) = 1 illetve u(d) = —1. Ha g =[] g (xE — e)
u(d)=1
valamint h =[] gjn (xE - e), akkor @K™ a7 elébbi két polinom hényadosa, vagyis ®*&™ meg-
uld)=-1
hatdrozasa x“ — e alakd, igen egyszerii polinomok szorzdsdval és két polinom hdnyadosanak a kisza-
mitasaval elvégezhetd.

d

6.26. Tetel

Legyen X g-elemii test, n € N* a g-hoz relativ prim és r = 0,,(¢q). Ekkor ®&™ @—széml’l,

paronként kiilonbozd, r-edfoku, K {olott irreducibilis polinom szorzata.
O

Bizonyitas:

Ha char(X) = p, akkor p prim, és q a p pozitiv egész kitevos hatvanya, ezért (n,q) = 1 ko-
vetkeztében n és p relativ primek, &K1 étezik, és a fokszdma pozitiv egész. Legyen &M 3¢ feletti
felbontdsa irreducibilis polinomok szorzatara @™ = [T5_; m§K’n). Az elézbek szerint s > 1. dK)
gyoOkei egyszeresek, ezért az m; = mgK’n) faktorok paronként kiilonbozoek. m; legalabb elséfokd, igy
van gyoke, és ez a gyok csak o &K valamelyik gyoke, tehdt egy K felett primitiv n-edik egységgyok
lehet. Ha ez a gyok u, akkor m; gyokei pontosan azok az u-hatvanyok, amelyeknél a kitevé g/ alaku,
ahol 0,(q) > j € N, igy a megfeleld faktor foka o, (gq). Valamennyi primitiv egységgyok gyoke egy
és csak egy faktornak, ezért az elobbi megallapitds minden tényezOre érvényes, tehdt ezek mindegyike

o)
T

0,,(q)-adfoki. ®EMfoka @(n), igy a tényezdk szdma , ahol r az egyes polinomok fokszama.

6.27. Megjegyzes

A tételben lényeges, hogy a K test karakterisztikdja nem 0. A fejezet végén ugyanis bebizonyit-
juk, hogy ha K 0-karakterisztikdju test, akkor a korosztasi polinom irreducibilis a primtest folott (tehat
a komplex egységgyokok korosztasi polinomjai egész egyiitthatds, a Q folott felbonthatatlan, ¢(n)-
edfoku fépolinomok).

N
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6.28. Kbvetkezmény

Ha K egy p-karakterisztikdju, g-elemi test, n = p"n, ahol r nemnegativ egész, és m a p-vel
nem oszthatd pozitiv egész, akkor K™ a K o,,(q)-foku egyszerli bévitése.
A

Bizonyitas:
KM = KM = 5 (u) az u K feletti primitiv m-edik egységgyokkel. Ez a K felett felbontha-
tatlan o,, (q)-adfokd polinom gyoke, ebbdl kovetkezik az allitas.
O

A kovetkezd tételben megmutatjuk, hogy a korosztasi polinom rendelkezik bizonyos szimmetri-
aval, ,.elolrdl hatrafelé¢” és ,hatulrdl eldrefelé” olvasva lényegében véve (azaz eldjeltdl eltekintve)
azonos polinomot kapunk. Kordbban az ilyen polinomokat neveztiik reciproknak vagy ondudlisnak
(4.34. Definici6 a 87. oldalon), és lattuk, hogy ez pontosan akkor teljesiilt, amikor a polinom minden

gyokének inverze is gyoke volt a polinomnak (azonos multiplicitdssal).

6.29. Tetel

Korosztasi polinom dndudlis.

Bizonyitas
Ha k relativ prim n-hez, akkor —k is az, igy a korosztasi polinom barmely gyokének inverze is
gyok, tovdbbd minden gyok egyszeres.

U
Most megvizsgaljuk a 0-karakterisztikaju test folotti korosztasi polinomot.
6.30. Tetel
0-karakterisztikdju test folotti kdrosztasi polinom irreducibilis a test primteste folott.
A

Bizonyitas:

Azt mér tudjuk, hogy 0-karakterisztikdji K test folotti korosztasi polinom lényegében véve egy
Z folotti fépolinom (lasd az 6.23. Tételt a 109. oldalon, és az utdna kovetkezd 6.24. Megjegyzést), te-
hat egyben egy raciondlis egyiitthats fépolinom, és megegyezik a Q f6l6tti kdrosztasi polinommal. A
tovdbbiakban a Q 6l6tti m-edik korosztasi polinomot a test feltiintetése nélkiil, egyszeriien ® ™) _mel
jeloljikk. Legyen f a o egy Q folott irreducibilis fopolinom osztdja, amelynek u egy gyoke. Te-
kintsiink egy tetszbleges, az m-hez relativ prim p primszamot, és legyen uP Q f616tti minimal-poli-
nomja g. o egész egyiitthatés fopolinom, igy van olyan Q folétti irreducibilis polinomokra vald
felbontdsa, ahol minden faktor egész egyiitthatés fopolinom. f és g ilyen faktorok, mivel mind f,
mind g irreducibilis fdpolinom osztdja a korosztasi polinomnak. Ha f # g, akkor relativ primek (mert
mindkettd irreducibilis), igy f glcb(m) |xm — 1. Most legyen f és g azon Z,, feletti polinom, amelynek
egyiitthatdi a megfelel6 egyiitthatdk éltal reprezentalt modulo p maradékosztdlyok. Mivel fg|x™ — 1,
ezért f §|xm — 1, ahol 1 a Z, egységeleme. u? gyoke g-nek, tehdt u gydke g o xP-nek és az u-t tar-
talmaz6 modulo p maradékosztaly, i1, g o xP = gP-nek, tehat g-nek. De u gyoke f-nek, és igy i f-
nek is gyoke. Ekkor viszont i legaldbb kétszeres gyoke f§ |—nek, és igy x™ — 1-nek, ami lehetetlen,
hiszen (m,p) = 1, amibdl kovetkezik, hogy x™ — 1 gyokei egyszeresek.

Eddig azt lattuk be, hogy ha p az m-hez relativ prim primszam, akkor u és uP ugyanannak a
faktornak a gyoke. Ebbdl indukciéval adédik, hogy ha uP-nak és u*-nak, ahol k relativ prim m-hez,
k6z6s a minimal-polinomja, akkor u-nak és u*P-nek is azonos a minimél-polinomja. Ebbdl viszont
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kovetkezik, hogy a Q folotti valamennyi primitiv m-edik egységgyok minimdl-polinomja azonos, te-
hat éppen a Q 6l6tti m-edik korosztasi polinom, és igy ez a polinom Q fol6tt felbonthatatlan.
U

A Q folotti korosztdsi polinom minden egyiitthatéja egész szdm, ezért barmely q egész szdm
esetén M (q) egész szam. Mivel a komplex egységgyokok kozott csupan 1 és —1 valds, és az elobbi
m = 1-re, az utébbi pedig m = 2-re primitiv egységgyok, ezért m > 2 esetén ®™ minden gyoke
komplex szam. De ®™ valés egyiitthatés polinom, gy &™) minden gyokével egyiitt annak konju-

géltja is gyoke a polinomnak, és a két gyok kiilonb6zd. Legyen most u tetszdleges valds szam (m to-
véabbra is nagyobb, mint 2). Ekkor

S (y) = H (u _ s}({m)) (u _ s,(n"i)k) - 1_[ (u _ gl((m)) (u _ @)

%>keN+ %>keN+
(km)=1 (km)=1
— 2
= 1_[ (u - s,((m)) u—em = 1_[ |u — s,((m)l € RT,
%>keN+ %>keN+
(km)=1 (k,m)=1

vagyis m > 2-nél @™ értéke minden val6s u-ra pozitiv valds szam. ®D = x — 1 és @@ = x + 1,
és ezek is valésak minden valds helyen, de az elébbi csak u > 1, mig az utébbi u > —1 esetén pozitiv.
Tovébbra is valés u-val ®W (u) > 1 akkor és csak akkor, ha u > 2, és 65(2)(u) > 1 pontosan akkor,
ha u > 1. Ha m > 2, akkor pedig u > 2 esetén biztosan igaz, hogy ®™ (u) > 1. Val6ban, m > 2

esetén minden primitiv m-edik egységgyok nem valds és abszolit értékben 1, igy a képzetes része
nem 0 és a valds része (még abszolut értékben is) kisebb, mint 1. Ekkor

|u - e,(cm)|2 = (u — Re (e,((m)))z + (u —Im (s,(cm)))z

2
> (u —Re (s,(cm)» >w-1)2%2>1%2=1,

2 2 -
u— s,((m)l > |u - sfm)l > 1, tehat 2 < g €N esetén 1 < dD(m)(u) € N,

és M (W) = [Ty e

(k,m)=1
ham> 1.

Korédbban (lasd a 3.2. Tételt a 42. oldalon) ismertettik Wedderburn tételét, amely szerint min-
den véges ferdetestben a szorzds kommutativ, vagyis a ferdetest test, ami azt a fontos dolgot jelenti,
hogy nem létezik olyan véges ferdetest, amely nem test. Ott a tételt nem bizonyitottuk, mert még nem
is tudtuk bizonyitani, ugyanis nem dalltak rendelkezésiinkre olyan ismeretek, amelyekre, mint most
majd latjuk, sziikségilink van az 4llitas igazoldsdhoz. Magdnak a tételnek a belatdsahoz azonban még
tovabbi algebrai fogalmakat kell definidlnunk, és beldtnunk bizonyos tulajdonsigaikat.

6.31. Definicio
Legyen S félcsoport, és A az S részhalmaza. Ekkor

a) N(A) = {c € S|cA = Ac} az A normalizatora;
b) C(A) = {c € S|V(a € A):ca = ac} az A centralizatora;
¢) C ={c€S|V(a€S):ca=ac}azS centruma'.

" A centrummal foglalkoztuk a 24. oldalon, de most a tSbbi definidlt fogalommal egyiitt is megvizsgaljuk
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Csoport és gylirli normalizétora, centralizdtora és centruma a csoport félcsoportjanak illetve a
gyurtt multiplikativ félcsoportjanak normalizatora, centralizatora és centruma.
C({aq,...,a,}) és N({ay, ..., an}) helyett roviden C(ay, ..., ay)-et és N(ay, ..., a,)-et irunk.
A

6.32. Tetel
Ha S félcsoport és A< S, akkor

1. u € N(A) akkor és csak akkor, ha az A minden a eleméhez van olyan a;, és a; elem A-ban,
hogy ua = a,u és au = ua;;

2. C(A) S N(A),éshalA| =1, akkor C(A) = N(A);
C =C(S);
ha minden y € I'-ra 4, < S, akkor C(UyEF Ay) = Nyer C(Ay);
C(A) = NgeaC(a),igy,ha A € B € S, akkor C(B) < C(A);
az S minden A részhalmazira C € C(A);
egységelem és zéruselem — ha létezik — eleme a centrumnak;

8. C<CA)SN(A)<Sé ASBCS esetén C(B) < C(A), feltéve, hogy a megfeleld
halmaz nem iires;

9. ha c eleme a normalizétor, centralizitor és centrum valamelyikének, és 1étezik c¢ inverze,
akkor az inverz is eleme a megfeleld halmaznak;

10. C kommutativ;

11. § akkor és csak akkor kommutativ, ha C = §, és ekkor C = C(4) = N (4) = S;

N kW

Ha S csoport, akkor

12. C, C(A) és IV (A) részcsoportok S-ben, és 8. mint részcsoportokra is igaz;
13. C<S§
14. ha A < §, akkor A < N (A4).

Bizonyitas:
. ueNA s ud=AusVv(acAi ((El(ab € A):ua = apu) A (El(aj € A): au = uaj)).
2. C(A) € N(A) korléatlanul igaz, hiszen ha ¢ € C(A), akkor minden a € A-ra ca = ac, és

cA=c U{a} = U c{a} = U{ca} = U{ac} = U{a}c = (U{a}) ¢ = Ac.

acA a€eA aceA aceA acA aceA

s

18y

Ha n € WV (A), akkor nd = An, tehit A barmely a eleméhez van olyan A-beli b, amellyel
na = bn. De ha A-nak egyetlen eleme van, akkor b = a, ez az A 6sszes (tudniillik egyetlen) elemére
igaz, n € C(A), N(A) < C(A), és a két halmaz egybeesik.

3. Ez kozvetlen kdvetkezménye a centralizitor és a centrum definicidjanak.

4. ce€ C(UyerAy) akkor €s csak akkor, ha minden y € I'-ra és minden a € 4,-ra ca = ac,
vagyis ha minden y indexre ¢ € C (Ay), tehdt hac € NyerC (Ay).

5. Az el6z6 pont alapjan C(A) = C(Ugeafal}) = Ngea C(a), és szintén az el6z6 pont szerint
C(B) =C(B\ANC(ANB) € C(ANB),ésha A < B, akkor ANB = A, tehit C(B) € C(A).

6. ACS, tehdt C = C(S) S C(A) az el6z6 pont eredményébdl.

7. Azegységelem és a zéruselem definici6jabdl azonnal kovetkezik.

8. Azt mdr lattuk, hogy C € C(A) € N(A) S S. Legyen c és d a C(A) eleme, és a € A. Ek-
kor (cd)a = c(da) = c(ad) = (ca)d = (ac)d = a(cd), tehat cd € C(A). Ha A = S, akkor C(A) he-
lyett kapjuk, hogy € < §. Most nézziik A normalizitorit. Ha a fenti egyenletsorban a-t A-val cseréljiik

113



Véges testek

ki, akkor kiadodik az N (A) < § Osszefiiggés. Végiil, ha K <§, L8 és K € L, akkor KX < L is
igaz, hiszen K < §-b6l KK € K C L és L részfélcsoport, tehat félcsoport, igy belattuk a € < C(4) <
N (A) < S relacié-sort, valamint igazoltuk azt is, hogy C(AB) <.C(A).

9. Ha c-nek létezik inverze, és ca = ac, akkor ac™! = c¢7la, igy ha c eleme C-nek vagy

C(A)-nak, akkor ¢! is benne van ugyanabban a halmazban. Amennyiben ¢ a normalizdtornak eleme,
akkor

Ac7t = (eA)c™t = ((c7t)A)c™r = (¢c7H(cA))c™t = (¢ (Ac))c ™

=c7((Ac)c™?) = cH(A(cc™)) = ¢ (4e) = ¢4,

tehdt ¢ ™1 is eleme a normalizdtornak.

10. Mivel S barmely a eleme a C minden elemével felcserélhetd, ezért ez érvényes a C-re szo-
ritkozva is, tehat C kommutativ.

11. § akkor és csak akkor kommutativ, ha valamennyi eleme a félcsoport minden elemével fel-
cserélhetd, vagyis ha barmely eleme benne van a centrumban. Ekkor € < C(4) < NV (4) < § = C-bdl
kapjuk, hogy a megadott halmazok megegyeznek.

12. Csoport esetében a centrum nem lires, de akkor a tobbi halmaz sem iires. 8. szerint az egyes
részhalmazok zartak a szorzdsra, és 9. szerint az inverzre is, igy mindegyik részcsoport, és a tartalma-
zasok miatt igaz a részstruktdrdkra vonatkozé allitas is.

13. C részcsoport, és a csoport tetszleges ¢ elemével cC = Cc, tehat C normaloszto.

14. Amennyiben A < §, akkor A-beli a-val aAd = A = Aa, tehit a € N(A), A € N(A), és mi-
vel A részcsoportja S-nek, ezért még inkabb részcsoportja N (A)-nak, A < N (A4). Vegyikk NV (4)
tetszbleges n elemét. A definicié miatt nA = An, igy A < N (4).

U

6.33. Definicio

Legyen G csoport, @ # A € G és ¢ a G eleme. Ekkor cAc™! az A (c-vel vett) konjugaltja, és A,
valamint B € G konjugaltak, ha van olyan c € G, amellyel cAcc'=B.Ha A= {g}, akkor cAc?
helyett cgc~t-et frunk, cgc™! a g (c-vel vett) konjugéltja, és h € G pontosan akkor konjugéltja g-nek,
ha h = cgc™! a G valamely ¢ elemével.

A

6.34. Tetel

A konjugéltsdg ekvivalencia-reldcié a G csoport nem iires részhalmazainak halmazén illetve a

G halmazon. Ha G véges, akkor @ # A € G kiilonboz6 konjugdltjainak szdma |G: V' (A)|, miga g € G

elemmel konjugéltak szdma |G: C(g)|. Ha ¢ centrumelem, akkor a c-vel reprezentdlt osztily egyele-
mii.

A

Bizonyitas:

Legyen@#+UC G,V CSG,u€GésveEQq, ekkor U~V és u~v, haV az U-nak illetve v az u-
nak konjugiltja. eUe™! = U, tehdt U~U, a reldcié reflexiv. Ha U~V, akkor valamely g € G-vel
V =gUg ' Ekkor U = g~V (g™1)71, és g71is a G eleme, vagyis U~V, ~ szimmetrikus. Végiil le-
gyen az eldbbieken til V~W, ahol W is a G egy nem iires részhalmaza. Most a G egy h elemével
W = hVh™1, de akkor W = h(gUg " Y)h™t = (hg)U(hg)™!, ami mutatja, hogy W konjugiltja U-
nak, hiszen hg is benne van G-ben, igy tehat a relaci6 tranzitiv, és 6szességében ekvivalencia-relacio.

Mivel az elemek konjugdldsa az egyelemii részhalmazok konjugildsa, és ha A-nak egyetlen
eleme van, u, akkor minden g € G-vel gAg™?! = g{u}g~! = {gug~!}, tehdt a halmaz konjugiltja is
egyelemtl, ezért az elemek konjugaltsdga is ekvivalencia-relécid.

gAg~t = hAh™1 akkor és csak akkor, amikor (h"1g)A = A(h~1g), vagyis ha h™tg € N(4),
ami ekvivalens azzal a feltétellel, hogy g és h az V' (A) szerinti ugyanazon bal oldali mellékosztalyban
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vannak, igy az A kiilonboz6 konjugiltjait kiilonb6z6 NV (A) szerinti mellékosztalyokbdl vett elemekkel
valé konjugdlassal nyerjiik, ezek szama pedig éppen NV (A) G -beli indexe. Ha A-nak egyetlen eleme
van, és ez g, akkor N(A) = C(g), és ekkor |G: N (A)| = |G:C(g)|.
Ha ¢ a csoport centrumdban van, akkor barmely G-beli d-vel dcd™! = cdd™! = c, tehit c vala-
mennyi konjugdltja maga c, a c-vel reprezentalt osztdlyban egyetlen elem van.
U

6.35. Definicio

Legyen G véges csoport, C a centruma, r € N a konjugélds legalabb kételemil osztdlyainak és
r =i € N*-ran; az i-edik osztdly elemeinek szama. Ekkor |G| = |C| + X]-; n; az osztalyegyenlet.
A

6.36. Tetel

Legyen F ferdetest, C az F* centruma, C(g) az F* g elemének F*-beli centralizdtora. Ekkor F
centruma Z = C U {0}, és Z az F részteste. Z(g) = C(g) U {0} a g F-beli centralizitora, ez az F-nek
Z-t tartalmazé részferdeteste, és Z(0) = F

A

Bizonyitas:

C minden eleme felcserélhetd F* minden elemével és a 0-val, a 0 is felcserélhetd F barmely
elemével, igy Z része F centrumanak. Ugyanakkor, ha F* valamely u eleme minden F-beli elemmel
felcserélhetd, akkor ez teljesiil a multiplikativ csoport elemeire is, ezért u € C € Z, Z a test centruma.
Z-beli u és v elemekkel (u — v)a = ua —va = au — av = a(u — v), Z zart a kivondsra, és mivel C
a szorzassal kommutativ csoport, ezért Z résztest.

Legyen g a test egy nem nulla eleme. C € C(g), ezért C U {0} € C(g) U {0}. 0 minden elem-
mel, de akkor g-vel is felcserélhetd, viszont a nem nulla v pontosan akkor cserélhet6 fel g-vel, ha
v € C(g), Z(g) a g centralizdtora. Ismét igaz, hogy C(g) a szorzdsra csoport, tovdbba C(g) U {0}-
beli u-val és v-vel (u —v)g = ug —vg = gu — gv = g(u — v), C(g) U {0} részferdetest F-ben.

Mivel a nullelemmel F minden eleme felcserélhetd, ezért igaz az utolsé egyenldség is.

Most visszatériink Wedderburn tételéhez.

Bizonyitas (Wedderburn-tétel):
Az F véges ferdetest Z centruma résztest F-ben, igy ha Z-nek q eleme van, akkor F elemszdma
™ egy m természetes szammal. Hasonldan, ha 0 # g, és g-nek egynél tobb konjugdltja van, akkor
|Z(g)| = q™, feltéve, hogy g az i-edik osztdly eleme (F véges, tehat véges sok az egynél tobb elemet

tartalmazo osztdlyok szdma is). F*-ban az osztdlyegyenlet ¢ — 1 =q — 1+ X4 (r az egynél

ml 1
tobb elembdl all6 osztdlyok szdma). F akkor és csak akkor test, ha r = 0, ugyanis ez az ekvivalens
megfeleldje annak, hogy a szorzés a teljes testen kommutativ, azaz minden nem nulla elem benne van
a multiplikativ csoport centruméban, ez viszont ugyanaz, mint az m = 1 feltétel.

Tegyiik fel, hogy m > 1. Mivel az egységelem biztosan C-nek eleme, ezért valamennyi lehetsé-

. . . . m_q . . .
ges i-re (és ha r > 0, akkor ilyen i van) m; < m. :mi-1 egy q™ — l-elemi csoport g™ — 1-elemi

részcsoportjanak indexe, tehdt egész szam, g™ — 1 oszthaté g™ — 1-gyel, ami csak akkor lehet, ha
m;|m (lasd a 37. oldalon).
Legyen @™ a Q folétti m-edik korosztasi polinom. m;|m, tehat x™ — 1|x™ — 1, és ekkor az

rela01o

is igaz, hogy ::mi_—:; x™ — 1. Ha m; valddi osztéja m-nek, azaz m; < m, akkor a dm | X S

is igaz. Ezek az oszthatdsdgok tetszdleges egész helyettesnesekor is érvényesek, igy peldaul a q he-

lyen is, vagyis ®™(q) osztéja g™ — 1-nek és Y1 1m— -nek, ezért ¢ — 1-nek is. Ez azonban lehe-
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tetlen, hiszen kordbban lattuk a 112. oldalon, hogy ha m > 1 és q > 2, akkor ™ (q) >1>q — 1,
az oszthatdsag nem teljesiilhet, m nem lehet 1-nél nagyobb. De ez azt jelenti, hogy a centrum maga a
ferdetest, F kommutativ, azaz test.

N
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Vissza a tartalomhoz

7. Diszkrét Fourier-transzformacio

Els6ként két uj gylriit definidlunk, amelyekre a diszkrét Fourier-transzformécié épiil.

7.1. Tetel

Legyen R = (R; +,-) gylrt, n € N*, S =R™ ésu €S, veES. Ekkor az (u+,v); = u; + v;,
(u-, v); = u; - v; szabélyokkal, aholn > i € N, § = (S; +,,,-,,) gytri.
A

Bizonyitas:

A gytiriaxidmdk minden komponensre kiilon-kiilon teljesiilnek, mert ezeket a miiveleteket egy
gylirliben végezziik, de akkor a teljes vektorra is teljesiilnek, hiszen ezekre a miiveletet komponensen-
ként alkalmazzuk. A nullvektor minden komponense R nulleleme, mig az ellentett vektor i-edik kom-
ponense az i-edik komponens ellentettje.

N

7.2. Definicio
S = (R™; +,,,-n) az R gylirli n-szeres direkt osszege.

7.3. Tetel
Legyen R = (R; +,") gyliri, n € N*, § = (R™; +,,-,), és R = {f € R*|V(n > i € N): 7 =1}
Ekkor @:7 = 7 egy R = R izomorfizmus, és ha u € R™, akkor (F -, u); =7-u; és (W, 7); = u; - r
minden n > i € N-re.
A

Bizonyitas:

@ az R minden eleméhez R-nek pontosan egy elemét rendeli, ezért ¢ R-nek R-be vald leképezé-
se. Har # s, akkor @(r) # ¢(s), tehdt ¢ injektiv, és barmely R-beli elem képelem, igy ¢ sziirjektiv.
R € R™, és (go(r + s))i =r+s= ((p(r))i + (go(s))i, ((p(r . s))i =r-s= ((p(r))i . (go(s))i, ami
igazolja a milvelettartdst, és igy a bijektivitdssal az izomorfizmust, amibdl adédik a miiveleti zartsdg.

A definici6 alapjan (7 -, u); = 7; - u; = r - u;, és hasonléan igaz a masik egyenlGség.

7.4. Tetel

R és S egyszerre (bal oldali) egységelemes illetve kommutativ, és S pontosan akkor nulloszt6-

mentes, han = 1 és R nullosztémentes, vagy ha R a nullgytirti.
A

Bizonyitas:

Legyen e® bal oldali egységelem R-ben, és e®) € R™-ben minden lehetséges i-re ei(b) =e®,
Ekkor az S barmely u elemére (e(b) n u)i = ei(b) ‘U = e® “U; = Uy, e® bal oldali egységelem az
S gytirtiben. Ha viszont e® bal oldali egységeleme S-nek, akkor barmely R-beli u-hoz egy olyan S-
beli u-val, amelyben u, = u, eéb) ‘U= (e(b) ‘n u)o = (w)y =1, eéb) az R-ben bal oldali egység-
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Ha R kommutativ, akkor tetszéleges S-beli u, v vektorral (w-,Vv); =u; - v; =v;-uy; =
(v, u);, az 4j gylrhi is kommutativ. Forditva, ha § kommutativ, és u, v az R elemei, akkor barmely
olyan u és v vektorral, ahol uy = u és vy = v, irhatjuk, hogy u-v=u-, V)=V, Wy =v-u,
ami mutatja, hogy az eredeti gyliriben is felcserélhetd barmely pér.

Nézziik az utols6 4llitast. Ha n = 1, akkor R és S 1ényegében azonosak, igy R és S egyszerre
nullosztémentes, mig ha R-ben egyetlen elem van, akkor ez a nullelem, és most S is egyetlen elembdl
all, § is nullgytiri. A tobbi esetben n nagyobb 1-nél, és R-ben van nullatdl kiilonboz6 elem, mondjuk
a. Legyen u az a vektor, amelyben uy = a, az dsszes tobbi komponens 0, mig v olyan, amelyben
vy = 0, v = a, és minden més i-re v; tetszoleges, ekkor ldthatéan sem u, sem v nem a nullvektor,
vagyis nem nulldk §-ben, viszont a szorzatvektor valamennyi komponense 0, azaz maga u -, v is 0.

U

7.5. Kévetkezmény
Legyen R = (R; +,-) gylirl, n € N*, és § = (R™; +p,p). Az T Xpu=F-pu,ux;r=u-,7
szabdllyal, ahol r € R és u € R", § kétoldali R-modulus, amely pontosan akkor unitér, ha R egység-

elemes. $ akkor és csak akkor algebra R folott, ha R test, és ekkor az algebra rangja n.
A

Bizonyitas:

Az elébbiek szerint R és R < S izomorf az r — 7 megfeleltetéssel, igy az 2.2. Tétel szerint S
kétoldali R modulus a tételben megfogalmazott szabdlyokkal. S és R egyszerre egységelemes, és ha R
egységeleme e, akkor € egységelem S-ben, a modulus unitér.

Ha R test, akkor egységelemes, tehdt a modulus unitér. A szorzds kommutativ a testben, és a di-
rekt 6sszegben is teljesiil a szorzds kommutativitdsa, igy algebrat kapunk, ha viszont R csak ferdetest,
akkor nem minden elemmel teljesiil a felcserélhetdség. Legyen n > i € N-re e® g R olyan, hogy

ej(i) = §; je, ahol n > j € N. Ekkor u € R"-nel u = Z?z_ol(ci Xp e(i)) pontosan akkor teljesiil, ha
minden n>j € N indexre u; = (X5 (c; %, e(i)))j = Y15 8; ¢ = ¢j, vagyis {e(i)|n > i € N}
(R; +)-nak mint R f6l6tti vektortérnek bazisa, igy az algebra rangja n.

N

7.6. Jelbles

Legyen a € R, b € R*. Ekkor a®®) = amodb =a—b EJ
A

(b)
Konnyen ellenérizhetd, hogy 0 < “T <1, tovdbba ha i € Z és n € N*, akkor n > i™ € N, és

i™ =i (n), vagyis i az i n-nel val6 osztasakor keletkezé nemnegativ maradéka.

7.7. Definicio
Legyen R gylrli, n € N*, u és v az R™ elemei, és w; = Z}Zol Ujv;_jm a W i-edik kom-
ponense. Ekkor w = u * v az u és v (ciklikus) konvoliiciéja. Ha a és b az R?™ olyan elemei, amelyek
legalacsonyabb indexii n komponense azonos u-val illetve v-vel, és a tobbi komponensiik 0, akkor az
a és b — R?™-beli — ciklikus konvoliicidja az u és v (linearis) konvoliicija, ezt w = u o v jeloli.
A

Lathatd, hogy a linedris konvoliici6 az R™-beli parokhoz R?" egy elemét rendeli.
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7.8. Tetel
Ha R = (R; +,7) gytrt, , ésn € N*, akkor T = (R"™; +,,,*) is gytrii, ahol a T-beli +,, a kom-
ponensenkénti R-beli 6sszeadds. Az R = {1_‘ € Rnln >ieNir; = 80,1-1‘} halmaz a 7-nek R-rel izo-
morf részgyiiriije, éshau € T, akkor (F*u); =r-u; és(u*7); =u; - 1.
A

Bizonyitas:

Az dsszeaddsra teljesiilnek a feltételek. * az R™ barmely két elemére értelmezett, az eredmény is
n-komponensii, és valamennyi komponens az R egyértelmiien meghatdrozott eleme, hiszen R-beli
szorzassal és Osszeadassal dll el6, igy * binér miivelet R™-en.

Most nézziik a miiveleti tulajdonsagokat.

n—-1 n-1 mn-1
((u * v) * W)i = Z(u * v)jw(i—j)(n) = z (Z ukv(j_k)(n)> W(i—j)(n)
=0

=0 \k=0
n-1 n-1 n-1
= Z Uk z YWy ™ | = 2 (VW gm = (ux (vew)),,
k=0 =0 =0
n-1 n-1
((u+,v) * w)i = 2(“+nv)jw(i—j)(") = Z(uj+nvj)jw(i—j)(n)
j=0 j=0
n-1 n-1
j=0 j=0

igy = asszociativ, és disztributiv az sszeadas folott (a bal oldali disztributivitds bizonyitdsa hasonld).
Az nyilvanval6, hogy R € R™, és ¢:r — 7 bijekcid R és R kozott, masrészt konnyen beldthato,
hogy r + s = 7+,5 és 7 -5 = T * 5, tehit ¢ milivelettartd, azaz I milveleteinek R-re valé megszoritd-
saval R-rel izomorf részgytrtt kapunk 7 -ben. (7 * u); = Z}‘;& Tl o = To " Uy =7 U, hiszen 7
legfeljebb csak j = 0 esetén nem 0, és a masik egyenldség ugyanigy igazolhat6.
U

7.9. Tetel

n€N*traazR = (R;+,-) és T = (R™; +,,%) gylrii egyszerre (bal oldali) egységelemes illetve
kommutativ, és I pontosan akkor nullosztémentes, ha n = 1 és R nullosztdmentes, vagy R nullgytirti.
A

Bizonyitas: L

Ha e® bal oldali egységelem R-ben, akkor e (®) V(- csupan j = 0 esetén kiilonbozhet nul-
14t6l, és ekkor az értéke v;, tehdt a konvolicié eredménye az eredeti v vektor, e® balrél egységelem.
Most tegyiik fel, hogy &, bal oldali egységelem T'-ben. Ekkor 8y ;v = U; = (g, * ¥); = séb)v, vagyis
séb) bal oldali egységelem R-ben.

(uxv); =¥75 WY jym = Y75 V(o U = i Vit = (Vv*u);, ha R kommuta-
tiv, mert mialatt a j szummadcids index 0-t6l n — 1-ig minden értéket egyszer és csak egyszer felvesz,
ezalatt (i — j)™ is ugyanezt teszi, és amikor v indexe j, akkor u indexe i — j modulo n maradéka,
tehat T is kommutativ. Ha viszont * kommutativ, akkor ez igaz R-ban, és igy a vele izomorf R-ben is.

Az n =1 illetve |R| =1 eset hasonld a direkt Osszegnél latotthoz. Most legyen n > 1 és
|[R| > 1, tovdbbd a € R*. Ha u minden komponense a, mig v els6 két komponense a és —a, a tobbi 0,
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akkor a két vektor egyardnt kiilonbozik 7" nullelemétdl, viszont a konvolicidjuk valamennyi kompo-
nense 0 lesz, tehat két nem nulla vektor szorzata nulla, az 1j gytirii nem nullosztémentes.

J

A bizonyitdsban 8y ;v = U; = (g, * V); = séb)v biztosan 0, ha n > i € N*, vagyis i # 0, bér-

melyik eleme is legyen v az R gylrlinek. Ebbdl azonban nem kovetkezik, hogy a nem nulla i indexek-

(b) _ _t+1 ; .. ) . P P - P
re &; ° = 0. Legyen m = u*" v, ahol t €s v pozitiv egész, mig u egynél nagyobb egész szam, €s te-

kintsiik az Z,,, gytrtt (konnyi ellendrizni, hogy ez valdban gytirti). Ha ennek a gylirlinek a egy eleme,
akkor e =uF =ur és utv-a= utv-wr=utvur =uttlvr=mr =rm =r0 =0, de utv # 0,
vagyis lehet egy nem zérégytirtinek olyan nem nulla eleme, amellyel a gylirti birmely elemét szorozva
a nullat kapjuk. Altaldban, ha @ # X € R, és b a gylir{i olyan eleme, hogy minden r € X-re br = 0,
akkor b bal oldali annullatora X-nek. Hasonl6an definidljuk a jobb oldali annullatort, és ha a gytri
egy a eleme egyszerre bal és jobb oldali annullitora az X halmaznak, akkor a annullatora X-nek. Az
X bal oldali annull4torainak B halmaza bal oldali idedlja a gyliriinek, és ha X maga is bal oldali idedl,
akkor B idedlja R-nek. Ha a gylirliben van jobb oldali egységelem, akkor az R olyan részhalmazanak,
amely tartalmaz legalabb egy jobb oldali egységelemet, nem lehet a 0-n kiviil mds bal oldali annulléto-
ra, hiszen ha b bal oldali annullator, és e ) egy jobb oldali egységelem, akkor 0 = beU) = b.
Visszatérve a fenti tételhez, ha R-ben van bal oldali egységelem, és van a nulltdl kiilonb6zd
bal oldali annullétor is, akkor R egy bal oldali egységeleméhez tobb kiilénboz6 bal oldali egységelem
tartozik J'-ben. Ha viszont R egységelemes, akkor az egyetlen bal oldali annullator a 0, és igy egy és
csak egy bal oldali egységelem lesz T-ben, amely egyben egységelem is, nevezetesen e, vagyis az az
elem, amelynek a nulla-indexii komponense R egységeleme, és valamennyi tovabbi komponense 0.

7.10. Kévetkezmeény
Legyen R gylirt, n € N, és r X, u =7  u, uX;r=uxr, ahol r € R és u € R™. Ekkor T
kétoldali R modulus, amely akkor és csak akkor unitér, ha R egységelemes, és ez a modulus pontosan

akkor algebra, ha R test, és ekkor az algebra rangja n.
A

Bizonyitas:

R=R<T aq@:r e T szabdllyal, igy az 2.2. Tétel szerint T R — R modulus. T pontosan ak-
kor egységelemes, ha R egységelemes, €s ekkor az R e egységelemének képe egységelem a T° gylirii-
ben, a modulus unitér. Ha R ferdetest, és része T centrumdnak, akkor R kommutativ, vagyis test, és

algebrat kapunk. Legyen n > i € N-re e(® € R™ tigy, hogy ej(i) = §; je,han > j € N. Ekkor u € R"-
re u =Y (e Xp e(i)) pontosan akkor teljesiil, ha u; = (X750 (¢; ¥ e(i)))j = Y1 66 = ¢
minden n > j € N-re, vagyis {e(i)|n >i€ N} az (R; +) R folotti vektortérnek bazisa, igy az algebra
rangja n.

U

A tovédbbiakban +,, és -, helyett +-t és --ot {runk (illetve az utébbit el is hagyhatjuk).

7.11. Tetel

Legyen n € N*, K test, tovdbba A(ZK'n) a K™ folotti olyan n-edrendii kvadratikus matrix,

amelyben azn > i € N és n > j € N indexekre algzj) = (z_i)J, ahol z € EKM), A(ZK'n) szimmetrikus,
-1

és pontosan akkor van inverze, ha |z| = n, és ekkor A(ZK‘") = (ne)_lA(ZIf'Il ) ateste egységelemével.

A
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Ha nyilvanvald, hogy melyik testrdl van sz6, és mi az n értéke, akkor A(ZK'n) helyett egyszeriien

n)

A -t frunk, valamint a tovdbbiakban A(ZK’ mindig a fentebb definidlt matrixot jeloli.

Bizonyitas: } '
(Z) =(z" ‘) =(z7 )l, igy A,, tehit A, szimmetrikus.
A ben a 0 indexli sor minden eleme e. Ha t < n, és z t-edik egységgyok, akkor A,-ben a t-

edik sor megegyezik a 0. sorral, igy a matrix nem reguldris, tehat biztosan nem invertédlhato.
Legyen most t = n, azaz z primitiv n-edik egységgyok. Ekkor

n-1 n-1 '
(A, A1) = L(? ](i D= Z(z—i)f(zj)k — Z(zk-i)f _ Z (Z(k_i)(n))f_
j=0 j=0 j=0

Jeloljiik (k — i)™-et m-mel. i és k korlatjaibél - (n — 1) < k —i < n — 1, igy m akkor és csak ak-
kor 0, ha i = k, vagyis z™ = e pontosan akkor teljesiil, ha i = k, és ekkor az 6sszeg éppen ne. i # k

. ] myn_
esetén z™ — e # 0, ugyanakkor Z}Zol (Z(k—t)(n)) _ (@Mr-e

azon kiviil 0 4ll, A, - A,-1 = (ne)l,, ahol I,, a K™ fol6tti n-edrendii egységmatrix. Végiil, ha z pri-
mitiv n-edik egységgyok, akkor n nem oszthaté a test karakterisztikdjaval, igy ne nem a nullelem, te-
hét létezik az inverze, és akkor A,((ne) *A,-1) = L, ami éppen azt jelenti, hogy (ne) *A,-1 inver-
ze az eredeti A, matrixnak.

=0, vagyis A, - A,-1 fdatl6jdban ne,

zZ—e

[

Most A, segitségével kapcsolatot keresiink a K™ felett kordbban konstrudlt két gyiirti kozott.
ElStte azonban nézziik meg, hogy mi lesz az {A, ulu € K™} halmaz. Legyen el6szor u olyan, hogy va-
lamennyi komponense 0, kivéve a 0-indextit, amely a K test egy tetszéleges ¢ elemével egyenld. Ek-

kor U; = Z}l;ol(z_i)]uj =uy =c, igy K € {A,ulu € K™}. Mésodszor tekintsiik azt a vektort, amely-
nek ismét minden komponense 0, kivéve most az utolsét, az n — 1 indexhez tartozét, amely ezittal le-

1f—iN _iyn-1 ; ;
gyen a test egységeleme, azaz e. Ebben az esetben U; = Z}Lol(z ‘)]uj =(z ‘)n Up_q = 2'e = Z',
ami viszont azt mutatja, hogy z' € {(A,u);|u € K™}, igy egy olyan test, amely tartalmazza a képvek-
torok i-indexli komponenseit, biztosan tartalmazza K (Zl)—'[. Ugyanakkor ebben a testben barmilyen
u € K™ esetén benne van Z}Z& (Z_i)]uj, tehat K (Zi) a legsziikebb test, amely a képvektorok i-indexti
elemeit tartalmazza. Ez igaz i = 1 esetén is, és mivel tetszdleges [ egész szdm esetén K (Zi) C K(z),
ezért minden olyan L test, amellyel {A, ulu € K™} € L™, a K (z) bovitése, amely lehet éppen K (2) is.

Most legyen @: K™ — L™ a ¢:u — A,u szabdllyal, és legyen |z| = m. Ekkor m|n, és

n-—1 . n-1 )
Uy = Z(Z_i)]uf - Z(Z_(imOdm))]uj = Uimodm:
j=0 j=0

U, —Z(rl) = 2( N ot = 2(2 Y Zuzmﬂ

A fenti eredménybdl latszik, hogy ha m < n, akkor az u —» A,u megfeleltetés sem sziirjektiv, sem in-
jektiv (az elsd tulajdonsdg kozvetleniil leolvashat6, mig a méasodikhoz legyen példdul u egyszer olyan,
amelynek csak a 0-indexii komponense nem 0, és masodszor olyan, amelyben csak az m-indexti kom-
ponens kiilonbdzik nullatdl, és ez a komponens azonos az el6bbi vektor 0-indexii komponensével).
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7.12. Tétel

Legyen n € NT, K test, z € EK™ & L] (z). Ekkor u = A u egy ¢: (K™ +,%) = (L™ +,7)
algebra-homomorfizmus, amely pontosan akkor izomorfizmus, ha |z| = nés L € K.
A

Bizonyitas:

Azt mir a tétel kimonddsa elétt beldttuk, hogy Im(¢) € (K (Z))n, és az is nyilvan igaz, hogy
K™ minden elemére A u egyértelmilen meghatarozott, igy ¢ valéban K™-nek L™-be valé leképezése.

Nézziik eldszor a miivelettartast. A,(au + bv) = a(A,u) + b(A,v), ahol a és b K, u és v K"
elemei, igy ¢ modulus-homomorfizmus. Specidlis esetként ¢ Gsszegtartod, és

n—1 ) n-1 .n—l
(A v), = > Y @ew); = D () Y wwg
j=0 j=0 k=0
n-1n-1
. N (f=k)™
— Z ((Z—L)kuk) ((Z_l)(] k) v(j_k)(n))
k=0 j=0

U
Il

n— n-1
( (Z‘i)kuk> Z(Z‘i)]vj = (A,w);(A,v); = (AW - (A,V)),,
j=0

k=0 j

igy @ szorzattarto is, tehat a ¢ leképezés valdban algebra-homomorfizmus.

Legyen |z| = m. Izomorfizmushoz sziikséges a bijekcid, igy L nem lehet bévebb K (z) = K ™)-
nél. Ha m < n, akkor lattuk, hogy a leképezés nem sziirjektiv, és igy nem is izomorfizmus. A tovabbi-
akban legyen m = n. Ekkor 1étezik A, inverze, és A,u; = A,u, csak ugy lehetséges, ha u; = u,,
vagyis a leképezés biztosan injektiv. Ha U € K m™ olyan, hogy U; = &; j(ne), akkor (A;'U); = zt,
és ha a leképezés sziirjektiv, akkor az eldbbi U is eleme a képhalmaznak, ami csak ugy lehetséges, ha
z € K. Ez mutatja, hogy izomorfizmushoz sziikséges az L € K(z) € K feltétel. Végiil legyen w a K
feletti tér egy eleme. Ekkor A;'w = (ne)"'A,-1w is benne van K™-ben, és igy w = A,(A;'w), a
hozzarendelés sziirjektiv is, és akkor ¢ bijektiv, és a miivelettartdssal egyiitt izomorfizmus.

U

7.13. Kiegészités
Ha z € K primitiv n-edik egységgyok, akkor A;1(U - V) = (A;1U) = (A;1V).

Bizonyitas:
Ha z primitiv n-edik egységgyok, akkor létezik A1, és a tételben megadott leképezés bijektiv
és milvelettartd, igy a képelemek szorzatdnak egyértelmil dse a szintén egyértelmii 8sok konvolicidja.
U

A tovabbiakban altaldban A, u-t U, és ha A,-nek van inverze, akkor A;lU-t u jeloli, tovabba ha
a K™-beli u vektorra u” = (ug, ..., Up_p, Un_1), akkor u_, az u” = (up_q, Ug, ..., Uy_,) altal meghat-
rozott vektor, U~ = A, u_,, és ha z primitiv n-edik egységgyok, akkor u~ = A;1U_,. Kiterjesztve tet-

(k)
szbleges egész k-ra, u(Tk) = (u(o_k)(n), ,u(n_l_k)(n)), és ennek transzformdltja U™". Konnyen latha-
—
(k)
td, hogy ugy = (u(k—l)) . Az eldbbihez hasonldan definialjuk Ugy-t és u™-t.
— —> —

-
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7.14. Tetel
Legyen K test, z € E®™ ésu € K™. Ekkor

1. Y75 u; = U, és Y10 Uy = nuy, ha |z| =n;

(x)
2. haU = A,u, akkor (U ) = (Zk) UL, ésha |z| = n, akkor( ) = (Zk) u;.

i

Bizonyités

LY tu =30 (Z_O)iui = Uy, ami igazolja az els¢ allitast. Ha Viszont z primitiv n-edik
egységgydk, akkor (ne) 1 YL U; = (ne) 1 X H(z0)U; = uyg, tehdt Y10 U; = nuy,.

2. Kozvetleniil latszik, hogy K™-beli v vektorra (V(k)) = Vi_pym- Ebbdl és a definicidbdl

(k)
(v7),=
i

n-1
A ll(k) 2(2“ Zu(_k)) = Z(z“')]u(j_k)(n)
i =

= E(Z‘i)ﬁkuj = zK Z(z‘i)juj = zZky;
7=0 7=0

A masik Osszefiiggés igazoldsa hasonld, figyelembe véve, hogy a megadott feltétellel ne # 0.

A fenti eredménybél k = 1 esetén (U™); = z~'U;, és, ha létezik, akkor (u™); = z'u;.

Kérdés, hogyan valtozik A,u, ha z helyett egy masik egységgyokot alkalmazunk. Absztrakt
testben az azonos rendii egységgyokok kozott nincs kiilonbség, igy elvarhatd, hogy a transzformécid
lényegében véve azonos marad, ha z-t egy vele azonos rendii egységgyokkel helyettesitjiik.

7.15. Jelblés
Legyen n € N*, k € N és u € K™. Ekkor u® € K™ jeldli azt a vektort, amelynek n > i € N-

indexli komponense u(k) (u(k))i = Uy

A

7.16. Tétel
Tetszdleges egész k-ra A xu = (A,u)® ésha z primitiv n-edik egységgyok, akkor barmely y
n-edik egységgyokhoz van olyan k € N, hogy Ayu = (Au)®.
A

Bizonyitas:
A transzformécid definicidjat alkalmazva

-1

(Aw), = > () s = Z(z-'“) y

— (z‘("i)(n)) U = (AW pm = ((A,WH),.

:
o

S

-
Il
(=}
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Ha |z| = n, akkor minden n-edik egységgyok z egy n-nél kisebb nemnegativ egész kitevds

hatvanya, igy valamilyen nemnegativ egész k-val y = z¥, és a fentiekbdl kovetkezik a masodik 4llitds.
J

7.17. Kiegészités
Legyen n € N* és k az n-hez relativ prim egész. Ekkor A,u®® = (Azu)(k'), ahol kk' =1 (n).

A
Bizonyitas:
Ha k és n relativ prim, akkor a kx = 1 (n) kongruencia megoldhatd, tehat k' 1étezik, és
n-1 n-1 )
O\ N 3 _\(K'j
(Azll( ))i = Z(z l) Uepym = Z(z l) U;
=0 j=0
n-1 .
DGR ) 4y = (A0, 0 = (AW ),
j=0
Ez a transzformalt vektor minden komponensére igaz, tehat Aul = (Azu)(k’).
U

Ha k relativ prim n-hez, akkor n > i € N-re az i = (ki)™ szabdly az indexek permutécidja,
igy a tétel azt jelenti, hogy kiilonb6zd primitiv n-edik egységgyokokkel végezve a leképezést, csupan
a kép komponenseinek sorrendje mas. Az alabbi kovetkezményre jutunk.

7.18. Kévetkezmény

Legyen n € N*, és £ olyan test, hogy L™ c I, o az £ automorfizmusa, és K az L legbdvebb
részteste, amelyen ¢ az identikus leképezés, ¢ a o L"-re valé komponensenkénti Kiterjesztése, és
z primitiv n-edik egységgyok. Ekkor van olyan, az n-hez relativ prim n > k € N, hogy L"-beli u-ra
o(A,u) = A_ko(u), és u € K™ akkor és csak akkor, ha 6(U) = o(A,u) = (A,u)® =Uu®.

A

Bizonyitas:
Automorfizmusndl n-edik egységgyok képe n-edik egységgyok, primitiv n-edik egységgyoké
primitiv n-edik egységgydk, igy van olyan n > k € N, hogy a(z) = z* és (k,n) = 1. Ekkor

n-1 n-1 _
(G(Azu))i =d((A,u);) =0 Z(z_i)]uj = Z ((a(z))_l)] a(uj)
j=0 j=0

Z (97) o) = (Axo(),

és az el6zo tételbdl kapjuk az elso allitast.

A_ko(u) = 6(Au) = (A,u)® = A_,u akkor és akkor teljesiil, ha 6(u) = 6(u) =, mert z*
primitiv n-edik egységgyok, tehit A_k invertdlhat6. Ekkor u minden komponensére o (u;) = u;, ami
K maximalitdsaval csak tgy lehetséges, ha u; € K, de akkor u € K™.

N
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Legyen eldszor £ = C (a komplex szdmok teste) és g:a = a (a szokdsos médon az a konju-
gdltja). Ekkor K = R (ahol R a valds szamok teste), és az u € R" feltételhez sziikséges és elégséges a
o(U) =uD egyenldség. Valdban, z = Z bijektiv és miivelettarté C-n, tehat automorfizmus, és R a
C legbOvebb olyan részteste, amelyben a konjugalds az identikus leképezés. z most n-edik komplex
egységgydk, tehat z = z71 = 2" 1 ezértk =n— 1, és (A,u) D = (A,u)V.

A masodik esetként legyen £ = F;m, ahol m € N*, g:a - al' a pozitiv egész [-lel, és legyen
d=(m,1).§=q%vel, i = %—Vel és | = é—vel L= ]qu, ora v al és (ﬁ,i) =d = 1, igy a tovab-
biakban feltessziik, hogy m és [ relativ primek. Ekkor X = [F,, és u € K™ akkor és csak akkor telje-
siil, ha o(A,u) = (Azu)(ql) =U(). Ez azért igaz, mert g-elemi test barmely bdvitésén a ad'
automorfizmus, és ez z-t 29 be viszi, tovdbbd ez a leképezés L elemei koziil pontosan K elemeit hagy-
jahelyben (mert 0 # u € L-reu? ' =e, u= ud' pontosan akkor igaz, ha u?'-1 = ¢, és a két egyen-

v . . S m_qql_ (mD_ -
16ség egyiitt akkor és csak akkor teljesiil, ha e = u(4™~14'-1) = 44 L =91 azaz ha u9 = u),

vagyis K az L-ben foglalt maximadlis olyan résztest, amelyen a transzformécié megszoritisa az identi-
kus leképezés.

A specidlis esetek jelentését kozelebbrdl is megnézziik.

Ha u valds vektor, akkor (A,u);, = (Azu)(_k)(n). Ebbdl kovetkezik, hogy (A, u), valds, és 0-
nél nagyobb k-ra (A,u); = (A,u),_i (tehdt ha n paros, mondjuk n = 2m, akkor az m-edik kompo-
nens is valds), ami azt jelenti, hogy csupan [nTH] komponens lehet fiiggetlen (esetleg még ennyi sem).

Ez visszafelé is igaz, vagyis ha az u komplex vektor U transzformdltjdnak konjugdltja azonos UG-
gyel, akkor u valds.
A véges testre vonatkozd eset azt jelenti, hogy ha a vektor komponensei a g-elemi testbdl van-

nak, akkor a transzformalt vektor (qli)(n)-indexﬁ komponense az eredeti vektor i indexéhez tartozé
komponensének g'-edik hatvdnya. Legyen r; a legkisebb pozitiv egész, amelyre i(ql)ri =i(n). qés

n relativ prim, mert a test karakterisztikdja nem osztdja n-nek, igy van ilyen 7; kitevd, nevezetesen

o +(l)(q) _
=0, (l)(q ) (O ) l) =o) +()(q)(l) és ha | =1, akkor egyszer(ibben 1; = 0 +(l)(q) Most

)
1; > k € N-re U; meghatarozza U ((ql) i) = (q”c i)(n)—indexﬁ komponenseit. Ekkor

(ql) " n-1 ( l)rl
(ql) i _i i q
Y@ = Z(z I 2 )

-1

— ( —z(qz)TL u] Z(z—l) w = U,

0

3

-
Il

(a)"
Ui

elemil testnek, és mivel eleme a q™-elemii testnek, ezért a két test metszetének is. Ennek mérete q°,
ahol s = (m,Ir;) = (m, ;) (mert (m, 1) = 1).

S\ .
amint annak lennie is kell, hiszen ((ql)rli) =i = U; azt jelenti, hogy U; eleme a (ql)rl—

Forditva, ha U-ban minden n > i € N indexre teljesiil, hogy a (qli)(n) indexli komponens meg-
egyezik U; q'-edik hatvanyaval, akkor u a g-elemii X test n-szeres direkt 6sszegéhez tartozé vektor.

Léassunk egy példat. Legyen q =3, m=3, [ =2 és n=13. Ekkor ¢™ =27 é (m,]) =
(3,2) = 1, vagyis X = [F5 és L = F,,. n = 13|26 = 27 — 1, igy az is teljesiil, hogy L™ <€ L. Most
q' =32 =9, azaz 0(v) = v° az L elemeire, és ha v € K, akkor o(v) = v° = v. Nézziik 13 > i € N-

re (qli)(n) = (9i)13)_at:
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i
(90)(1® |

6 7 8 9 10 11 12
2 3

012 3 4 5
0 951 10 6 11 7 12 8 4

A t4blédzat alapjan 6t diszjunkt ciklus van:

0 - 0

1 -» 9 »> 3 - 1
2 - 5 -5 6 - 2
4 > 10 -» 12 -> 4
7 -»> 11 -»> 8 - 7

és ennek megfelelden kapjuk — az egyelemii osztalyt elhagyva — a transzformalt vektor komponenseit:

U - Uy =U - Us=U3=U{"=0} - U=U3=U0=U
Up » Us=U; - Ug =Us =U3'=U; - Uy=U¢ =Uj =0,
Uy = Up=U; - Up=Ul=U;'=U; - Uy=Up=U;=U,
U » Up=U; - Ug =U}=U"=U] > U;=Ug =07 =0,
A tdblazat mutatja, hogy 0 kivételével minden i-re r; = 3. Valdban: o;f (i) = 0{5(i) = % = 13 va-

lamennyi i-re, hiszen 13 primszdm. Ekkor mindegyik i-re 7; értéke azonos, elegend6 i = 1-re megha-
tarozni. 013(9) osztdja ¢ (13) = 12-nek, ezért csak 1, 2, 3, 4, 6 és 12 lehet a rend. 1 csupdn 1-nek a
rendje. 92 = 81 = 3 # 1 (13), tehdt még 2 sem a keresett rend, 4m 93 = 9.3 = 27 = 1 (13), igy
megkaptuk ry = 3-at, és akkor minden mds, a 13-nél kisebb pozitiv egész i-re r; = 3-at. Ez egyben
azt is jelenti, hogy U, kivételével a transzformalt vektor mindegyik eleme a 27-elemii test barmely
eleme lehet (mig U, sziikségszeriien K-beli). Az, hogy minden ciklus (a 0-t tartalmazd kivételével)
azonos hosszusagu, és a transzformalt vektor minden eleme a teljes test barmely eleme lehet, nem alta-
l4nosan igaz, csupan ennek a példdnak egy sajatsaga.

Linedris térben definidljdk vektorok skaldrszorzatit. Mi ennek legegyszerlibb formdjat adjuk
meg, majd roviden megvizsgaljuk, hogy az eddigiek hogyan illeszkednek ehhez a skalarszorzathoz.

7.19. Definicio
Legyen X test, u és v a K™ két eleme, ahol n € N*. Ekkor u és v belsé szorzata vagy skalar-
szorzata (u,v) = Y™ u;v;.

A

7.20. Tetel

Legyen K test, n pozitiv egész szam, z K feletti primitiv n-edik egységgyok, u és v a K™ két

eleme, w = uv, k az n-hez relativ prim egész, és k' olyan egész, amelyre kk' = 1 (n). Ekkor

a) (uxviD) = (uv) = Wp;

b) (u® «v) = (u,v());
¢) (U,v)=(A,uv)=(,A,v) =(uV).

Bizonyitas:
a) A definiciokbol kozvetleniil kapjuk.
b) (u(k) xv) =Yg UGy Vi = > tuv )™ = (u, v(k')), hiszen ha k relativ prim az n-

hez, akkor mialatt i végigfut 0-t6l n — 1-ig a nemnegativ egész szamokon, azalatt ki is egyszer és
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csak egyszer egyenld lesz az elobbi elemek egyikével és csak egyikével, és hasonl6 igaz k'i-re, tovdb-
bdi = (kk')i modn.
¢) (A,u,v) = (u,Alv), és AT = A,, tehit (U,v) = (u, V).

7.21. Kévetkezmény
Legyen X test, n pozitiv egész szam, z K feletti primitiv n-edik egységgyok, és u és va K™ két
eleme. Ekkor (U,V) = n(u,v=Y).
A

Bizonyitas:
(U, V) = (U,A,v) = (u,A,(A,V)) = (u, AZ(AZ—IV(_l))) = (u, nv(‘l)) = n(u,v(‘l)).

Az el8bbi kovetkezménybdl specidlis esetként kapjuk, hogy (U, U) = n(u, u(_l)).

Legyen v = &. Ekkor V = ¢, és (U,V) = Y= U;, mig (u,v(‘l)) = Uy, vagyis Y1og U; = nug
a fenti kovetkezményt alkalmazva. Ugyanezt az eredményt kaptuk kordbban a 123. oldalon.

Test folotti legfeljebb n — 1-edfokd polinomok n-dimenzids vektorteret alkotnak az 6sszeadds-
sal és a test elemeivel vald szorzdssal. A tovdbbiakban ezt a tényt alkalmazzuk.

7.22. Jelbles

Legyen n € N*, R tetszSleges gytiri, és u € R™. Ekkor « = ¥ tu;xt.
A
7.23. Tétel
Legyen n € N*, K test és u € K™. Ekkor U; = @(z7%), és u; = (ne) 'U(z"), ha |z| = n.
A

Bizonyitas: . .
U, = Z}l;()l(z“')]uj = Z}Zol uj (z‘i)] =4(z7"). Haz primiti\: n—F:dik egységgyok, akkor 1éte-
zik A, inverze, és az el6bbihez hasonléan kapjuk, hogy u; = (ne) U (z‘).
N

A tételbdl kozvetleniil kapjuk az alabbi eredményt.

7.24. Kévetkezmény
Legyen n € N*. U; = 0 pontosan akkor igaz, ha ,@(Z—i) =0, és |z| = n esetén u; = 0 ekviva-
lens ’a(zi) = 0O-val.
A

7.24. azt az igen fontos tényt mutatja, hogy a transzformalt i-edik komponense pontosan akkor
0, ha a vektorhoz tartozé polinomnak gyoke z7%, illetve, ha 1étezik az inverz transzforméacio, ugy az
eredeti vektor i-indexti tagja akkor és csak akkor 0, ha a transzformalt vektor polinomjanak gyoke z*.
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7.25. Tétel
R k)
Legyen n € N*. Ekkor U(0) = 4i(e) és U™ = U (z7¥x), és ha z primitiv n-edik egység-
~ (k)
gyok, akkor U(e) =nit(0) ésu™ =wuo (zkx).
A

Bizonyitas:
(Te;;zc’jlleges f= Z?:inx‘ polinom esetén f, = f(0) és f(e) =¥, fie! =¥, f;, valamint
Yizolfict)x' = Xizo filex)" = f o (cx).
U

Most meghatarozzuk a ciklikus konvoliciéhoz tartozé polinomot.

7.26. Tetel

Legyen n € N*, R egy egységelemes gyiirli, u € R™, vE R™, w=u Vv és g = uov. Ekkor
g =uv ésw = gmod(x™ — e).

A
Bizonyitas:
g = uv legfeljebb 2n — 2-edfoku, tehat egyben legfeljebb 2n — 1-edfokd polinom. Legyen a
két polinom « = ¥t uxt és v = Y1 vixt, ekkor g; = Z;:O ujv;_j, ahol 2n > i € N, és 0-ndl ki-

sebb illetve n-nél nem kisebb indexekre az « illetve 4+ egyiitthat6it 0-nak tekintjiik. Ekkor viszont
gi = Z}:o Wiv;_j = ngo‘lujv(i_n(zn), azaz g; u és v linedris konvolicidjanak i-edik komponense,
igy fenndll a g = u o v egyenldség. Ugyanakkor

2n-1

2n—1 n-1 n-1 n-1
uy = 2 gixt = Z gixt + 2 gixt = Z gixt +x™" 2 Ineixt = a +x"b,
i=0 i=0 i=n i=0 i=0

ahol a = Yt gixt és 4 = Yt gppixt. Lithatd, hogy uv = a + x™6 = 6 - (x™ —e) + (a + 6),
vagyis w = a + &, és w is maximum n — 1-edfokd polinom, tehdt az n-nél kisebb i indexekre
w; = a; + b; = (uwr); + (ur),4;. Beirva g megfeleld egyiitthatoit,

i n+i i n-1 n-1
w; = Zujvi_j + ZUjU(n_H-)_j = Zujvi_j + Z ujvnﬂ-_j = Z ujv(i—j)(n)’
j=0 j=0 j=0 j=i+1 j=0

ugyanis ha j = n, akkor u; = 0, és ha j < i, akkor v(,4;)—; = 0, masrészt, ha n > i € N, akkor egy-

beni>j€ENren>i—j€EN igyi—j=@G(—)M™, éi+1<j<nren>n+i—jE€EN, tehat
ebbenazesetbenn +i—j = (i — j)(n). Z;':ol UV viszont u * v i-edik komponense.

U

A kovetkez6 tételhez foglalkozzunk polinomok maradékdval. Legyen fi, f, és s # 0 egy K test

feletti polinomok, f = fif, és f, mod s = g = g, 9, , ahol g mindkét tényezdje is K feletti polinom.
Ha u az s gyoke a K egy L bovitésben, akkor

fw) = fl W) = fl W(EWsW + gw)
= f1wgw) = 1w g (WG, (W),
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és ha fi(u) # 0 # g, (u), dgy u akkor és csak akkor gydke f-nek, ha §,(u) = 0. Legyen példaul X a
g-elemii test, f; = xk és g1 = x!, tovabbd s = x971 — e. Ekkor s-nek [F4 nullétdl kiillonbozo elemei,
€s csak ezek a gyokei, €s ezek egyike sem gyoke fi-nek €s g;-nek, igy minden 0 # u € F,-ra u akkor
és csak akkor gyoke f-nek, ha gyoke g,-nek

7.27. Tetel (Kénig-Rados)

Legyen f € Fy[x], 0 # fmod (x97' —e) =r = x¥g, ahol §(0) #0, g = 2 gixt, és G
olyan matrix, amelyben G; ; = 9(-pa-v aq— 1>i€eNés qg—1>j€ N indexekre. Ekkor f [Fg-
beli, paronként kiilonboz6 nem nulla gyokeinek szdma (q — 1) — r, ahol r a G matrix rangja.

A

Bizonyitas:
A tétel eldtt latottak alapjan f és g Fy-beli gyokei azonosak. Legyen z [F, primitiv eleme. Ek-
kor a ¢ — 1-edrendii A, métrix regularis, igy G és H = A,G rangja azonos. Erre a H-ra

q-2 q-2 q-2
Hiwe = Z(AZ)"J Gjk = Z(Z_i)] Ie-pa-n = Z(Z_i)k_] g7 =9z (z79)"
j=0 j=0 j=0

vagyis H-t igy kapjuk A,-bdl, hogy ez utdbbi i-edik sordnak minden elemét megszorozzuk § (Zi)—vel.
Legyen g [Fy-beli, paronként kiilonboz6é gyokeinek szdma q — 1 >t € N, és tegyiik fel, hogy a gyo-
koka 0 < iy < -+ <i;_q < q — 1 kitevokhoz tartoznak. Ekkor H ugyanezen indexti, és csak ezekhez
az indexekhez tartozd sorai a nullvektorok. A tobbi sornak vegylik az els6 g — 1 — t elemét. Ezek
egyiittesen H-nak egy g — 1 — t-edrendl részmatrixat alkotjdk. Ha D ennek a matrixnak a determindn-
sa, és ennek u-adik sora az eredeti matrixban az i,, indexti sor kezdd szakasza, akkor D pontosan akkor
0, ha D' is 0, ahol D'-t igy kapjuk D-bdl, hogy az u-adik sordbdl kiemeljiik a nem nulla §(z')-t. A
kiemelés utan viszont az u-adik sor v-edik eleme (Z_iu)v, azaz D' Vandermonde-tipusd, és mivel z
primitiv g — 1-edik egységgyok, és az i, -k paronként kiilonb6z6, g — 1-nél kisebb, nemnegativ egé-
szek, ezért D' # 0. Am ez pontosan azt jelenti, hogy a H matrix rangjaq — 1 —t,és (g —1) —r = t,
megegyezésben a gyokok szamaval.

O

A tételben az r # 0 feltétel nem jelent 1ényeges megszoritast. Ez a kikotés azt jelenti, hogy f
nem oszthaté x9~1 — e-vel. Ellenkezd esetben [Fg valamennyi eleme gydke f-nek, €s ekkor természe-
tesen mds [Fy-beli gydke nem lehet, vagyis eleve ismerjiik f 0sszes Fg-beli gyokét.

Az alabbiakban definidljuk a diszkrét Fourier-transzformaciot.

7.28. Definicio

Legyen n € N*, és % olyan test, hogy K € K, u és U K™ elemei, tovdbba z egy K folotti
primitiv n-edik egységgyok. Ekkor F,(u) = A, u az u (z-vel vett) diszkrét Fourier-transzformaltja,
mig F; 1 (U) = A;1U az U (z-vel vett) inverz diszkrét Fourier-transzformaltja. Magit a transzfor-
maciot és inverzét diszkrét Fourier-transzformacionak és inverz diszkrét Fourier-transzformacio-
nak mondjuk, és dltaldban DFT-nek és IDFT-nek roviditjiik.

Ha U = F,(u), akkor U az u« polinomhoz tartozé Mattson-Solomon polinom.

A

A diszkrét Fourier-transzformdcié specidlis esete az eddig targyalt problémdknak. A kordbbi té-
telek alapjan Osszefoglaljuk a legfontosabb tulajdonsagait.
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1. FHF @) =ués FH(FHU) =U;
2. F,(au+ bv) = aF,(u) + bF,(v);
3. F(uxv) =F,(u) -F,(v)ésF,(u-v) = (ne)‘l(TZ(u) * TZ(V)).

A felsorolt 0sszefiiggések koziil csupan az elsd Uj, ez viszont nyilvanval6 tényt fejez ki, hiszen a
definici6 alapjan 7, *(F,(u)) = A71(A,u) = (A7 A,)u = u, és a mésik kifejezés ehhez hasonld.

7.29. Megjegyzés

A diszkrét Fourier-transzformécié tobbek kozott azt a kapcsolatot fejezi ki, amely szerint egy
test feletti legfeljebb n — 1-edfokd polinomot egyrészt megadhatjuk n egyiitthat6javal, masrészt n pa-
ronként kiilonb6zo helyen felvett helyettesitési értékével.

Ha megadunk egy polinomot a K test folott, az egyértelmiien meghatarozza K barmely pont-

so 2 2 2

tovabba £ = #g. Ekkor a X feletti barmely z n-edik egységgyokkel és n > i € N egésszel
(Az(af + bg))i =(Ah); = ﬁ(z‘i) = aﬁz(z‘i) + bg(z‘i) =a(A,f); + b(A,8):,
(A, (f+g), = A,w); = @(z7") = £(z7") = $(z7)g(z7") = (A, - (A,8):.

Ha z egy n-nél kisebb m-re primitiv m-edik egységgyok, akkor az n > i € N-re vett z~! hatvanyok
szont m = n, akkor n kiilénb6z6 helyen ismerjiik a polinom helyettesitési értékét, és ebbdl az interpo-
laciés polinom egyértelmiisége kovetkeztében megkapjuk a polinomot. A diszkrét Fourier-transzfor-
keit egy primitiv n-edik egységgyok hatvanyaindl adjuk meg, akkor az interpoldciés polinomot egy-
szerlien egy matrixszal valé szorzds uUtjan is megkapjuk, hiszen ha U az a vektor, amelynek i-edik
komponense u(z_l), akkor a kordbbi eredmények alapjian u = A;1U.

A

A Fourier-transzformacié 1ényeges szerepet jatszik jelanalizisben, digitélis jelfeldolgozdsban
(DSP = Digital Signal Processing), példaul hang és kép feldolgozasaban, jelatvivo berendezések vizs-
gélatdban. A transzformécio alabb ismertetendd gyorsitasaval sokjegyli szdmok szorzdsdnak gyors al-
goritmusa létezik. Konkrét felhaszndldsaval taldlkozunk bizonyos hibajavité kédok dekddoldsa soran.

A DFT-hez hozzdvetélegesen n? szorzdsra és koriilbeliil ugyanennyi dsszeaddsra van sziikség
(minden komponens egy n-tagu dsszeg, ahol az 6sszeg minden tagja egy szorzat). A kovetkezd tétel-
ben megadott, FFT-vel jelolt gyors Fourier-transzformacioval az elvégzendé miiveletek szama
nlogn nagysdgrendii lesz. A tételt igazolo eljarast a 3. algoritmus mutatja.

7.30. Tétel

Ha n = nyn,, akkor az n-komponensii vektor diszkrét Fourier-transzformaltja n(ny + n;)
nagysagrendii szorzdssal és max(ng, n,) tarigénnyel meghatarozhato.
A

Bizonyitas:
Minden n > i € N és n > j € N egyértelmiien irhaté i = iyny + iy és j = jing + jo alakban,
ah01n1 > iO € N,no > il € N,no >]0 € Nésnl >]1 € N. Ekkor
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n—1 nl—l no—l
_inJ e i y\J1Mo+Jjo
. =1 = l . = i1n1+ip) . .
Ul1n1+lo =U; = E (Z ) U = z E (Z ) Ujino+jo
j=0 Jj1=0 jo=0
ng—1 ny-1 ng—1

—iy i) Zig)/ iy ,~ip)J0 5
2 ((z")hrz7h0) Z (")) "wiyng+j, = 2 (CADRFAL) RE TR
jo=0 J1=0 Jo=0

ahol @; o4, = 2?11;01((Z"O)_io)hujlnoﬂo. Szamitsuk ki egymads utdn rogzitett j, mellett minden iy-

ra ; , +j,-t- Ehhez egy-egy adott j, mellett legfeljebb n? szorzas kell, és az eredeti taroldhelyen til
még n, helyre van sziikség. Am a képletbdl lithat6, hogy miutin az n; szamu i; oio+jo -t Kiszdmoltuk,
a szintén n, darab eredeti u;j  4j,-ra mdr nincs sziikség, igy ezek helyére tehetjik az 4 ;4 j,
komponenseket. Amikor minden j,-ra meghataroztuk az 4j komponenseket, akkor az addigi szorzasok
szdma Osszesen nyns, és van egy Uj n-méretii vektorunk. Most az el6z6hoz hasonléan rogzitett iy-ra
kiszdmitjuk az ny szdmu i;-re az ny darab U; , 4;,-t. Ehhez ng helyre és nZ, tehdt az osszes ip-ra
szdmolva n3n, szorzdsra van sziikség, igy az elébbiekkel egyiitt 6sszesen mintegy n(ny + ny) szor-
zast végeztiink.

n =mngny = 2n,; =2 ny+nq hany =nyg = 2, azaz ha n = nyn, az n valdédi felbontisa, és ha
ny > 2, akkor mar n > ny + nq, tehat a fenti algoritmussal kevesebb szorzdsra van sziikség, mint az
eredeti transzformaciénal.

U

FFT_alap(n, n0, n1, u(n))
ciklus jO = 0-t6l n0 — 1-ig
ciklus i0 = 0-t6l n1 — 1-ig
v(i0) = YHZA (")) u(j1 « n0 + j0)
ciklus vége
ciklus i0 = 0-tél n1 — 1-ig
u(i0 * n0 + jO) = (Z‘jo)lov(iO)
ciklus vége
ciklus vége
ciklus i0 = 0-tél n1 — 1-ig
ciklus i1 = 0-t6l n0 — 1-ig
v(i1) = T3 71) w0 * n0 + j0)
ciklus vége
ciklus il = 0-t6l n0 — 1-ig
u(i0 * n0 + i1) = v(i1)
ciklus vége
ciklus vége
eljaras vége.

3. algoritmus

Az eldz8 eredménybdl indukcidval kapjuk a kovetkezo tételt.

7.31. Tétel

Legyen X test és [[{Zgmn; = n, ahol t € Nt ést > k € N-re 1 < n; € N*. Ekkor a K" feletti

diszkrét Fourier-transzformacié elvégezhetd nY'_in; nagysdgrendii szorzassal és max;s;en{n;}-
méretli memoridval.
A
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A tételnek megfeleld egy lehetséges eljardst is megadtunk (4. algoritmus).

FFT(t,n(),u())
ciklus r = 0-tél t — 1-ig

Zir = (z7Hne-r—1

ind2 =0

ciklus ™ = 0-t61
Nt—r-1

[, meghatdrozésa
ZIr = (Z_l)ITNt—r—l
indl = ind2
ciklus J;_,_q = 0-t8l N;_,_1 — 1-ig
Zjr = ZIr
ciklus i, = 0-tél ny_,_1 — 1-ig
ind = ind1
s = u(ind)
Z=1
ciklus jy_p_q = 1-tél ny_,_1 — 1-ig
ind =ind + Ny_p_4
Z=7Zx*Zjr
s=s+Zx*u(ind)
ciklus vége
i(i,) =s
Zjr = Zjr x Zir
ciklus vége
ind = ind1
u(ind) = 1(0)
ciklus i, = 1-t6l ny_,_1 — 1-ig
ind = ind + N¢_p_q
u(ind) = u(i,)
ciklus vége
indl =indl+1
ciklus vége
ind2 =ind2 + N,_,
ciklus vége
ciklus vége
u() atrendezése
eljaras vége.

n

— 1-ig

4. algoritmus

Bizonyitas:

Ha t = 1, akkor a transzforméciéhoz a megadott két kifejezés szerint n? miiveletre és n-méretii
tarra van sziikség, mig t = 2 esetén az allitds azonos az el6zd tétel eredményével. Most tegyiik fel,
hogy egy 2 < t € N-re igaz az dllitds, és legyen n = [[{_,n;. Han' = [[f_; n;, akkor n = nyn’. Szin-
tén az el6z6 tétel alapjan a transzformécié elvégezheté ny szamu, n'-méretli vektoron végrehajtott
Fourier-transzformaciéval, majd utdna az igy kapott n-méretii vektoron végzett n3n’-nagysagrendii
szorzassal. Az indukciés feltevés szerint az n'-méretii vektoron végzett Fourier-transzformaciéhoz
n' Y21 n,, tehdt osszesen ndn' + non’ Yi2in; = n Y2 n; szorzas kell a teljes transzformacié elvég-
zéséhez. Az n'-komponensii részekhez max,,;cn+{n;}-, mig az utols6 1épéshez ny-méretii tarolGhely-
re, igy Osszességében max;s;en{n;}-re van sziikség a transzformaldshoz.

U
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Az eddigiekbdl konnyen megkapjuk a transzformdci6 algorltmusat Legyen tehat ]_[L oM = mn,
ahol t € N* és t > k € N-re 1 < n, € N*, és vezessiik be az N, = [[54ng, NO = [T42L_, ny jelo-
Iést at > | € N indexekre. Konnyen l4thatd, hogy amennyiben r + s > t, ahol r s s egyarant nemne-
gativ egész szdm, akkor n|NrN ®) Hon>i€Nésn> Jj € N, akkor mind i, mind j egyértelmiien
megadhat6 az i = Yi24 i, NOO és j = Y¢21 i Ny, alakban, ahol ny_;_; > iy € N és ny > ji €N, és
forditva, az eldbbi feltételt kielégitd iy, és j, értékekkel egy és csak egy n-nél kisebb nemnegativ egész
i és j adhaté meg. TetszOleges t = r € N-re

r—1
; 0
l
i =(imodN®) + [WJ N® = z yEN® + N® z i——=1+I1DND,
=0

valamint
i r—1 t—-1
., J _ . N Q)
j=({modN,) + |—|N, = JINg+ Ny ) ji—=].+]"N,,
Ny =0 I=r Ny

ahol N >[. €N, N,_, = (r) >IMeN, N, >J, €N és Nt = >]<T) €N, és az elbbi
oszthatésdggal ij = (I, + I MN (r))jr +I,JON, (n). A 7.30. Tétel szerlnt, a mostani jelolésekkel,

Ner—1 @ @ Jt—r N©D-1 (e
T _ _ -7
UIT+I(T)N(T) = Z <(ZN ) 4 Ir) Z ((ZNt_r) Ir)] u]t—r+](t_r)Nt—r
Je—r=0 JE"N=0
( ) Loz
Tegyiik fel, hogy mar meghataroztuk minden J,_,-re a Y.\ ](t r) 0((ZNf )=ty W, ](t T)Nt  érté-
ket, és az eredményt (helyileg az eredetivel azonos) u® tirolja igy, hogy az [ [ = oo t—“ jelo-
1éssel
N1
(r) _ Ni_N\—1I ](f—T)
]f T+I(T)Nf - Z ((Z ‘ r) 7”) u]t—r+](t_r)Nt—r

Jt-r=g

(TM-et ugy kapjuk, hogy I, szdmjegyeit — a hozzajuk tartozé silyokkal egyiitt — fordl’tott sorrendben

Ne_1-(-1)

. . N
=Np_1-; 68 Np_1_; > i; € N, tehdt —— = = N, igy adott
t-1-1 N¢_r  Ner

r mellett minden N0 >k € N pontosan egyféleképpen frhaté Y731, Nt alakban, és ez a tarto-

irjuk). Ez megtehetd, mert

t-r

mdany azonos az [, illetve | (t=1) szamok halmazéval. Példaul ellenérizhetd, hogy

N(O)_
0 0 ®

u} ) _ (t-I)-I(O)Nt 2 ((zNe)~10)/ Py U, oy, = Z ((z")" 0y, O = Y

1®=0 J®=0
illetve

N®O_1

® (t) Ngy—=IpyJ© 1 _

Ui =W o, Z (")) u Yot JON, = Z ((Z )" ) Uorj©@.0 = Ui
J@=g J©®=0

Hamost 0 < r <t,akkor Jy_ = Je—r—1 + je—r-1Ne—r—1, 18y
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- _® Jt-r @
— N -1 r
UIT_l_I(r)N(r) = Z <(Z ) z r) u]t—r"'i(r)Nt—r

_® Jt—r-1+jt—r—1Nt—r—1
(@)

Q)
u . -(r) .
Jt-r-1tjt-r-1Ne—r—1 +IV Nt _r

Jt-r-1=0 jr—y—1=0

z kitevdjének ellentettje

(N(r)lm + 1) Upmro1 + je—r—1Ne—ro1) = (N(Hl)l(rﬂ) + Ly1)Uemr—1 + Je—r-1Ne—r—1)
= (N(Hl)l(rﬂ) + L1 )e—re1 + Lestfe—r—1Ne—roq (1),

és ezzel
Ne-r-1-1 _r+1) Jt-r-1
= N+ —Iryq
UIT+1+1(r+1)N(r+1) = zZ V4

Jt-r-1=0

Ngr—1-1
Necre1\=Irs1Yjeer—14,(T)
X z zt-r-1 r+1)Jt-r-19y . 5

) (( ) ) ]t—r—l+]t—r—1Nt—r—1+I(r)Nt—r
Jt-r-1=0

A belsd 0sszeg kitevdjét kicsit atalakitjuk:

r—1 r
) . l _ . l )
Neorahess = irNeop N 4 Ny D iGN = Nepy D N =, + Neyoaly,
=0 =0 M—r—1
és helyettesitve kapjuk, hogy
Ng—pr-1-1
Ni—yr1N=Ire1\je—r—14, )
VA t—-r—-1 r+1)J/t—-r 1u i N
] (( ) ) ]t—r—l+]t—r—1Nt—r—1+I(r)Nt—r
Jt-r-1=0
Mg—r-171 no o« —ir Jt-r-1
== ZNt-r-1 ZNt—r—l —I u(r) i N .
] Z << ) ( ) ) ]t—r—l+]t—r—1Nt—r—1+I(r)Nt—r
Jt-r-1=0

Lathat6, hogy rogzitett J,_,_; és T ) (és ekkor rogzitett I,.) mellett a fenti kifejezés 1ényegében véve

egy ny_,_,-komponensii vektor diszkrét Fourier-transzformaéltja, hiszen z™t-r-1 egy n;_,_-edik pri-
mitiv egységgyok, csupan a z~Ne-r-1lr dgynevezett csavard tényezé médositja a megszokott szamitast.
Az elébbiekben rogzitett J,_,_q és T ) indexekkel valamennyi n;_q_, > i, € N indexre meghataroz-

n =i jt—T—l
~  _ yM-r-1—1 ( —) Np_p_1\—1 ()
va u; =), _ Znt-r-1 zt-r-1)7r u ) -
tr Z]t—r—l—o < ( ) Je-r—1+je—r—1Ne—y—1 +IDN_,
2 T
akhoz hasonldan az u( )

Je—r—1tjt—r—1Nt—r—1 +1~(r)Nt—r
rolhatjuk a most kiszamitott értékeket. Ha még azt is figyelembe vessziik, hogy

értékét, a korabbi-

komponensekre mar nincs sziikség, azok helyén ta-

r—1

. - s o Nerq  Ne—1

BNy + TN, = (i + 1Py Nepq = <LrN—T1 + Z by Ne-r-1 | Ne-r—
t-r— t-r

N - N d _ON
. t-r—1 . t—1-1 . t—1-1 =
) (lr N, —+ Z h N, )Nt_r_l - Z h N Ney_q =IC*ON,_,
t-r—1 =0 t-r—1 =0 t—r—1
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7. Diszkrét Fourier-transzformacio

~ L. (r+1) (r+1) — o~ _
akkor az i; komponensekkel az uj vektorban W ey T N i ON,, Yy le
-1 1" T )
2 a1 2 t r N —I T
het. Végiil igy azt kaptuk, hogy ha U L+ION® = D Jer=0 ( ) zor U N, akkor
Nesr—1-1 (r+1) _jr+D) Jt—r-1 (1)
— N ) i r+1
UIT+1+I(r+1)N(r+1) z <(Z V4 u]t—r—1+i(r+1)Nt—r—1,
Jt-r-1=0
ahol
(r+1) _ . (r+1) =i
Je—r—1+irNe—p_q +1Ne_y Je—r—a 1IN,y r
Mg—r-171 no o« —ir Jt-r-1
= Z (Znt—r—1> (ZNt—r—l)_Ir (r) <
] ]t r—1+jt—r—1Ne—r—1+1"/Ne_y
Jt-r-1=0

A transzform4ci6 sordn tehét t egymds utdni forduléban rogzitett J,_,._; €s ezen belill rogzitett

™ mellett végrehajtunk egy, a csavard tényezOtdl eltekintve n;_,_;-dimenzids diszkrét Fourier-
transzformaciét az elobbi rogzitett értékek minden lehetséges értéke mellett. Mindezek alapjén a
transzformaci6 algoritmusa konnyen felirhat6 (4. algoritmus).

Legyen példaul t = 3, ny = 3,ny =2ésn, = 2,tehdtn = 12. Ekkor 3 > r € N, és

r|N, N®
01 1
1| 2 3
2| 4 6
3112 12
Elészor u\” = u;-b6] minden lehetséges 3 > ig € N, 1> Iy € N és 4 > J, € Nre kiszamitjuk
1 1 Jz_ (0 ok ) L] )
uj( ) = u](23r4i0+127(0) = Zi:o((f) fo(z*)~lo) Zu]( LU L 1p7 CTtekét (I és I™ Kkolesondsen egyér-

telmlien meghatarozzdk egymadst). Az igy elvégzett szamitds eredményét az 1. tdbldzat mutatja.

e

MO +u§°) 2O
§°) O +u§°>
MO (o) 9

11| i

~
N

(0) +u§0) +u(0)
(0) 74 (0)_|_Z—8 gO)

(0) + 7z % (0) +2z sugO)

co) sy co) 790

(0) + 7z % (0) +2z sugfi)
(0)+Z—8 (0)+Z—4 5(30)

O |0 (N ||| DA WIN|R O |~

co) gy co) 1 7O

(0) 7781 (0) +Z_4u§?))

(o) +Z-s §°) 7O

—_
(o)

WIN P [OQIWIN|R|O(W|IN|R|O

—_
—_

1. tablazat
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fends . @ _ ., @ _y1 6\—i1 (, 211 }/1,, (1)
A misodik forduléban u;* = U i = Zjlzo((z )"a(z?)™h) U a4 ai®

hetd értékek tartomdnya rendre 2 > i; EN, 3 > I; € N és 2 > J; € N. Az 4j komponensek értékei a
2. tablazaton lathatoak.

és a felve-

JIO VL iy | ujgz)
0 0 0 u(()l) + ugl)
1 1 u&l) + ugl)
010 ) )
2 . 0| uy’ + 2z %u,
3 1 ugl) + Z‘6ugl)
4 0 0 ul(ll) + Z_Zugl)
5 e 1 ugl) + Z_Zugl)
6 1 0 ul(ll) + Z_Bugl)
7 1 ugl) + Z_Bugl)
8 0 0 uél) + Z‘4uﬁ)}
9 5 |9 1 ugl) + Z_4u§11)
10 0 ugl) + z‘lou%)
1 ) (1)
11 1| ug”’ +2z 0,7
2. tablazat
Lo 3) _ .03 el —i, —1,\o_ (2) . , .
Végil u;™ = W i e2i@ = Zjozo((26) iz, Iz) 0u10+]_0+2i(2), és 2>i,€EN, 6>, €N és
1> J, € N. Most valamivel bonyolultabb a szdmitas, mint az el6z6 két esetben, ugyanis I, és [ @ 41-
taldban nem egyenld. A definici6 felhasznaldsaval [ = Y1 i, % = nyiy + iy = 2iy + i; valamint
1

L=YL, ilN(l) =iy + nyi; = iy + 3i;. A szdmitast a 3. tdbldzat, az eredményt a 4. tdbldzat mutatja.

Még minden j-re meg kell hatdrozni i-t, amellyel u]@ = U;. A szamitds hasonld, mint a 3. tab-

14zaton, hiszen ul((tt)) = U; = U;,. Az indexek atszdmitdsat €s parositasat az 5. tdbldzat mutatja.

@ I
0/2:-0+40|04+3-0/0
1({2-041]0+4+3-1|3
2(2:-14+0(14+3-0]|1
3(2:-14+1|1+3-1|4
412-24+40|1243:-0|2
5(2:-24+1|2+3-1]|5

3. tablazat

Nézziik meg példdul, hogy mit kapunk Uy-re. Az eredeti definici6 alapjan U; = Zg_l(z_i)juj—
boln = 12 és i = 9 helyettesitéssel

Ug = u((,o) + Z‘9u§O) + Z‘6u§0) + Z‘3u§0)

+ uio) + z‘guéo) + Z‘Guéo) + Z_3u§0)

+ ugo) + z‘gu.go) + Z_Gug?)) + Z_3u§(i),

mig a médositott szdmitdssal
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7. Diszkrét Fourier-transzformacio

Uy =ul® =ul® + 279 = (ugl) + Z‘Gugl)) +z7° (ugl) + z_eugl))
= u((,l) + Z‘9u§1) + Z‘6u§1) + Z‘3u§1)
= (u(()o) + ugo) + uéo)) +z7° (ugo) + ugo) + ugo)) +z76 (ugo) + ugo) + ui%))
+z73 (ugo) + ugo) + uﬁ))
= u((,o) + Z‘9ugo) + Z‘6u§0) + Z‘3u§0) + ugo) + z‘9u§0) + z‘6ugo) + Z‘3u§0) + ugo) + Z‘gugo)

—-6,,(0) -3,.(0)
+z7% + 273Uy,

ami megegyezik az el6bbi eredménnyel.

J 1P| L i | ] UJ@
0 00| u®+ul®
010 @ @
1 110 u” +z %y
2 1|3 00| u® 423
3 110 ugz)+z‘9u§2)
4 00 u§2)+z_1u§2)
2 |1 @ ©)
5 110 u”+z"ug
6 00 uéz)+z_4u§2)
3 |4 ©) @
7 110 |u +2z70;
8| , |, 100 ul® + z72u{?
9 110 ug2)+z‘8ug2)
I o 0 [uTs oo
11 5 5 110 (2 -11,,(2)
Uy +2z Uqq
4. tablazat
® I
0 [4-0+2:0+0[0+3-0+6-0] 0
1[4-0+2-0+1]0+3-0+6-1] 6
2 [4-0+2-1+0|0+3-1+6-0] 3
3 |4-0+2-1+1/0+3-1+6-1] 9
4 [4-1+2-040]1+3-0+6-0] 1
5 [4:1+2-0+1[1+3-0+6-1] 7
6 |4-1+2-1+0|1+3-1+6-0] 4
7 [4-14+2-1+1[1+3-1+6-1]10
8 [4-2+2-0+0|2+3-0+6-0] 2
9 [4-2+2-0+1[2+3-0+6-1] 8
10/4-2+2-1+0|2+3-1+6-0] 5
11]4-2+2-1+1]2+3-146-1]11

5. tablazat

A gyors Fourier-transzformaciot a 2. dbra - 4. dbra kicsit szemléletessé teszi. Az egész eljardst
egyben az 5. dbra, mig Ug kiszadmitasat a 6. dbra mutatja.
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Uy — u), \ / d, u,
u, — u(0)1 i, u(7)1
u, — u(0)2 \ / \ / 00 u(7)2
o — o — K \V/, \ / b —
VA AN \V/. [N
u, — u(0)4 /\ i, v W u(7)4
SR v/ S VARAT AN & SR,
Ug — U(D)s 07 u(7)6
Ay Rl A W /A \ U Y, S
Ug — ul, a, / \ (g
Uip— u©, i, uy,
Upy—u®y, tp — Uy,
1. fordulé
2. abra
U(7)0 00 u(2)0
u, a, ul),
u, a, ul,
u, a, u,
u(7)4 d, u(2)4
ul, a, ul@,
u, a, ul@g
u(7)7 ,_’]1 u(2)7
ug a, ul@g
u A ao - u(z)9
u®,, a, u®@,,
uly, a, — u@y,
2. forduld
3. abra
u(2)0 []0 u(3)0 — Uo
u(2)1 []7 u(3)1 — US
u(2)2 i, U(3)2 - U,
u, a, u®, — U,
u®@, d, u®,— U,
ut,g i, uy— U,
U@y d, u®g—U,
ut@, a, u®,—U,
U@y d, ug— U,
ul@, i, uBy — U,
u@,, G, — u®,— Us
ue,, i, —ud®— Uy,
3. fordulo
4. abra
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7. Diszkrét Fourier-transzformacio

Uy — U(D)o u(7)0 u(2)0 u(3)0 — UO
u; — ul, ul, u®@, u®, — U,
U, — ul, u, u®@, ud, — U,
Uz — uf, u, u@, ud, — U,
u, — u), ul, u, u®,— U,
Us — w0, ullg u@g u®,—U,
Ug — uf®, ullg ug u®y— U,
u, — u©, u, u@, u®,—U,,
Ug — U(0)8 u(7)8 u(2)8 u(3)8 — U2
Ug — U(D)g u(7)9 u(2)9 u(3)9 — U8
Ugpg— u©,, uyg u®,; u®,5— Us
Uyy— u@,, u®,; u@,, u®,— Uy,
1-3. fordulo
5. abra

u, — 20

u, — 20

u, — z8 20

U; — z6 z9 Uy

u, —

S
\
RN O T TR R O L L

U, szamitasa

6. abra

Ahhoz, hogy csokkenjen a szorzdsok szdma, teljesiilnie kell a ]_[i;%, ne=nz2 Z,ﬂ;% n, feltétel-
nek. Ez t = 1 esetén nyilvdnvald, mig t = 2 esetén ezt mar igazoltuk, feltéve, hogy n mindkét faktora
legalabb 2. Innen pedig indukciéval egy t = 2-re

~
|
Juy
o~
|
Ju
~

1 t
ng + ng = 2 ng,
0 k=0

v

t
| |nk=nt ng =ng + ng
k=0

&
Il
o
=~
Il
o
&
Il

feltéve, hogy ismét minden faktor legaldbb 2

A fenti szamitasokndl feltételeztiik, hogy z hatvanyait nem kell szdmolni, azokat taroljuk a me-
moridban. Ha nem ez a helyzet, akkor a hatvdnyokat el64llit6 szorzdsokat is figyelembe kell venni, 4m
ezek nagysdgrendje hasonl6 az eldbbi értékekhez.

A szadmitdshoz sziikséges memoria mérete is csokken. Mig az eredeti szamitdsndl a transzfor-
malt vektor valamennyi komponensét az eredeti vektortdl kiilonb6zd helyen kell térolni a szdmitdsok
végéig, hiszen minden j komponens szdmitdsandl felhasznéljuk az eredeti vektor mindenegyes kom-
ponensét, addig most csak % komponenseit kell kiilon helyen tarolni, és amikor ennek az sszes kom-
ponensét meghataroztuk, akkor ezek a komponensek mar az eredeti vektor megfeleld helyére keriil-
hetnek, igy a sziikséges plusz tar mérete az i maximdlis mérete. Ez viszont az ig indexek maximuma,
ami pedig az ng faktorok maximuma.
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A tételbdl kovetkezik, hogy ha n a t darab — nem feltétleniil kiilonbdzd — p; prim szorzata, ak-
kor a diszkrét Fourier- transzformacm elvégezhetd n Y 2] L p; szorzéssal, és a sziikséges tdrolé mérete
maXx;s;enipi}. Han = pt, akkor a sziikséges szorzdsok szdma tnp = pn log, n ~nlog, n, és a tobb-

letmemoria nagysdga p, igy a futdsi id6 nagyjabol Tog, n SZETeS mértékben csokken, és ennek csupan
P

egy p-méretli tobbletmemdria az dra. p = 2 esetén a szorzdsok szdma nlog, n, és ez mar viszonylag
kis t esetén is lényegesen kisebb, mint n?. Példdul t = 10 mellett n = 1024, igy az ardny Kisebb,
mint 1% (10 az 1024-hez).

A gyors Fourier-transzforméci6 lehetdvé teszi a konvolucié gyors kiszdmitdsat is. Egy kordbbi
tétel alapjan u * v = F1(F,(u)F,(v)). A bal oldal meghatérozéséhoz nagységrendileg n? szorzas
kell, mig a jobb oldal kiszdmitdsdhoz koriilbelil 3nY{Zin; + n = n(3 iz Onl + 1) szorzdsra van

sziikség, amely 3 Zl dn; < n esetén nem nagyobb n2-nél. Ha t = 1, akkor 3 Y.fZ nl = 3n > n. Most

legyen n = uv. uv > 3(u + v) pozitiv u-val és v-vel pontosan akkor teljesiil, ha v > 3 és u > —v3

Ez biztosan igaz, ha u > 7 és v = 6, sot, ekkor mar 3 ZLO n; + 1 <nisigaz. Legyen most t > t' €
N-nel u = ]_[f’:61 n; és v = ]_[f;tlf n; az elobbi feltételnek megfeleld felbontasa n-nek, és legyen az n
valamennyi faktora legaldbb 2. Ekkor, figyelembe véve a kordbbi eredményeket is,

t—1 t'-1  t-1 t'-1 - t'-1 t—-1 t—1
n; = | | | |nl>3| |nl+3| |nl_32ni+3 ni=3) n,
i=0 i=0 i=t' i=t' i=0 i=t’ i=0

vagyis a gyors konvolicio jobb, mint az eredeti eljaras.

A fenti gondolatokndl mindeniitt a szorzdsok szamat becsiiltiik, de a sziikséges 0sszeaddsok, va-
lamint értékadasok szdma is hasonl6é nagysagrendii, és a szorzds iddigénye altalaban 1ényegesen meg-
haladja a masik két miivelet elvégzéséhez sziikséges idot, igy a teljes futdsi id6 1ényegében véve azo-
nos az el6bbiekben meghatarozott értékkel. A diszkrét Fourier-transzformacié gyakorlati alkalmazha-
tésdgdt éppen az tette lehetdvé, hogy a futasi idejét a gyors Fourier-transzformacio6 segitségével sike-
riilt elfogadhat6 nagysdgura redukalni. A 132. oldalon megadott algoritmus mutatja, hogy a gyors Fou-
rier-transzformdaciét megvaldsité program egy egyszert, nem bonyolult program, konnyen programoz-
haté.
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A

Vissza a tartalomhoz

8. Polinomok rendje

Véges test feletti sorozatok periodikussagédval kapcsolatban fontos a polinomok rendje.

8.1. Tetel

Ha f € F,[x], f(0) # 0 és deg(f) = m, ahol m € N*, akkor van olyan ¢™ —1>r € N*
egész, hogy f|x" —e.
A

Bizonyitas:

Fqlx]/(f) (ahol (f)az f 4ltal generdlt idedl) nulltdl kiilonboz6 elemeinek szdma g™ — 1. Mi-
vel £(0) # 0, ezért x nem oszt6ja f-nek, x irreducibilis polinom [F, folott, tehdt x €s f, ennélfogva
tetsz6leges i € N-re x! és f relativ primek, igy x' Z 0 (f), Fqlx]/(f) xt-vel reprezentilt osztilya
nem a nullelem a maradékosztaly-gyiiriiben. Ha g™ — 1 > i € N, akkor az ilyen kitev4jii x-hatvanyok
szama q™, tobb, mint a nem nulla elemek szdma, ezért van legaldbb egy olyan i és j egész szampar,
hogy ¢q™ —1>j > i €N, és amelyre x' = x7 (f), vagyis f|x/ — x' = x'(x/~" — e) teljesiil. Mivel
xt és f relativ primek, ezért f |xj ~t — e, és a korlatokat figyelembe véve ¢™ — 1 > j — i € N*.

U

8.2. Definicio

Legyen x'g = f € F,[x], ahol i € N és §(0) # 0, tovdbba r = min,cy+{g|x* — e}. Ekkor r
az f polinom rendje, periodusa vagy exponense, jele o(f).
A

8.3. Tétel

Tetszéleges 0 # f € F,[x] polinomnak van egyértelmiien meghatdrozott rendje. Ha f = xtg,
ahol i € N, akkor o(f) = 0(g), és ha §(0) # 0 valamint deg(g) = m, akkor t > o(f) € N*, ahol
t = max{1,q™ — 1}.

A

Bizonyitas:
Az FF;[x]-beli tetszéleges nem nulla polinom felirhat6 x'g alakban alkalmas nemnegativ egész
i-vel és F, folotti g polinommal, amelyre §(0) # 0. Az els6 tétel szerint van olyan pozitiv egész k,
amelyre g osztéja az x*¥ — e polinomnak, ezért a definiciéban megadott halmaz a pozitiv egész sza-
mok halmazédnak nem iires részhalmaza, amelyben N* jolrendezettsége folytdn van egyértelmiien
meghatarozott legkisebb elem, igy f-nek van egyértelmii rendje. A kovetkezd éllitas a definicié koz-
vetlen kovetkezménye, az utolsé pedig a definicidénak és az els6 tételnek azzal a kiegészitéssel, hogy
amennyiben g egy nem nulla konstans polinom, akkor a foka 0, viszont a rend definicigjaban pozitiv
egészek minimuma 4ll, és a test tetszoleges nem nulla eleme osztdja az x — e polinomnak, ekkor tehat
arend 1.
U

8.4. Tetel

Legyen f € Fg[x], £(0) # 0 és c € N*. Ekkor f akkor és csak akkor oszt6ja az x¢ — e, poli-
nomnak, ha o(f)|c.
A



Véges testek

Bizonyitas:
£(0) # 0-t azért kell kikotni, mert ellenkezd esetben vagy f = 0, és igy o(f) nem definialt,
vagy nem lehet osztéja x¢ — e-nek egyetlen pozitiv egész c-re sem. Legyen o(f) = r. A rend defini-
ci6ja és f£(0) # 0 alapjan f|x" — e, igy f akkor és csak akkor osztéja x¢ — e-nek, ha osztéja x™ — e
és x¢ — e legnagyobb koz0s osztdjanak. A 37. oldalon foglalkoztunk x™ — e és x™ — e legnagyobb
kozos osztéjdval, és lattuk, hogy (x™ — e, x™ — e) = x(™™ — e, (m,n) < m, és itt egyenléség akkor
és csak akkor teljesiil, ha m osztdja n-nek. r pozitiv egész, ezért d = (r, c) is pozitiv egész szam. Mi-
vel r az f rendje, ezért f csak akkor lehet osztéja x* — e-nek, ha d > r, masrészt d nem nagyobb 7-
nél, igy pontosan akkor osztéja f x% — e-nek, ha d = r, tehat akkor és csak akkor, ha r osztGja c-nek.
U

8.5. Tétel

Ha f egy m-edfoki irreducibilis polinom a g-elemii test folétt, £(0) # 0, és a az f egy gydke a
felbontasi testben, akkor f rendje megegyezik a rendjével a g -elemii test multiplikativ csoportjdban.
A

Bizonyitas:
£(0) # 0 biztositja, hogy a # 0, ezért van olyan pozitiv egész i kitevs, amellyel a’ = e. Le-
gyen f rendje r, @ multiplikativ rendje s. @® = e kovetkeztében a gydke az x° — e polinomnak, tehat
flx® — e, igy az el6z6 tétel szerint r|s. Masrészt f|x” — e maga utdn vonja, hogy a gyoke az x" — e
polinomnak, igy a” — e = 0, azaz a” = e, ami pedig akkor és csak akkor teljesiil, ha s|r. Mivel r és s
egyardnt pozitiv egész, a kdlcsonds oszthatdésdg pontosan azt jelenti, hogy r = s.
J

8.6. Kévetkezmeény
p-karakterisztikdji [, test folott irreducibilis, m-edfokd f polinomra r|g™ — 1, és (r,p) = 1,
ahol r = o(f) .
A

Bizonyitas:
£(0) = 0 az irreducibilitas miatt csupan f = cx esetén lehetséges, ahol ¢ € [Fg. Ekkor r = 1, és
1 minden egésznek osztdja, és minden egészhez relativ prim. f [F, folotti felbontasi teste [Fym, ezért
flxqm — x, és ha f(0) # 0, akkor ]"lxqm_1 — e, innen pedig r|g™ — 1, tehat most is teljesiil az oszt-
hatdsdg. De q = p™ egy n pozitiv egésszel, ezért g™ — 1 relativ prim p-hez, de akkor ¢"* — 1 minden
osztdja is relativ prim p-hez.
U

8.7. Tetel

Az FF, folotti normalt m-edfokd, r-edrendi irreducibilis polinomok szdma r > 2 és m = 0,.(q)
esetén %, m =1 = r mellett 2, egyébként 0.

A

Normalt polinom a fépolinom mdas megnevezése, azaz olyan polinom, amelynek féegyiitthatdja,
vagyis legmagasabb foku tagjanak egyiitthatdja a test (vagy gytliri) egységeleme.

Bizonyitas:

Legyen f tetszSleges nem nulla polinom, akkor ez egyértelmiien frhat6 x'g alakban nemnegativ
egész i-vel és olyan g-vel, amelyre §(0) # 0. Ha f irreducibilis, akkor ez csak tgy lehet, hai = 1 és
g=c#0 egy Fj.-beli c-vel , vagy i =0, tehdt f =g, f(0) # 0, és deg(f) = 1. f(0) # 0 és
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deg(f) > 1 esetén f rendje legaldbb 2, hiszen legaldbb mdsodfokd polinom nem lehet osztja x — e-
nek, ezért elsérendi polinom nem lehet elséfokiindl magasabb fokd. Konstans polinom nem irreduci-
bilis, igy o(f) = 1 irreducibilis polinommal csak deg(f) = 1 esetén lehetséges. Minden elséfokd po-
linom irreducibilis; az elséfokd normalt polinomok x — ¢ alakuak, ahol c a test tetszdleges eleme. Ha
c=0,akkor f =x,ésxrendje 1,ésekkorm=1=r.x—e =e(x —c) + (c —e), ezért x — e ak-
kor és csak akkor oszthaté x — c-vel, ha ¢ = e, és igy x — e az egyetlen olyan polinom, amelyre r = 1
és f(0) # 0, ezért r = 1 csak m = 1 mellett lehetséges irreducibilis normalt polinomokkal, és ilyen
tényleg 2 van (marmint olyan irreducibilis normalt polinom, amelynek a rendje 1). A tovdbbiakban le-
gyenr = 2. Ha f egy r-edrendii irreducibilis fépolinom, akkor barmely a gyoke [, folotti primitiv -
edik egységgydk, f osztGja az [F, f6lotti r-edik kirosztdsi polinomnak, €s forditva, ezen korosztési po-
linom minden irreducibilis fépolinom osztéja egy F,[x]-beli r-edrendii normalt irreducibilis polinom.

Ezek foka egységesen m = 0,(q), és a szamuk %T), ugyanakkor, ha egy 2 <r € N-re m # 0,(q),
akkor latjuk, hogy nincs olyan F, f516tti polinom, amelynek rendje r €s a foka m.
U

8.8. Tétel
Ha g a p karakterisztikdjd [F, test folotti irreducibilis polinom, g(0) # 0, és f = g", ahol n egy
pozitiv egész szdm, tovibbd t olyan egész szdm, hogy pt~! < n < pt, akkor o(f) = pto(g).
A

Bizonyitas:
Az nyilvanvalé, hogy t > 0, hiszen p > 1 miatt p~! < 1 < n. Legyen 0(g) = v és o(f) = u.
§(0) # 0-bél kovetkezik, hogy f£(0) # 0, tehdt f|x* — e. Mivel g|f, ezért g|lx* — e, amibSl kivet-
kezik, hogy v|u. f = g"|(x” — e)*|(x” — e)pt|x"pt — e, ezért ulvpt, és ez v|u-val azt adja, hogy
u=vp’ egy t = s €N egésszel. Mivel g irreducibilis, ezért (v,p) = 1, ennél fogva xV — e gyokei
egyszeresek, de akkor x% — e = (x¥ — e)P” mindenegyes gydke pontosan p*-szeres. Mivel g" oszt6ja
x" — e-nek, ezért x* — e gyokei legaldbb n-szeresek, tehat n < p®, ami t vdlasztdsa folytdn azonos a
t < s feltétellel, igy a kordbbi egyenldtlenséggel egyiitt s = t, és u = ptv.
U

8.9. Tétel

Ha gy, ..., gs—1 nem nulla polinomok a g-elemii test f6lott, és s > i € N-re §;(0) # 0, akkor
legkisebb kozos tobbszorosiik rendje megegyezik a rendek legkisebb kdzos tobbszordsével.
A

Bizonyitas:

Legyen o(g;) = n;, a polinomok legkisebb kdzos tobbszorose g, ennek rendje n, és a rendek
legkisebb kozos tobbszordse t. Ekkor valamennyi lehetséges i indexre n;|t, és akkor g;|xt — e, igy
glxt — e, és n|t. Viszont megint minden s > i € N-re g;|g|x™ — e, ahonnan az n;|n oszthatésigot
kapjuk. ekkor t osztdja n-nek, és t és n pozitiv egész, tehit t és n megegyezik.

U

8.10. Kévetkezmény

Ha g, ..., gs—1 paronként relativ prim nem nulla polinomok a g-elemi test folott, és g szorza-
tukra §(0) # 0, akkor g rendje megegyezik a g;-k rendjének legkisebb kozos tobbszorosével.
A

Bizonyitas:
g(0) # 0-bdl g;(0) # 0, és relativ primek legkisebb kdzos tobbszorose a szorzatuk.
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8.11. Tétel
Legyen char(F,) =p, 0 # f = ax* [[{Z) f;" €F,[x], ahol s > i € N-re n; € N*, £(0)#0
és az fi-k paronként kiilonboz6, [, folott irreducibilis polinomok, k € N, a € Fg, r az o(f;) = r;-k
legkisebb kozos tobbszordse, n = maxsjen{n;} és t = mingen{pt = n}. Ekkor o(f) = p'r.
A

Bizonyitas:
t-rol tudjuk, hogy nemnegativ egész. a € Iy, ezért egység F,[x]-ben, tehdt a~lf és f ugyan-
azon polinomok oszt6i, igy a rendjitk megegyezik, tovabb4 a rend nem fiigg x*-t6l sem. Az f;-k pa-
ronként relativ primek, a hatvédnyaik is azok, tovdbb4 a 0 nem gyokiik, ezért a szorzatuk rendje meg-
egyezik a rendjeik legkisebb kozos tobbszordsével. Mindegyik rend p egy hatvanyanak és a megfeleld
f; rendjének a szorzata. Ez utébbi relativ prim p-hez, igy a legkisebb kozos tobbszorés p maximalis
kitev6jii hatvanydnak és az f;-k rendje legkisebb kozos tobbszordsének szorzata, a p kitevdje viszont a
polinom kitevdjének monoton novekvd fiiggvénye.
U

8.12. Tetel

Nem nulla polinom rendje megegyezik reciprokdnak rendjével.

Bizonyitas:

Legyen f = x'g, ahol i € N és §(0) # 0. Ekkor f* = g* és o(f) = o(g), igy elég azt belitni,
hogy g és g* rendje azonos. Ha g rendje r, akkor g|x" — e, azaz x" — e = ug egy u polinommal, és
innen u*g* = (ug)* = (x" —e)* =e—x" = —e(x" —e), tehdt g* osztja x” — e-t, és igy g* rendje,
r* is oszt6ja r-nek. Hasonléan médon (g*)* rendje osztéja r*-nak, és mivel (g*)* = g, ezért r|r”,
vagyis r és r* kolcsondsen osztjak egymast, ami pozitiv egészek esetén csak egyenldséggel lehetsé-
ges, marpedig r és r* egyarant pozitiv egész, igy r =r".

U

8.13. Definicio
Ha f az Fym egy primitiv elemének [F, folotti minimal-polinomja, akkor f primitiv polinom
[, folott.
A

8.14. Tétel
Az F[x]-beli m-edfoki f fépolinom rendje pontosan akkor ¢ — 1, ha g = 2 és f = x, vagy
f primitiv polinom [F folott.
A

Bizonyitas:

Ha q =2 és f = x, akkor o(f) = 1 és m = 1, vagyis q"* — 1 = 1, mig m-edfokud primitiv po-
linom egyben m-edfokd irreducibilis polinom is, igy a rendje megegyezik barmely gyokének rend;jé-
vel, amely a definici6 alapjan g™ — 1, hiszen a gyok a test primitiv eleme.

Nézziik a forditott iranyt. Legyen f = x¥g, ahol k € N és §(0) # 0. Amennyiben k = m, ak-
kor o(f) = 0(g) =1, és 1 = q™ — 1 akkor és csak akkor igaz, ha g™ = 2, azaz pontosan akkor, ha
q = 2 és m = 1, vagyis amikor f a kételemi test folotti polinom és f = x. Hasonléan kapjuk, hogy
m >k € Nt esetén o(f) = 0(g) < q™ % —1 < q™—1, ezért a tovibbiakban legyen m > k = 0.
Ha f = f,f,, ahol f; fokam > mq, f, foka m > m,, és a két polinom relativ prim, akkor
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o(f) = [o(f1),0(f)] = o(f)o(fz) < (™ — 1)(q™2 — 1) < (g™ — 1)g™2

=Mtz _gMz = gM _ M2 < g™ — 2 < g™ — 1,

mig ha f egy g irreducibilis, a nulldban nem 0 polinom r-edik hatvanya, ahol 1 <r € N, és p a test
karakterisztikdja, akkor plo(f) < q™ — 1, &m p nem oszt6ja ¢ — 1-nek, igy f rendje ismét kisebb,
mint ¢ — 1. Végiil, ha f irreducibilis, de nem primitiv, akkor a rendje a gyokének a q™-elemi test-
beli rendjével azonos, ami ismét kisebb, mint ¢"" — 1, hiszen ez a gyok nem primitiv elem.

U
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Vissza a tartalomhoz

9. Elem nyoma; linearizalt és affin polinomok

9.1. Definicio

Legyen £ a g-elemii K test m-edfoki bovitése, és a € L. Ekkor Y ! a9 az a X feletti nyo-
ma, amit Tryx (@) vagy S; k(@) jelol. Ha X primtest, akkor egyszertien Tr, (a)-t vagy Sy (a)-t frunk,
ez a abszolit nyoma. Ha nyilvanvald, hogy mely testekrél van szd, akkor az elem nyomat roviden
Tr(a)-val vagy S(a)-val keliiljiik.

A

S a német Spur, mig Tr az angol trace sz6 alapjan jeldli a testbeli elem nyomat. Mi a tovabbiak-
ban a rovidebb S jelolést alkalmazzuk.

9.2. Tétel

Legyen £ a g-eleml K test m-edfoku bévitése, a és faz L, c a K tetszdleges eleme. Ekkor

S(a + B) = S(a) + S(B);
S(ca) = cS(a);
S(¢) = mc;
S(a?) = cS(a);
5. S az L-nek mint K feletti linearis térnek K -ra mint a K test feletti vektortérre vald linearis
leképezése.

Ll e

A

Bizonyitas:
A o;: L = L leképezés, ahol 0;(a) = a9, barmely nemnegativ egész i-re az L test automorf-
izmusa, amely a XK test elemein az identikus leképezés, ezért igaz az 1., 2. és 3. 4llitds. al™ = a, in-

nen Y (@) = ¥ @ = Y™ 1 c?, ami igazolja 4.-et.
Az elsd két allitds biztositja, hogy a nyom az L vektortérnek L vektortérbe vald linedris leképe-
. q . .
zése. Ismét a9 = q-ra hivatkozva (S(a))q = ( ot aql) =YM a? =Y ad" = S(a) mutatja,

hogy ez a leképezés valdjdban K-ba torténik. Azt kell még bizonyitani, hogy ez a leképezés egyben
sziirjektiv is. Ehhez elegendd azt beldtni, hogy van olyan L-beli a elem, amelynek nem 0 a nyoma,
ebbdl mar kovetkezik a sziirjektivitas.

Valéban, 0 nyoma 0. Most tegyiik fel, hogy 1étezik olyan a elem L-ben, amelynek nem nulla a
nyoma. Legyen S(@) = a € K*, és b a K™ tetsz6leges eleme. Mivel K™ csoport a szorzéssal, igy bizto-
san van olyan K*-beli c¢ elem, amellyel fenndll a ca = b egyenléség, és igy S(ca) = c¢S(a) = ca = b,
azaz b is egy L-beli elem nyoma, b is benne van a leképezés képterében. Lassuk tehat be ilyen a 1éte-
zését. Legyen B € L, és S(B) = 0. Ekkor 0 = X725 B9, tehit B gyoke a ¢ '-edfoki f = XjZ5! x4
polinomnak. Ennek a polinomnak legfeljebb g™ kiilonbozd gyoke van, ugyanakkor L elemeinek
szdma q™, és mivel ¢ > 1, ezért ¢q™ > q™ 1, van olyan L-beli elem, amely nem gyoke az f polinom-
nak, tehat amelynek a nyoma nem a test nulleleme.

U

9.3. Tétel

Legyen az L véges test a K test bovitése, a € L tetszdleges rogzitett elem, és T, az L elemein
értelmezett olyan szabdly, hogy az L barmely f elemére T, (8) = S(aB). Ekkor @ = 0 esetén T, = 0,
egyébként T, az L-nek mint K test feletti vektortérnek a K vektortérre vald linedris leképezése. Kii-



Véges testek

16nb6z6 L-beli a-hoz az L kiillonbodzd, K -ba vald linedris leképezése tartozik, és az L vektortér bar-
mely, a K vektortérbe vald T linedris leképezéséhez van olyan L-beli a, hogy T = T,.
A

Bizonyitas:

af az L eleme, a nyom az L minden elemére értelmezett, egyértelmtl, és értéke K-beli, tehat T,
valéban L-nek K-ba valé leképezése. Ha a = 0, akkor aff = 0, és T,(B) = S(af) =S(0) =0 az L
minden elemére, tehiat T, = 0. Ellenkez0 esetben, ha f végigfut L elemein, akkor af is felveszi L
minden elemét, ezért a leképezés K-ra torténik. A nyom linedris leképezés, igy K-beli b, ¢ és L-beli S,
y elemekkel T, (bf + cy) = S(a(bﬁ + cy)) = bS(aB) + cS(ay) = bT,(B) + cT,(y), tehat T, egy
L — X linedris sziirjektiv leképezés.

Haaésbak, aésf az L eleme, akkor

(aTy + bTg)(¥) = aT,(¥) + bTe(y) = S((a)y) + S((bB)y)
= S((aa + bﬂ)]/) = Taa+bﬁ ).

Ha a # f3, akkor létezik a — B-nak inverze, (@ — B)~1. Legyen &§ € L* olyan, hogy S(&) # 0, és le-
gyen y=(a—p)""8. Ekkor Tu(¥) —Tg(y) = Top(¥) = S((a = B)y) =S(8) # 0, vagyis
T, (y) # Tp(y), és igy T, és Ty kiilonbozd leképezések. Végiil nézziik az utolsé dllitdst. Legyen K
elemeinek szdma g, a bovités foka m, ekkor L-nek van m elemi bdzisa K {olott. Egy linedris transz-
formacidt egyértelmlien meghataroz, ha megadjuk egy bazis elemeinek a képét. Barmely béaziselem-
nek egymastol fiiggetleniil g kiilonboz6 képe lehet, tehdt 6sszesen g™ kiilonboz6 linedris £ — K leké-
pezés definidlhaté. De éppen ennyi a T, -k szdma is, tehét ez a rész is igaz.

J

A fenti tételbdl kovetkezik, hogy L-nek K-ba valé barmely nem nulla homomorfizmusa epi-
morfizmus.

9.4. Tétel
Ha M véges test, M|L|X, és a € M, akkor Sy (@) = Sy (Swiu(@))-

Bizonyitas:
S (@) € L, igy létezik Sy (S (@)). Ha [£: K] = m és [M: £] = n, gy [M: K] = mn, és

i
m-1 /n—-1

SLik (SMlL(a')) = Z Z q@m™’ mz:

i=0 \j=0

mn—1

m]+l _ z (qu — SM|K(0!),

k=0

IIMI

ahol g a K elemeinek szdma, ugyanis mialatt i 0-t6l m — 1-ig, és j 0-t6l n — 1-ig megy, k = mj + i
pontosan egyszer felveszi a 0 < t < mn intervallum minden egész elemét.
N

9.5. Tetel
Ha £; a K véges test nq-edfoku, és L, egy n,-edfoki bovitése, n, és n, relativ primek, és M a
K Li-et és L,-t tartalmazd n = nyn,-edfoku bovitése, tovabba aq az L és a, az L, test eleme, akkor
SM|K(“1“2) = SL1|K(‘Z1)SL2|K(‘X2)-
A

148



9. Elem nyoma; linearizalt és affin polinomok

Bizonyitas:
Mivel n, és n, relativ prim, ezért tetszéleges 0 < k < nyn, egészhez van egy és csak egy olyan
k
(iy,iy) € N par, amellyel iy <ny, i <ny, 11 =k (ny) és iy =k (n,). Ekkor ocl =ai és
i i k
aj f = =aj ,tehat ajf ag - af ajl = (oclaz)q Ezt felhaszndlva
ny—1 ny—1 ny—1ny-1
- q"
SL1|K(C¥1)SL2|K(C¥2) = Z a; Z Z Z
il 0 Ll 0 lz
nlnz—l
k
= Z (a1a3)7 = SM|K(0»’10»’2)-
k=0

9.6. Kévetkezmény

Legyen az i = 1,2 indexekre £; a K test n;-edfokd bévitése, n = [nq,n,], d = (ny,n,), tovb-
ba M, és M, a K n-edfoki és d-edfoku bovitése gy, hogy M, |L;|M4|H, és végiil legyen a; € L;.

Ekkor SMan(alaZ) = SMdlK (SLllMd (051)SL2|Md(a2))-

A
Bizonyitas:
Mivel d|n;|n, igy létezik a K -nak olyan M,, és M, bovitése, amellyel M, |L;|My|K. L; az
ninz
My %—edfokl’l bovitése. % és % relativ primek, és M, az M, g = Z = 7:11 22 _edfoki bvitése, igy

a 9.5. tétel szerint Sy |u, (@1@2) = Sy m,(@1)S1, M, (@2). 9.4.-et alkalmazva pedlg azt kapjuk, hogy

SMn|K(0(10(2) = SMd|K (SMn|Md(0(10‘2)) = SMd|K (SL1|Md(a1)SL2|Md(a’2))-
N

A tovédbbiakban az eldbbi eredményeket részben &ltaldnositjuk. El0szor a linedris algebra né-
hany fogalmat tekintjiik 4t.

Legyen V egy X test feletti linedris tér, és W a 'V egy linedris altere. Ha u a V egy eleme, akkor
u+ W aW (u szerinti) eltoltja, és u+ W a V egy affin altere. v € V akkor és csak akkor eleme
u+ W-nek, hav—u € W, és ekkor u + W = v + W, vagyis az eltolt birmely elemével reprezental-
haté. Ugyanazon linedris altér szerinti két eltolt vagy egybeesik, vagy diszjunkt, és nyilvan egyik eltolt
sem iires, igy az eltoltak a tér elemeinek egy osztdlyozasat adjak. A V tetszdleges u és v, valamint a K
tetszbleges ¢ elemével (u+ W)+ (vV+W) =@+ v)+Wéscu+W) = (cu) + W, igy a W sze-
rinti affin alterek egy linedris teret alkotnak. Ez a linedris tér a V linedris tér W altér szerinti faktorte-
re, amelyet V/W jelol. Ha V véges dimenzids tér, akkor dimgV = dimxW + dimg V/W. Ameny-
nyiben ¢ a K test feletti V; linedris térnek a X test feletti V, linedris térbe valé miivelettart6 leképezé-
se, és a leképezés magja, vagyis a leképezés nulltere W,, tovabba a leképezés képe W,, akkor az
elébbi V; -nek, az utébbi V,-nek altere, és W, =V, /W;.

Ha ¢:V; = V, linedris leképezés, és v V, tetszbleges eleme, akkor az u = ¢@(u) + v szabdly a
V;-nek V,-be valé affin leképezése. Affin leképezések szorzata, azaz kompozicidja affin, ugyanis ha
WYy = @q + vy és Y, = @, + V,, ahol @4 és @, linedris leképezés, akkor

(P2 0 Y1) (W) = P (P1 (W) = a1 () +v1) + v,
P2(@1 (W) + (92 (v1) +v2) = (92 0 ) () + (@2 (v1) + V),

és az affin leképezések kompozicidja, mint barmely leképezések kompozicidja, asszociativ, igy egy
adott linedris tér bnmagdba valé affin leképezései a kompozicidval félcsoportot alkotnak. Az identikus
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leképezés linedris, tehat affin, igy van mind bal, mind jobb oldali semleges elem, amely egybeesik, ha
a két tér azonos, és a kompozicié jobbrdl disztributiv az 6sszeaddsra nézve, mert

((¢2 +3) o 1/)1)(“) = lpz(ll)l(“)) + ¢3(1/)1(“))
=W o)) + W30y (m) = ((1/12 o) + (P30 1/)1))(“)-

A bal oldali disztributivitds 4ltaldban nem teljesiil, mert az affin leképezés nem Osszegtartd, ugyanis
altalaban,felhasznélva, hogy a linedris leképezés Osszegtarto,

Y +uy) =9 +uy) +v=9) +ey) +v#eluy)+ e, +2v
= (p(uy) +v) + (puz) +v) = Y(uy) + P(uy),

Ha a leképezés linedris, akkor igaz a bal oldali disztributivitds is, vagyis a linedris tér 6nmagiba vald
linedris leképezései a leképezések 6sszeaddsdval mint Osszeaddssal és a kompozicidval mint szorzdssal
gyurtt alkotnak, ez a linedris tér endomorfizmus-gyfiriije.

Affin leképezés skaldrszorosa is affin, igy egy linedris tér 6nmagaba val6 affin leképezései a tér
Osszes leképezésének terében egy alteret alkotnak, mint ahogy linedris teret alkotnak a tér onmagéba
valé linedris leképezései is. Ez azt jelenti, hogy a linedris tér 6nmagédba vald linedris leképezései,
vagyis endomorfizmusai algebrat alkotnak a teret meghatarozé test folott. Ha a tér n-dimenziés, akkor
az endomorfizmusok algebréjdnak rangja n?.

Linedris altér linedris altere linedris altere az eredeti térnek, és hasonlé igaz affin alterekre is,
tovabba ha két altér koziil az egyik része a masiknak, akkor az eldbbi egyben altere is az utébbinak.

9.7. Definicio

L=Y", al-xqi € Fgm egy Fgm folotti g-polinom vagy F,m folotti linearizalt polinom. Ha L
egy Fgm folotti g-polinom, €s u € Fym, akkor A = L —u F,m folotti affin g-polinom vagy g-affin
polinom, és L az A linearizalt része.

A

Az Fgm folotti linearizdlt illetve affin g-polinomok halmazat @™ [x]-szel és A@™)[x]-szel
fogjuk jelolni, és ha nyilvdnvald, hogy mely test feletti polinomokrdl van sz6, akkor a testre vald uta-
last elhagyjuk, tehat ekkor a megfeleld jelolések L[x] és A x].

A definici6bol rogton latszik, hogy a € Fym F, fl6tti nyoma az Fym folotti L = mit x7" q-
polinom a helyen vett helyettesitési értéke, vagyis ha L az elébbi polinom, akkor S[qu|]Fq (a) = L(a).
Az is kozvetlenill leolvashatd, hogy affin g-polinomok 6sszege affin g-polinom és g-polinomok Osz-
szege g-polinom. Az eldbbi megéllapitdsok azonban a szorzdsra nem érvényesek, példaul az x és az
x4 linearizalt — tehdt affin g- — polinomok szorzata x9*1, és nincs olyan nemnegativ egész i, amellyel
g+1=q' (mertq>1,igyq'=q<q+1<q+q=29<q-q=q? ésha0<u<w,aholués
v tetszbleges valds szam, akkor g* < qV). Igaz azonban az alabbi allités.

9.8. Tétel

AW [x] = (?I(qm) [x], +,0)—ben (?I(qm) [x],O), ahol o a kompozicid, egységelemes, nem kom-
mutativ félcsoport, és o jobbrdl disztributiv + folott. 2@ [x] az A9 [x] mindkét eldbbi miiveletére
zért részhalmaza, tovabba £ [x] = (B(qm) [x], +,0)—ben a kompozici6 balrdl is disztributiv az 6sz-

szeadds folott, igy L@ [x] a megadott két miivelettel egységelemes gylirli, amely nullosztémentes, és
akkor és csak akkor kommutativ, ham = 1.

fef 4" minden [ € N-re injektiv leképezés A ™) [x]-en, amelyre £ [x] zart.
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A halmazokhoz hasonl6an, ha lehet, a strukturdk jel6lésénél is elhagyjuk a test megjelolését.

Bizonyitas:

Test legalabb két elemet tartalmazd egységelemes, kommutativ, nullosztémentes gylrli, igy
(]th: ;0) egységelemes félcsoport, amely jobbrdl disztributiv a polinomok Osszeaddsdra nézve, és ha
f # 0% g, akkor f o g # 0 (lasd a 2.39. Tételt a 38. oldalon). Az egységelem az x polinom, és ez g-
polinom, hiszen x = x1 = xqo, igy azt kell csak bizonyitani, hogy affin g-polinomok kompozicidja af-
fin g-polinom, g-polinomok kompozicidja g-polinom, a kompozicié még az affin g-polinomok koré-
ben is akkor és csak akkor kommutativ, ha m = 1 és a polinom linearizalt, és végiil, hogy a linearizalt
polinomok korében a kompozicié nullosztomentes és balrdl is disztributiv az 6sszeadds folott.

Legyen f = Z:ZO al-xqi ésg = Z?:go bl-xqi [Fm folotti polinom. Ekkor

ng ng q ng [/ ng ng+ng k
; i i+] j k
fog= Z a; Z bjxqj = 2 Z aiqu x1" = 2 Z ajbg_j x? € 2[x],
i=0 j=0 i=0 \j=0 k=0 \j=0
ng ne ng
folg+ =) alg+m =) agh+ ) aht' =fog+foh
i=0 i=0 i=0

tehat linearizalt polinomok kompoziciéja linearizalt polinom, és balrdl is teljesiil a disztributivitas.
Ha A; € Ulx], A, € U[x], akkor A; = Ly — uy, A, = L, — u, valamilyen £[x]-beli L, L, po-
linomokkal és Fym-beli uy, u, elemekkel, igy

AjoAy =(Ly —uy) °A(L2 —Up) =Lyo(Ly —up) —uy
= Ll °L2 - (Ll(u,z) +u1) =1L —u,

ahol L = Ly o L, € 2[x] és u € Fym, tehdt A; o A, € U[x]. x% o (ax) = a®x? és (ax) o x? = ax?, és
ez a két polinom akkor és csak akkor egyenld, ha a = a?, vagyis ha a(e —a) = 0, tehdt ha a = 0
vagy a = e. Ha m > 1, akkor a testnek biztosan van az eldbbi két elemtdl kiilonbozd eleme, igy a
kompozicié még a g-polinomok koérében sem kommutativ, és uq o u, = uq, mig u, o u; = u,, tehdt
altalaban az affin g-polinomok korében még az [, f6l6tti polinomokra sem teljesiil a felcserélhetdség.

Azonban m = 1 esetén a test minden elemének q’-kitevés hatvinya barmely nemnegativ egész j-re
onmaga, igy

k k

k k k
q _ A .= g = a7
j=0 j=0 j=0

j=0 j=o

tehdt a kompozici6 ebben az esetben, azaz az [F, folotti g-polinomokra kommutativ.

Legyen L = Y™ s a;x?, u € Fgm és A = L — u. Ekkor

l

n q n n
1 1 1 I i L i+l i+l
AT = (L—uw)? =14 —uq=<2aixq> —U=Za?xq —U=Zbi+1xq -,
i i=0

i=0 i=0
l
ahol byy; = al € Fym és v = ud' € Fym, tehdt A1 € A[x], és hau = 0, akkor v = u?' = 0, igy 2[x]

zart a q'-kitevds hatvanyozasra.
J
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g-polinomok illetve affin g-polinomok kompozicidjat szimbolikus szorzasnak, a kompozicié
eredményét szimbolikus szorzatnak is fogjuk mondani, és ha h = g o f , ahol f és g linearizalt poli-
nom vagy mindketté affin g-polinom, akkor azt mondjuk, hogy f szimbolikusan osztja h-t, vagy
masként, hogy f szimbolikusan osztéja h-nak illetve f szimbolikus osztéja h-nak. Ha f szimboliku-
san osztja h-t, akkor g a h és f szimbolikus hanyadosa (h és f sorrendje ez esetben l1ényeges).

Bizonyos esetekben a szimbolikus osztds visszavezethetd a polinomok kdzonséges osztdsdra.
Ehhez 1j fogalmat vezetiink be.

9.9. Definicio

Legyen F = Y-, aixqi egy Fym folotti g-polinom és f = Y7 a;x" € Fym[x]. Ekkor F és f q-
asszocialtak, f az F konvencionalis asszocialtja, mig F az f linearizalt asszocialtja. A ¢™-elemii
test folotti g-asszocidltsagot ~m jeldli.

A

A g-asszocidltsag altal 6sszetartozé parokat altaldban az dbécé ugyanazon betiijével fogjuk je-
161ni, a konvenciondlis g-asszocialtat kisbetiivel, mig a parjat a megfeleld nagybetiivel.

Az nyilvanvald, hogy a g-asszocidltak egyik tagja egyértelmilen meghatdrozza a masik tagot.
Az is konnyen lathatd, hogy 0sszeg g-asszocidltja a g-asszocidltak Osszege, viszont ez szorzasra alta-
laban csak akkor igaz, ha a polinomok a g-elemii test folottiek, ugyanis az f és g polinom szorzataban
a k-adfoku tag egyiitthat6ja Z;‘:O ajby_j, mig F és G szimbolikus szorzatdban az ugyanezen indexhez

tartozé tag, tehat a g¥-adfokd tag egyiitthatGja Z?:o ajb,z]_ j» azt pedig tudjuk, hogy b = b? akkor és

csak akkor igaz, ha b € . Ekkor viszont az is igaz, hogy F o G~,fg = gf~4G o F, amit kordbban
mdr a 9.8. Tételben belattunk. Igazoltuk tehdt az alabbi tételt.

9.10. Tetel

Az F — f megfeleltetés izomorfizmus £(@[x] és FFg [x] kozott.

A
Ennek a tételnek egyszerti kovetkezménye az alabbi.
9.11. Kévetkezmény
L@ [x] euklideszi gytirt.
A

Bizonyitas:
Test folotti polinomgytirt euklideszi gytirii, de akkor a vele izomorf barmely gytri is euklideszi
gyurd.
N

Haf =Y",a;x9 —u [Fym folotti affin g-polinom, és a,, # 0 (n = 0 esetén a, —u # 0), ak-
kor azt mondjuk, hogy f affin foka n, és ezt ugy fogjuk jelolni, hogy afdeg(f) = n, illetve, ha f =0
is lehetséges, akkor haszndljuk az af§(f) < n jelolést.

Nézziik most a g-elemil test f6lotti g-polinomok szimbolikus osztdsit. Ha F # 0 és H az eldbbi
test f6l6tti g-polinom, és a g-asszocidltakkal h = gf + r, ahol §(r) < deg(f), akkor H =G o F + R
és afd(R) = 6(r) < deg(f) = afdeg(f), igy F akkor és csak akkor szimbolikus osztéja H-nak, ha f
osztdja h-nak. Ezt F|,H-val fogjuk jeldlni. A g-elemi test folotti g-polinomok kompoziciéjanak kom-
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mutativitdsdval ez egyben azt is jelenti, hogy ha F szimbolikusan osztja H-t, és a szimbolikus hénya-
dos G, akkor G is szimbolikus osztdja H-nak.

Mint l4ttuk, linearizalt polinomok szorzata altaldban nem linearizalt, 4m igaz az alébbi allitas.

9.12. Tetel

Ha F és H IF, folotti g-polinom, €s a g-asszocidltjuk rendre f €s h, akkor az aldbbi allitdsok ek-
vivalensek:

* flh
o F|H
e F|.H.

Bizonyitas:
f|h akkor és csak akkor, ha h = gf, ami pontosan akkor igaz, ha H = G o F, vagyis ha F|,H,
igy mar csak azt kell igazolni, hogy ebben az esetben, és csak ekkor, az F|H oszthatdsag is igaz. Le-
gyen el8szor H = G o F. Ekkor G linearizlt polinom, és H = Y, g;F1 = FY",g;F9~1 = Ft,
ahol t is egy [F, folotti (de édltalaban nem linearizalt) polinom, igy F osztéja H-nak. Forditva, tegyiik
fel, hogy F|H, és legyen h = gf + r olyan g és r [, folotti polinomokkal, hogy 8(r) < deg(f). Ek-
kor H=GoF + R és af§(r) = §(r) < deg(f) = afdeg(f). De az elébb lattuk, hogy F|G o F, a fel-
tétel alapjan pedig F|H, amibdl kovetkezik, hogy F|R, ami a fokszdmok kovetkeztében csak dgy le-
hetséges, ha R = 0, vagyisha H = G o F, azaz ha F|.H.
N

Test folotti polinomfiiggvény az adott testet onmagéba képezd fiiggvény. Nem tulsdgosan meg-
lep6 médon affin g-polinomok illetve linearizalt polinomok esetén ez a leképezés specidlis alakot Olt.

9.13. Tetel

Legyen A egy F,m folotti affin g-polinom. Ekkor az a — A(a) leképezés [Fym-nek egy onma-
gdba val¢ affin leképezése, amely linedris leképezés, ha A linearizalt polinom. Kdlcsondsen egyértel-
mil megfeleltetés adhaté az Fym folotti, legfeljebb m — 1 affinfokd g-affin polinomok és az IF,m-et
onmagaba képez6 affin leképezések kozott, ahol a g-polinomok és a linedris leképezések egymdsnak
felelnek meg.

A

Bizonyitas:

Elegend? a linedris részre vonatkozo éllitast bizonyitani, hiszen ha A = L — u, akkor a € Fym-
re A(a) = L(a) — u. Legyen u, és u, az Fgm és ¢y valamint c, az [F, eleme, tovabbd L = Y1 a;x?.
Ekkor

n n n

~ i i i
L(ciuy + caup) = 2 a;(ciuy + coup)? = ¢ 2 au? +c 2 a;uy?

i=0_ R i=0 i=0
=C L(ul) + Cy L(UZ).

A q™-elemi test folotti két, legfeljebb g™ — 1-edfokd polinomhoz tartozé polinomfiiggvény
akkor és csak akkor azonos, ha a két polinom is azonos, hiszen egyenldség esetén a test valamennyi,
tehdt g™ elemén azonos a két leképezés értéke, és ™1 < q™ — 1, igy kiilonbozo, legfeljebb m — 1
affinfoku affin g-polinomhoz kiilonboz0, a testet onmagaba képezd affin leképezés tartozik, tehét az
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affin g-polinomot a megfeleld affin leképezéshez rendeld leképezés injektiv. A legfeljebb m — 1 af-
finfoku affin g-polinomok linearizélt részében az egyiitthatok szdma m, és mindegyik egyiitthaté a test
barmely eleme lehet, és a konstans tagot is tetszélegesen valaszthatjuk a testbdl, igy az ilyen polino-
mok szdma dsszesen (g™)™q™ = q™M* D) & ezek koziil (™)™ = qm2 a linearizalt polinom. A tes-
tet onmagaba képezd affin leképezések egy m X m-es matrixszal és egy m-elemii vektorral adhatéak
meg, és mind a matrix, mind a vektor elemei egyardnt a g-elemtl test elemei, igy az affin leképezések
szama qmzqm = q™m+D 4 Jinedris leképezések szdma pedig qmz, hiszen ezek esetén az eltoldst
megadd vektor a nullvektor. Lithatéan a polinomok és a leképezések szdma megegyezik, igy az injek-
tiv leképezés egyben sziirjektiv, tehét bijektiv is.

J

Sziikségiink lesz egy specidlis alaki matrix determindnsanak ismeretére.

9.14. Tétel

Legyen n € N* és A Fqm folotti n-edrendii kvadratikus matrix, aholazn>ieN,n>j€eN
indexekre (4); ; = ﬂiqj az Fym B; elemeivel. Ekkor det(4) = B, [11=¢ cE]F‘i;l(ﬂi_'_l - Zg':o cjﬂj), és
a determindns akkor €s csak akkor 0, ha a §; elemek mint az [F test folotti Fym linedris tér elemei li-

nedrisan Osszefiiggdek.
A

Bizonyitas:

Els6ként megmutatjuk, hogy egy (uy, ..., u,_1) vektorrendszer akkor és csak akkor linedrisan
Osszefiiggd, ha van olyan n > k € N index, hogy u,, linedrisan fiigg az (uy, ..., Ux_1) rendszert6l. Ha
a megadott vektorrendszer linedrisan Osszefliggd, akkor van olyan, nem csupa 0-bol dllo, FF,-beli
egyiitthatérendszer, hogy Y7t c;u; = 0. Legyen k = max,sien{c; # 0}. Ez a maximum létezik, mert
a feltétel értelmében van olyan n > i € N index, hogy c; # 0. Ekkor 0 = Y= ! c;u; = Y5 c;u;-bél
u, = Z;‘z_ol(c,zlci)ui, ugyanis ¢, # 0, igy 1étezik az inverze.

Az elébbiekbdl kivetkezik a tételnek azon éllitdsa, hogy det(A) pontosan akkor 0, ha a matri-
xot general6 f5; elemek rendszere linedrisan Osszefiiggd, azzal a kiegészité megjegyzéssel, hogy egyet-
len elembdl 4ll6 vektorrendszer akkor és csak akkor linedrisan Osszefiiggd, ha a rendszer egyetlen
eleme a nullvektor.

Most nézziik a determindns értékére vonatkozo allitast. A bizonyitast indukcidval végezziik. Ha

n =1, akkor A = (B,), det(4) = By, és Bo [1}22 CE]F(i;I(ﬁH_l — Yj=o ¢jB;) = Bo, mert egy olyan
szorzat értéke, ahol a fels6 hatar eggyel kisebb az als6 hatdrnél, e-vel egyenld, ahol e a test egységele-
me, vagyis ekkor teljesiil az egyenléség. Most tegyiik fel, hogy valamely n € N*-ra teljesiil a tételben
leirt egyenldség, és nézziik az n + 1-edrendil A™D mitrixot. Legyen ennek bal felsé n-edrendii rész-
mitrixa A™, det(A™) = D és det(A™D) = D™+ Tekintsiik az

q qn—l qn
ﬁo ,80 ﬁo ,80
U =| ° o A
q q
Brn-1 n-1 7 n-1 :Bn—1
x xq . xdVH d®

matrixot, és legyen ennek detemindnsa D(x). Az utolsé sor szerint kifejtve, a matrix determindnsa
D =DMWxa" 4 ynlg, x9'. Ennek a polinomnak minden egyiitthatdja [F;m eleme, hiszen a matrix
minden eleme, az utolsd sor elemeitdl eltekintve, az elobbi testben van, és mind D("), mind az q;
egyiitthatok a matrix elemeibdl vett szorzatok Osszege, tehat szintén az adott test eleme, igy D egy
Fgm folotti g-polinom. Barmely n > i € N esetén D(B;) = 0, hiszen D(f;) annak a métrixnak a
detrermindnsa, amelyet U(x)-b6l dgy kapunk, hogy az utolsé sorban x helyére S;-t tesziink, de akkor
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olyan matrrixot kapunk, amelynek két sora azonos. Tekintsiik a fB;-k altal kifeszitett linedris teret. Az
eldbbi tétel szerint linearizalt polinomhoz tartozc’) polinomfiiggvény Osszegtartd, igy ha f = Z"_l CiB;
ennek a térnek egy eleme, akkor D(B) = i c]D(,Bl) = 0. Ez azt jelenti, hogy a f;-k éltal generalt

linearis tér minden eleme gyoke a D polinomnak. Ha a f§;-k linedrisan fiiggetlenek, akkor a tér n-
dimenzids, és mivel az egyiitthaték a g-elemii test elemei, igy a tér elemeinek szama, vagyis a polinom
gyokeinek szdma q", ami megegyezik a polinom fokaval. Ezek szerint ha a f§;-k linedrisan fiiggetle-
nek, akkor az eldbbi tér elemei, és csak ezek a polinom gyokei, és minden ilyen gyok egyszeres, igy a

polinom gydktényezds felirdsa D = D™ HcE]FZ-(x - 7:_01 cj,Bj). De ez a felirds akkor is érvényes, ha

a madtrixot generdlé elemek linedrisan Osszefiiggdek. Ha ugyanis Valamilyen c€Fy egyﬁtthatc’)—

rendszerrel ] s c]ﬂ] 0, akkor minden n > i € N-nel 0 = 09 = (Z] 0 c]ﬂj) = ? Olc] ] ,es ha
¢ # 0, azaz a f§;-k linedrisan Osszefiiggdek, akkor mind U(x), mind A sorai linedrisan osszefuggo-
ek, tehat D = 0= D™, de akkor D=0=0"- HcE]FZ-(x - 7:_01 cj,Bj) =pm HcE]FZ-(x - ] 0 C],B])
vagyis minden esetben teljesiil a D = D™ HcE]Fg(x — Z;-:Ol cj,Bj) felirds. Innen viszont azt kapjuk,
hogy det(A+) = p(+D) = p(B,) = D™ Hce]Fg(.Bn — 225 ¢;B;), mig az indukci6s feltevés alap-
jan D™ = Bo H?:_oz ce[pfl+1(.8i+1 - 23':0 Cjﬂj)a tehat DV = Bo H?:_ol ce[pfl+1(.8i+1 - 23':0 Cjﬂj)-
N

Egy linedris leképezés magja, vagyis nulltere linedris altere az értelmezési tartomdnynak. Ha A
affin leképezés, akkor A = L —u egy L linedris leképezéssel és a képtér egy u elemével. Amennyi-
ben Lx; —u = AX; = 0 = Ax, = LX, — u, akkor L(X, — X;) = 0, tehdt az értelmezési tartomany
azon elemei, amelyek képe egy affin leképezésnél a képtér nulleleme, az értelmezési tartomany affin
alterét képezik.

[Fym m-dimenziés linedris tér az [F, test folott, tovabbd [Fym elemein az u - u? leképezés
automorfizmus, amely az identikus leképezés FF-n, tehit az Fym egydimenzios alterén.

9.15. Definicio

Legyen M az Fgs mint F, folotti linedris tér linedris altere. M egy (FF;s-beli) g-modulus, ha
M1 ={ullue M} < M.
A

9.16. Tetel

Legyen 0 # f € Fym[x], Fgs az f F,m folotti felbontdsi testét tartalmazo test. f akkor és csak
akkor g-affin polinom, ha minden gydke azonos multiplicitdsu, ez a tobbszordsség g egy nemnegativ
egész kitevls hatvdnya, és a gyokok M halmaza [Fgs-nek mint F,, f6lotti linedris térnek affin altere. f
pontosan akkor linearizélt, ha ez az altér linedris, €s a linearizdlt f fOpolinom pontosan akkor eleme
F,[x]-nek, ha M g-modulus.

A

Bizonyitas:

Affin leképezésnél azon elemek, amelyek képe a képtér nulleleme, affin alteret alkotnak, amely
linedris altér, ha a leképezés linedris. Ebbdl kovetkezik, hogy g-affin polinomok gyokeinek halmaza
affin altér, amely linedris, ha a polinom linearizalt. Legyen f = i~ al-qu €s g =f —uazFymegy
u elemével, és legyen n > k € N olyan, hogy k > i € N-re aq; = 0, de a, # 0. f # 0, igy van ilyen k.
Ekkor
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Véges testek

n-k n—k q

n
i km i k(m-1)+k i+k k(m-1) i k
- 2 = q qt — q qttr — q q — ha
f—EaLx —Zai x1 = sy X = A X = h?,
i=0 i=k i=0 i=0
_ k(m-1) j _ i, , k km k
ahol h = Y- fal,,  xT =X Fbx? ésby#0,ésg=f—u=h? —u? =tT at=h—-v,

v=ul € Fgm jeloléssel. by # 0-bol t' = h' = by # 0, igy a derivdlt polinomnak nincs gyoke,
tehat kozos gyoke sem lehet az eredeti polinommal, amibdl kovetkezik, hogy mind A, mind ¢ minden
gyoke egyszeres, vagyis q°-szoros, és f valamint g minden gydke q*-szoros.

Most legyen C az [Fys mint [, f616tti linedris tér affin altere. Ekkor € = ¢ + B, ahol ¢ € Fs €s

L
B az Fys linedris altere. £ = (oecGr = 1) = (pes(0c =€) = )" = [Tpesy — b)? = g
olyan Fgs folotti polinom, amelynek minden gyoke q'-szeres, és amely g-affin, ha g linearizalt. Az
rogton latszik, hogy f = g pontosan akkor teljesiil, ha ¢ = 0, azaz ha C = B, tehat ha C linedris altér.
Legyen B r-dimenzi6s, és by, ..., b,._; a B bazisa. Ekkor g = Hae]Fg(y - aibi) = D(T)_lD, ahol
D™ és D a9.14. Tétel bizonyitdsdban lathaté determindns és polinom, és D g-polinom.
q™-elemii testen nemnegativ egész [-lel a q'-kitevds hatvdnyozds injektiv, tehat sziirjektiv is,
igy, ha M g-modulus, akkor M9 = M. [F, folétti polinom g-adik hatvanya is gyoke a polinomnak, te-
hat a gyokok halmaza g-modulus. Ha egy fépolinom minden gydkének g-adik hatvdnya is gydke a po-
linomnak, akkor f9 = ([Tyem(x —u))? = [Tyem*x? — u?) = [luem(x? —u) = f o x9, és ez azt je-
lenti, hogy f € Fg[x].
N

Legyen A =L —u Fym folotti g-affin polinom, €s keressiik az A(x) = v egyenlet [F4s-beli
megolddsait, ahol Fys az [F;m egy bOvitése €s v az Fym eleme. A feladat ekvivalens egy B = L —w q-
affin polinom adott testbeli gyokeinek keresésével. Legyen by, ..., bs_; az Fys egy F, folotti bazisa.
Az Fys a eleme akkor €s csak akkor gydke a B polinomnak, ha

s—1 s—1 s-1
wlh = z wibj =w = L) =1L (Z aibi> = a;L(by)
j=0 :

i=0 i=0
s-1  s-1 s—1 [/s-1
— — — T
= a; Bl’]b] = Z ZaiBi,j b] = ((l B)b,
i=0 j=0 Jj=0 \j=0

ahol B; ; az L(b;) j-edik komponense a by, ..., bs_; bazisban valé felirdsaban. De b elemei linearisan
fiiggetlenek, igy wTb = (a”B)b akkor és csak akkor teljesiil, ha wT = aTB, és ez egy linedris egyen-
letrendszer, amely homogén, ha w = 0, igy g-affin illetve linearizalt polinomok gyodkeinek meghata-
rozasat visszavezettiik a sokkal egyszeriibb linedris egyenletrendszer megolddsara.

Az el8bbi médszer kevés tobbletmunkaval F,m folotti tetszbleges f # 0 polinom [Fgs-beli gyo-
keinek meghatérozasara is alkalmazhatd. Ehhez nem kell mast tenniink, mint keresni egy F,m folotti
olyan A affin g-polinomot, amely oszthaté f-fel. Ekkor ugyanis f minden gyoke gyoke A-nak, igy
meghatarozva A gyokeit, behelyettesitéssel megallapithatjuk, hogy ezek koziil melyek gyokei f-nek.
A kérdés csupan az, hogy mindig taldlunk-e alkalmas g-affin polinomot. A vélasz pozitiv. Legyen f
n-edfoku, és tekintsik n > i € N-re az r; = x9" mod f polinomokat. Ezen polinomok mindegyike
legfeljebb n — 1-edfokd, igy r; = Y1y ri,jxj . Keressiink olyan c, ...,c,—1 F4-beli nem csupa 0
egylitthatokat, amelyekkel ?;01 ¢;r; = u konstans polinom, vagyis amellyel minden n > j € N*-ra
teljesiil, hogy Z{:Ol ¢iryj = 0. Ez egy n — 1 egyenletbdl éllo, n-ismeretlenes homogén linedris egyen-
letrendszer, igy biztosan van nem trividlis megoldédsa. Ekkor
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9. Elem nyoma; linearizalt és affin polinomok

n-1 n-—1 n-1
i i
u= City = Ci (xq mod f) = Z ¢ix? mod f,
i=0 i=0 i=0

ami azt jelenti, hogy az A = Y1 cl-qu — u g-affin polinom oszthaté f-fel. Feltehetjiik, hogy A fopo-
linom, mert g-affin polinom konstansszorosa is affin g-polinom. Egy ilyen, f-fel oszthaté A affin g-
polinom az f affin tobbszorose, és ha a homogén linedris egyenletrendszeriinknek t6bb linedrisan
fiiggetlen megoldasa van, akkor a legalacsonyabb fokszamu A polinom az f legkisebb affin tobbszo-
rose.

A masod-, harmad- és negyedfoku egyenletekre 1étezd megolddképletek illetve dltalanos megol-
ddsi médszerek barmely test felett alkalmazhatdak, kivéve a 2- és harmad- és negyedfokii egyenletek
esetén még a 3-karakterisztikdju testeket. Az elobb ismertetett médon azonban véges test esetén ezek a
problémak is altaldnos eszkdzokkel kezelhetdek.

HaadottegyA=L—u € A@™[x], akkor természetes kérdés, vajon hol helyezkednek el a po-
linom gyokei. Legyen B = M — v is Fym f6lotti affin g-polinom. A akkor €s csak akkor oszt6ja B-
nek, ha minden gyoke egyben B-nek is gyoke. De g-affin polinom gydkei a gyokot tartalmazd test
mint linedris tér affin alterét alkotjdk, és affin altér részhalmaza, amely maga is affin altér, affin altere
az 6t tartalmaz6 altérnek. Affin g-polinom gyokeinek kiilonbsége gydke a polinom Inearizalt részének,
és a sziikebb altérbeli kiillonbségek egyben a bdvebb altérben is az adott vektorok kiilonbségei, igy, ha
A osztdja B-nek, akkor L is osztéja M-nak. Ez visszafelé dltaldnosan nem igaz, igaz viszont akkor, ha
van a testnek olyan r eleme, amellyel u = L(r) és v = M(r), hiszenekkor A= L —u =L —L(r) =
Lo (x—7) =Loy,ésugyanigy, B = M o y. Mdrmost A akkor és csak akkor osztéja x4 — x-nek, ha
minden gyoke benne van Fym-ben. Az aldbbi tételbol kovetkezik, hogy ez ekvivalens azzal, hogy van
[Fgm-nek olyan r eleme, amellyel u = L(r), mig, ha ilyen elem nincs, akkor A-nak nincs gycke a ¢™-
elemtl testben.

9.17. Tetel

Legyen L egy Fm folotti linearizalt fépolinom, amely osztdja az x1" —x polinomnak. Ekkor
17 2 el reast . . P e m
van olyan, egyértelmiien meghatdrozott, F,m folotti L, g-polinom, amely szintén osztéja x7" — x-
nek, és az alabbi allitasok ekvivalensek:

1. LyolL =x1" — x;

2. Lol =x9" —x;

3. A = L — u-nak akkor és csak akkor van gyoke [F,m-ben, ha Ly(w) = 0;
4. Ay = Ly — u-nak pontosan akkor van gyoke FF,m-ben, ha L(w) = 0.

>

Bizonyitas:

Ha leqm — X, akkor minden gyoke [F,m-ben van €s egyszeres, €s L € 2@™[x] kovetkeztében
a kiilonboz6 gyokok Osszessége [Fym-nek mint linedris térnek linedris alterét alkotjak. Legyen r az al-
tér dimenzidja, €s legyen ennek az altérnek mint [F, folotti linedris térnek egy bazisa by, ..., by_1. Bé-

/////

vannak F,m-nek olyan by, ..., by, €lemei, hogy by, ..., by_1, by, ..., byy_1 a teljes térnek, vagyis [Fym-
nek egy [, folotti bazisa. A by, ..., by_q, valamint a by, ..., b,,_; elemek dltal kifeszitett térnek egyet-

len k6z6s eleme a 0, és egyiitt a teljes teret generdljak, igy a tér barmely w eleme egy és csak egyféle-
képpen irhaté u + v alakban, ahol u a by, ..., b,_1 altal generalt U altér (vagyis az L gyoktere), mig
v € V, ahol V' a tovdbbi bazisvektorok generdtuma. Ekkor
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Véges testek

x4 —x = 1_[ (x—w)=1_[1_[(x—(v+u))

WE]qu veV ueu
_ 1_[<1_[((x—v)—u)> = [eoa-v) =] [(tox-1w)
veEV \ueu vevV veV

Mivel L a test Oonmagaba val6 linedris leképezése, tovabba VV-beli 0 # v-re Z(v) # 0, tehat L a V kii-
16nboz6 elemeit a test kiilonboz6 elemeibe viszi, ezért V' = {i (17)|v € V} is Fgm m — r-dimenzids li-

nedris altere, igy [[,ep (x — E(v)) = L, egy FF,m folotti, az x9™ — x-et 0szt6 linearizalt fépolinom, és

LloL=<n(x—2(v))>oL=H(L—Z(v))=xqm—x.

vev vEV

L, egyértelmii, mert nem nulla polinomok kompozicidja nem lehet a nullpolinom, és L; minden gyoke
az Fym eleme, igy a polinom oszt6ja x9™ — x-nek. Most nézziik a négy éallitast.

Az elsd 4llitds L, konstrukcidjabol vildgos, hiszen L1 o L = x1™ —x.

(LoLy)oL=Lo(LyoL)y=Lo(x?" —x)=Lox4" —L=19" —L=(x9" —x)oL,és eb-
bdl, ismét azért, mert nem nulla polinomok kompozicidja nem lehet a nullpolinom, L o L; = x1™ — x.

0 = A(v) = L(v) — u akkor és csak akkor, ha L(v) = u, és L(v) = u pontosan akkor teljesiil,
ha L;(u) = fl(i(v)) =Lio(Lov)=(LyoL)ov = (xqm—x)ov=vqm—v. vi" —p =0 vi-
szont az [Fym €s csak az [Fym elemeire teljesil, igy akkor €s csak akkor van A-nak gyoke [F,m-ben, ha
L;(u) = 0, és ekkor A minden gydke benne van ebben a testben, vagyis egymdst kizaré médon A-nak
vagy minden gyoke ]qu—beli, vagy nincs gyoke ebben a testben.

A negyedik allitds abbdl kovetkezik, hogy L o L = L o L, és mindkét polinom az x1™ — x-et
oszt6 fépolinom.

N

Abban a specidlis esetben, amikor L € [, [x], és l az L, l; az L, gq-asszocidltja, akkor konnyen

meg tudjuk hatdrozni L ismeretében Lq-et, hiszen ekkor [, az x4 — x q-asszocialtja, ami x™ — e,
vagyis ekkor [; az x™ — e és | hanyadosa (ami 1étezik a 9.12. Tétel szerint), és L, ennek a hanyados-
polinomnak a linearizélt g-asszocidltja.
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A

Vissza a tartalomhoz

10.Rekurziv sorozatok

10.1. Definicio

A nem iires S halmaz folotti s sorozat periodikus t-t6l a p periédussal, ha p € N, t € N és
V(i € N):Stpivp = St4i- kp a p-hez tartozé kiiszobindex, ha s k,-t6l p szerint periodikus, és
k, = 0 vagy Sk,~1+p # Sk,—1, az el0bbi esetben a sorozat tisztan periodikus a p periédussal. Az s

sorozat periodikus, ha van legaldabb egy periédusa. A periodikus s sorozat minimalis periédusa p, ha
periddusa a sorozatnak, és a sorozat barmely p' periédusdrap < p'.
A

10.2. Tetel

Periodikus sorozatnak 1étezik egyértelmlien meghatdrozott minimdlis periédusa és minden peri-
6dusdhoz egyértelmii kiiszobindexe. p’ € Nt akkor és csak akkor periédusa a sorozatnak, ha p|p’,
ahol p a minimdlis periédus, és ekkor a p-hez és p'-hoz tartozoé k illetve k' kiiszobindex megegyezik.

A

Bizonyitas:

Periodikus sorozatnak van periddusa és ez pozitiv egész szdm, vagyis ekkor a periédusok hal-
maza NT nem lires részhalmaza. Ebben a halmazban van legkisebb elem, ami — ha 1étezik — egyértel-
mil, ez igazolja, hogy periodikus sorozatnak van egyértelmiien meghatdrozott minimélis periddusa.

Most legyen p egy periddus. Ez azt jelenti, hogy van olyan nemnegativ egész t, hogy minden
[ € N-re S¢qi1p =S4 Legyen K = {i eN|V(ieN): Sjtitp = sj+i}. @+ K S N, hiszen t € K, igy
létezik K-ban legkisebb elem, mondjuk k. Ekkor minden nemnegativ egé€sz i-re Siij1p = Sk, tehdt
k-t6l periodikus a sorozat a p periédussal. Ha k nem nulla, akkor sy_;4, # Sk—1, mert ellenkezd eset-
ben még k — 1 is eleme lenne K-nak, igy k minden esetben kiiszobindex. Ez a kiiszobindex egyértel-
mi, mert ha k' kiiszobindex, akkor k' € K, tehdt k < k', és k < k' nem lehet, mert k < k' esetén
mdr k' — 1-t6l is periodikus a sorozat a p periédussal.

Legyen az s periodikus sorozat minimalis periddusa p a k kiiszobindexszel. Ekkor tetszéleges i
nemnegativ egészre Siyiyop = Sk+(i+p)+p = Sk+(i+p) = Sk+i+p = Sk+i» hiszen i+ p is nemnegativ
egész, ezért a sorozat 2p szerint is periodikus. Ha minden, u > 2-nél nem nagyobb j pozitiv egészre
igaz, hogy jp periddusa a sorozatnak, akKkorsy iy w+1)p = Sk+(i+up)+p = Sk+i+up = Sk+i barmilyen
nemnegativ egész i-vel, ezért (u + 1)p is periédusa s-nek, ami mutatja, hogy amennyiben p’ a p-vel
oszthat6 pozitiv egész, akkor p’ is periédusa a sorozatnak. Forditva, tegyiik fel, hogy p’ egy periédus,
a hozzé tartozo kiiszobindex k', és legyen t a k és k' maximuma. Ekkor t is nemnegativ egész, és
p < p’, hiszen p minimdlis a periédusok halmazaban. p’ = qp + r, ahol q pozitiv egész, mig r p-nél
kisebb nemnegativ egész. Most Sti; = Styiyp’ = St+itqp+r = St+(i+r)+qp = St+i+r Darmely nemne-
gativ egész i-re, mert a sorozat t-t6l biztosan periodikus mind p, mind p’ szerint, és i + r nemnegativ
egész. Azt latjuk, hogy vagy r = 0, és ekkor az egyenletsor két végén azonos elem 4ll, amikor termé-
szetes az egyenldség, vagy r is periddusa a sorozatnak. De a masodik eset v < p miatt lehetetlen, hi-
szen p-nél kisebb periddusa nincs a sorozatnak, igy r = 0, és ebbdl p’ = qp, azaz p|p’.

Ha p’ = gp, akkor Sk+i+p’ = Sk+i+qp = Sk+i> & sorozat k-tdl biztosan periodikus a p' periédus-
sal, ezért k' < k. Mdsrészt biztosan 1étezik olyan q’ pozitiv egész, amellyel érvényes a k' + q'p’ = k
egyenlStlenség. EKKOT Sy7. i1y = Sryivprq'p’ = S(k/+q'p")+itp = S(k'+q'p')+i = Sk'+i» 18Y k'>k A
két egyenl6tlenség alapjan a két kiiszobindex azonos.
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Véges testek

10.3. Kévetkezmény
Ha s periodikus k-t6l a p periddussal, és i = j (p), ahol i € N és j € N, akkor Sy4; = Sk ;-
A

Bizonyitas:
Az dltalanossag csorbitasa nélkiil tekinthetjiik tgy, hogy i < j. Ha i = j (p), akkor alkalmas g
nemnegativ egész i-vel j =i + qp, és eKkor Spyj = Skiirgp = Sk+i-
N

Az el6z6ek szerint periodikus sorozat kiiszobindexe minden periddus esetén azonos, igy egy pe-
riodikus sorozat a periédustdl fiiggetleniil tisztdn periodikus vagy nem tisztdn periodikus. Ennek a
ténynek felel meg az aldbbi definicid.

10.4. Definicio

Egy periodikus sorozatnak a periédustdl fiiggetlen kiiszobindexe a sorozat kiiszobindexe. Egy
periodikus sorozat tisztan periodikus, ha a kiiszobindexe 0.
A

10.5. Definicio

A nem iires S halmaz feletti s sorozat m-edrendii rekurziv sorozat, ha m € N, és létezik olyan
@:S™ — S, hogy minden i € N-re s;,, = @(Sj, ..., Sixm—1)- @ a rekurzios osszefiiggés, rekurzios
kapcsolat vagy rekurzids szabaly, és m a rekurzi6 rendje. Egy sorozat rekurziv, ha legaldbb egy
m-re m-edrendii rekurziv sorozat; a rekurzié minimalis rendje m, ha a sorozat m-edrendii rekurziv
sorozat, de m-nél kisebb nemnegativ egész m’-re nem m’-rendii rekurziv sorozat.

Egy sorozat k-tél s-sorozat, ha a k € N indextdl kezdve valamennyi tagja s, és k-t6l konstans
sorozat, ha valamilyen s-re k-t6l s-sorozat; ha az el6bbi k minimélis a mondott tulajdonsagra, akkor k
a kiiszob, vagyis s a k kiiszobtdl s-sorozat illetve a k kiiszobtdl konstans sorozat. Amennyiben k = 0,
akkor egyszertien s-sorozatot illetve konstans sorozatot mondunk. Abban az esetben, ha S-ben van
nullelem, és az s-sorozatban s a nulldval azonos, akkor hasznaljuk a nullsorozat elnevezést is.

sO = (s, ..., Sizm—1) az m-edrendii rekurziv sorozat i-edik allapota, és s©) a kezdé allapot.

A

10.6. Tetel

Rekurziv sorozat minimdlis rekurzids rendje 1étezik és egyértelmt, és ha ez m, akkor s minden
m < m' € N-re m'-rendii rekurziv.
A

Bizonyitas:

Ha a sorozat rekurziv, akkor a rekurziés rendek halmaza a nemnegativ egész szamok halmaza-
nak nem iires részhalmaza, igy tartalmaz egyértelmiien meghatarozott legkisebb elemet, és ez maga is
rekurzids rendje a sorozatnak. Legyen m az eldbbiek szerint 1étez8 minimadlis rekurzids rend, ¢ a hoz-
z4 tartozé rekurzids Osszefiiggés, m’ az m-nél nem kisebb nemnegativ egész, és (p’:Sm’ — S, ahol
@' (Ug,s o U — 1 U =g =+ U/ —1) = @ U — s +o» U’ —1)> ha (Ug, v, Uy 1) € S™'. Most bér-
mely { €N esetén s, = (p(si+m’—m' ""si+m’—1) = (P’(Si, < Sitm/—-m—1 Si+m’-m ""Si+m'—1)’
hiszen m' > m kovetkeztében m’ — m > 0, vagyis a sorozat m' renddel is rekurziv.

O
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10. Rekurziv sorozatok

10.7. Tetel

Rekurziv sorozat k-adik dllapota, ahol k nemnegativ egész szdm, egyértelmiien meghatdrozza a
sorozatot a k indextdl kezdve.
A

Bizonyitas:

Ha s m-edrendii rekurziv sorozat a ¢ rekurzidval, és adott s = (Sk» o » Sk4m—1)> a k-adik al-
lapot, akkor ismert a sorozat si-val kezd6dd m egymads utdni eleme. Legyen t € N, és tegyiik fel, hogy
madr ismertek a sorozat elemei Si-t6l Sk4¢rm—1-18. EKKOr Spytim = @(Skats -or Skstam—1), VAgyis is-
mert a sorozat k + t + m -indexi eleme is, igy az indukcié mutatja, hogy a sorozat valamennyi eleme
ismert a k indextdl kezdve.

A
10.8. Kévetkezmény
Rekurziv sorozat kezdé allapota egyértelmiien meghatirozza a sorozatot.
A
Bizonyitas:
Az eldbbi tételbol kapjuk k = 0-val.
U

10.9. Tetel

Ha i nemnegativ egész, j az i-nél nagyobb egész, és az m-edrendii rekurziv sorozat i-edik és j-
edik 4llapota megegyezik, akkor a sorozat i-t6l periodikus a j — i periédussal.
A

Bizonyitas:

Amennyiben (s, ..., Sizm_q) = s® = s = (sj, ...,sj+m_1), akkor a jelolt allapotokat kovetd
elemekre S;,., = @(S;, .0, Sitm—1) = (p(sj, ...,sj+m_1) = Sj+m, tehdt a megadott allapotokat kovet-
kez6 allapotokra s+D = (s;41, ..., Siym) = (Sj41s s Sjam) = sU*+D_ &5 ha valamilyen nemnegativ
egész t-re sUtD) = sU+1) akkor hasonléan kapjuk, hogy s(+t+D) = sU+t+D joy minden nemnegativ
€g€sz -1 Siyy4(j—i) = Sj+1 = Si+1» vagyis a sorozat i-tdl periodikus a j — i periédussal.

A

10.10. Tetel

Ha az S feletti s sorozat ¢-t6l periodikus a p periddussal, akkor s t + p-edrendii rekurziv soro-
zat. Forditva, ha S elemeinek szdma q, és s rekurziv sorozat az m minimadlis renddel, akkor a sorozat
periodikus, és p < p + k < @™, ahol p a minimélis periddus és k a kiiszobindex.

A

Bizonyitas:

Eldszor legyen ¢:S'*P — S olyan, hogy (p(wo, ey Wi, ...,Wt+p_1) =w; az S elemeibdl all6
barmely rendezett t + p -esre. Ez S¢*P-nek S-be val6 leképezése, hiszen St*P minden eleméhez S egy
€s csak egy elemét rendeli. Most Siy¢1p = Stti4p = St4i = Site = (p(sl-, ey Sitt ...,si+t+p_1) tetszo-
leges nemnegativ egész i-re, ami azt jelenti, hogy a sorozat t + p renddel rekurziv.

Maisodszor legyen a sorozat m-edrendii rekurziv sorozat. Ha S elemeinek szdma q, akkor a le-
hetséges éllapotok szdma nem lehet nagyobb q™-nél, ezért van olyan 0 < i < j < q™ nemnegativ

egész, amellyel sW = 50U Ekkor a 10.9. Tétel szerint a j—i=p' jeloléssel a sorozat i-t6l biztosan
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periodikus a p periédussal, tehdt k + p <i+p' =i+ j—i=j < q™. Ez minden rekurziés rendre,
tehat a minimalis rendre is igaz. Végiil a kiiszobindex nemnegativ, igy nyilvan p < k + p.
U

10.11. Definicio

Legyen b € N és d € N*. A t = s sorozat az S sorozat b-eltoltja, ha t; = s;,, minden i in-
dexre, ésu = s azs d-decimaltja, ha valamennyi nemnegativ egész i-re u; = Sg;.
A

10.12. Tétel

Legyen k és b nemnegativ és p pozitiv egész. Ha s a k kiiszobtdl periodikus a p periddussal,
akkor s?) periodikus a k' = max{0, k — b} kiiszobt6l a p periédussal. Forditva, ha s® a k kiiszobtél
periodikus a p periddussal, akkor s periodikus k + b-t6l a p periddussal, és ha k > 0, akkor k + b az
s sorozat kiiszobindexe.

A

Bizonyitas:
k' = max{0,k — b} >k —b, igy k' + b > k, és s k-tdl periodikus, igy minden nemnegativ
2 . (b) _ _ _ _ _ . ; ST
egész i-vel Sk’ titp = Sk'+itp+b = S(k'+b)+i+p = S(k'+b)+i = Sk'+i+b = Sy/4p> tehat s® periodikus
k'-t61 a p periédussal. Ha k" = 0, akkor k' nyilvan kiiszobindex, mig ha k' = k — b, és az eltolt soro-
zat kiiszobindexe, k®), kisebb, mint k', akkor s periodikus k® +b<k’+b=k—b+b=k-tdl,
ami nem lehetséges.
. . b b b b

Ha minden i € N-re s,g+)i+p = s,5+)i, akKor S(k4p)+itp = Sk+itp+b = s,g+)i+p = s,£+)i = Sktith =
S(k+b)+i> ami pontosan azt jelenti, hogy s k + b -t8l periodikus a p periédussal. Legyen az eltolt soro-
zat kiiszobindexe pozitiv. Ez azt jelenti, hogy Sxip)—14p = Sk—14p+b = S,Eli)l_'_p = S,Eli)l = Sp_14p =
S(k+b)—-1- €8 az eredeti sorozat kiiszobindexe k + b.

[

A fenti tétel értelmében egy periodikus sorozat barmely eltoltjanak minimadlis periédusa azonos
az eredeti sorozat minimélis periédusdval.

10.13. Kévetkezmény

bl
Ha (s(b))( ) = s egy b és b’ nemnegativ egésszel, amelyek koziil legaldbb az egyik pozitiv,
akkor s tisztdn periodikus a b 4+ b’ periddussal. Forditva, ha s tisztin periodikus a p periédussal, akkor
minden b € N*-hoz van olyan p > b’ € N, hogy s b-eltoltjanak b’-eltoltja s.

A
Bizonyitas:
a) A tétel els6 felében megfogalmazott feltétel szerint b + b’ pozitiv egész, tovabba tetszéleges
bl
nemnegativ egész i-re s; = ((s(b))( )> = sl.(f;, = Sit(b+b')> igy s tisztan periodikus a b + b’ peri6-
i

dussal.
b) Legyen b’ = p |2 — b. Ekk @\ ®)) _ _ < mind )
gyen b’ =p - . or (s ) i = Siy(beb’) = si+[2]'p = 5; minden nemnegativ
p

egész i-re teljesiil, ami éppen a tisztan periodikussidg feltétele.
U
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10.14. Tétel

k-tdl a p periddussal periodikus s sorozat d-decimaltja periodikus [ ] -tél a m periddussal.
A
Bizonyitas:
d- [S] > k, ezért bairmely nemnegativ egész i-re
d] b =S (ki p \= p =
[d]+l+(d ) d'([ﬁ]"'“’m) Sa. [d]+d ity Sa. [d]+d L+(d 5P
sd-[%]m-i - sd-([§]+i) - s[§]+i.
N

Megjegyezziik, hogy a d-decimalt periodikussagabol nem kovetkezik az eredeti sorozat perio-
dikussaga. Ha példdul s-ben s; akkor és csak akkor e, ha i = dj vagy i = (]+2—1)Jd +1, ahol j EN,

egyébként 0, akkor a d-decimélt a konstans e-sorozat, és igy periodikus. Am az eredeti sorozat nem

az, hiszen a sorozatban a 0-kon kiviil egyediilallo e-k illetve két egymds mellett 4116 e-k fordulnak eld,
G+2)G+1) 5 G+DJ 4 _
2 2

és ez utébbiak kozotti tavolsag (j + 1)d, ami szigordan monoton nd.

10.15. Tétel

m-edrendii rekurziv sorozat b-eltoltja is m-edrendi rekurziv sorozat. Visszafelé, ha a b-eltolt
m-edrendl rekurziv sorozat, akkor az eredeti sorozat m + b-edrendii rekurziv sorozat.

A

Bizonyitas:

b b b
a) SL(+3n = Si+m+b = P (Sitp) - Sivm-14p) = @ (51( ): ""Si(+3n—1);
b)
b b b
Si+(m+b) = Si+m+b = SL(+3n = (P( { ) "Si(+3n—1) = @(Si+ps -r Si+m-1+b)
= @' (S s Siab=1 Sibr » Siem—14b) = (Sir v» S (mab)=1)-
O
10.16. Tétel

Véges halmaz felett rekurziv sorozat d-decimaltja is rekurziv.
A

Bizonyitas:

Véges halmaz felett rekurziv sorozat periodikus, igy d-decimaltja periodikus, tehat rekurziv.
O

A tétel allitdsa visszafelé nem feltétleniil igaz. Kordbban mar belattuk, hogy nem periodikus so-
rozat decimdltja lehet periodikus, tehat rekurziv, ugyanakkor az eredeti sorozat biztosan nem rekurziv,
ha a tagjai egy véges halmaz elemei, hiszen a feltétel szerint az eredeti sorozat nem periodikus.

Maga a tétel sem igaz, ha a sorozat elemei végtelen halmazt alkotnak. Legyen d = ¢(a, b, c)
olyan, hogy
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ha b = ¢ akkor
d=1

kiilonben ha ¢ = 1 akkor
d=b+1

kiilonben ha b = 1, akkor
d=2

kiilonben ha ¢ = 0, akkor
d=a

kiilonben ha b = 0, akkor
d=a+1

kiilonben
d=0

eldgazas vége,

és legyen a sorozat els6 harom eleme sy = 1, s; = 2 és s, = 2. A sorozat 3-decimadltja egy olyan so-
rozat, amelyben minden k nemnegativ egészre egy 1-est k egymas utani 0 kovet. A teljes sorozatban a
3-decimaltak utdn 4ll6 elem k + 2, mig az ez utdn all6ndl kettovel kisebb szdm azt mutatja, hogy a k
darab nullabdl hanyadik kovetkezik (az elsé 1-esnél az értéke 0). A sorozat megadasabdl kovetkezik,
hogy rekurziv. Ugyanakkor a 3-decimaltat nem tudjuk rekurziéval eldallitani, hiszen m-edrendl re-
kurziénal az utols6 m elem hatdrozza meg a kovetkezd elemet, de a 3-decimdltban tetszéleges nemne-
gativ egész m-re a sorozat egy kezdeti véges szakaszatol eltekintve van m egymds utin kovetkezd 0,
és barmilyen hosszisdgui nullsorozatot is kdvet egy 1-es, &m m darab egymds utdni 0-bdl nem lehet
meghatdrozni, hogy a soron kdvetkezd elem 0 vagy 1 lesz-e.

A tovabbiakban specidlis rekurziv sorozatokat vizsgalunk.

10.17. Definicio
Ha R = (R; +,-) gyliri, m € N, és minden nemnegativ egész i-re S;y,;, = Z;-":_Ol CjSi+j +¢ R-
beli ¢; €s ¢ elemekkel, akkor S (R feletti) (m-edrendii) linearis rekurziv sorozat, és ha ¢ = 0, akkor

a sorozat egy (R feletti) (m-edrendii) homogén linearis rekurziv sorozat
A

Ha a gytiriben van bal oldali egységelem, akkor a fentebb definiélt két sorozat kozott nincs 1é-
nyeges kiilonbség, ekkor ugyanis igaz az aldbbi tétel.

10.18. Tetel

Ha e, bal oldali egységelem az R = (R; +,-) gytriliben, és s egy m-edrendil linedris rekurziv
sorozat, akkor s lényegében véve egy m + 1-edrendii homogén linedris rekurziv sorozat.
A
Bizonyitas:
— ym-1 _\ym 4 P . 1o
Sitm+1 = Z]-ZO CiSitj+1+ €= ijl Cj-1Si+j ¢, €s ebbdl kivonva s;,,-et majd dtrendezve
— m-—1 — m ! I
Si+(m+1) = (€p + Cm—1)Sitm + Xjeq (Cj—1 - Cj)5i+j + (—=¢o)Sivo = Xj0CjSitj @ Cm = €p + Cm1,
1 _ . + z I etz
¢j =¢j-1—¢j,ham>j €N & cy = —¢g jeloléssel.
U

A két sorozat kozott van némi kiilonbség. Az eredeti sorozat m-edrendii, tehat els6 m elemét
szabadon valaszthatjuk, az utdna kovetkezOket, és igy s,,-et azonban mar nem. A mddositott sorozat
m + 1-edrendi, igy ebben s,, is szabadon vélaszthatd lenne, ha ez a sorozat nem az eldbbi sorozathoz
tartozna, nem azzal kellene megegyeznie. Most azonban ez az elem nem valaszthat6 tetszés szerint, hi-
szen meg kell, hogy egyezzen az eredeti, nem feltétleniil homogén sorozat m-indexii elemével. Ebbdl
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az is kovetkezik, hogy a tétel az ellenkezd irdnyban dltaldban nem igaz. Ha példaul egy m + 1-

edrendi homogén linedris rekurziv sorozat els§ m + 1 eleme azonos €s nem 0, azaz m = i € N-re
_ L ., , _ m .. .. 2 m

s; = s # 0, és a rekurziét megadod S; ;i1 = Z]-:o CjSiyj Osszefiiggés olyan, hogy (Zj=0 Cj)s * s, ak-

kor ez az m + 1-edrendi homogén linedris rekurziv sorozat nem generdlhat6 egy m-edrendil linedris

rekurziéval. Ha ugyanis az s;,,, = ).’ j= 01 ]ler j T ¢ linedris rekurzié ugyanazt a sorozatot generdlja,

mint az eredetileg adott homogén linedris rekurzid, akkor

m
% :E:(}S:= :E:(} S#FS =58y

(%]

3

+

I
Ms

]:0 ]:0 =
m—1 - m—1

= cjsj+c=Ecjs+c=chsj+1+c=sm+1
j=0 j=0 j=0

ami nyilvan ellentmondas.

A fenti tétel miatt, ha egy gyliriiben van bal oldali egységelem, és igy egységelemes gylirliben
1s, elegendd a homogén eset vizsgalata.

10.19. Megjegyzes

Lathat6, hogy m-edrendli homogén linedris rekurziv sorozat a nullsorozat, ha m = 0, és a soro-
zat m-t6l a nullsorozat, ha m > 0 és minden c; nulla. Ha viszont m > 0 mellett ¢,,,_; = e, és minden
m—1 > i € Nindexre ¢c; = 0, akkor s m — 1-t6] konstans sorozat, és m = 1 esetén konstans sorozat.

A
10.20. Tétel
Bal oldali egységelemes gytirii feletti periodikus sorozat homogén linedris rekurziv sorozat.
A
Bizonyitas:
Ha s kiiszobindexe k és minimadlis periédusa p, akkor minden i € N -re
k+p—-1
Si+k+p = Sk+i+p = Sk+i = Si+k = €pSi+k = z CiSi+js
j=0
ahol e, a bal oldali egységelem, ¢, = e;, és minden mds t-re ¢, = 0.
N

10.21. Definicio

o o

Egy gytirii feletti s sorozat generatorfiiggvénye S = Y52 s;x'. Ha f = Y7 c;x" a gyiirii felet-
ti fépolinom, akkor az s;,,, = Y, j:O1( c]-)si+ j rekurziéval generdlhat6 sorozatok halmaza Q(f), és ha

s eleme az Q(f) halmaznak, Ggy f az s sorozat karakterisztikus polinomja.
A

Ha a gytirtiben van bal oldali egységelem, akkor az s;,, = Z;-’L_Ol(—cj)sp, j rekurziéval meg-
adott m-edrendii homogén lineéris rekurziv sorozat a c¢,, = e, vélasztassal dtirhato a Z;" 0CjSi+j =0

egyenldségbe. Innen visszafelé azt kapjuk, hogy ha az adott gytirti feletti s homogén linedris rekurziv
sorozat karakterisztikus polinomja ).7% ¢;x*, akkor barmely nemnegativ egész i-re ;. j=06jSi+j = 0.
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10.22. Tétel
Ha R egységelemes gyiirti, f € R[x] n-edfokud fépolinom, és T = {t € R[x]|6(t) < n}, akkor
e (f*) It aT T unitér jobb oldali R modulus Q(f)-re valé izomorf leképezése.
A

Bizonyitas: _

Legyen f = Y%, c;x* fépolinom, és tekintsiink egy T-beli T polinomot. f féegyiitthatdja, és igy
f* konstans tagja egységelem, tehat egyben egység R -ben, ezért f* egység a formdlis hatvanysorok
gytiriijében, ennél fogva van inverze. S = (f*)~1t egy T-beli T polinommal akkor és csak akkor, ha
f*S egy legfeljebb n — 1-edfokid polinom, vagyis akkor és csak akkor, ha az f*S hatvanysor n-nél
nem kisebb index{i minden egyiitthatéja 0 fr=3"chixt, igy (f*S); = YizoCn—jSi—j- Haj >n,
akkor ¢,_; = 0, ezértn < i € Nesetén Y\j_o Cp_jSi—j = Y=o Cn—;Si—;- Ekkor

i

(f*8) = Z Cn—jSi-j = Z Cn—jSi-j = Z CjSi—n+j»

j=0 j=0 j=0
tehdt n < i € N-re (f*S); = 0 pontosan akkor igaz, ha minden ilyen i indexre }.7_¢;Si_ns+j =0,
vagyis akkor és csak akkor, ha tetszéleges nemnegativ egész i-re Z;-l:o ¢jSi+j = 0. Ez viszont akkor €s
csak akkor teljesiil, ha S € Q(f). Ez azt jelenti, hogy a T ~ (f*) ™1t leképezés sziirjektiven képezi le
T-t Q(f)-re. (f) 1ty = (f*) Lr,-t balrél f*-gal szorozva T, = T,, ezért a leképezés injektiv is.

A fentiek szerint T ~ (f*)"11 egy T - Q(f) bijekcié. Ha 7, és 7, R feletti legfeljebb n — 1-
edfokd polinom, és ¢y, ¢, R eleme, akkor (f*)™1(t1¢; + 12¢3) = (F) 7 1t)ey + (F) 7 11p)cy, ami
mutatja a milvelettartast, és a bijekcidval az izomorfizmust.

U

10.23. Kévetkezmény
Legyen f K test feletti n-edfoki fépolinom. Ekkor Q(f) n-dimenzids lineéris tér K felett, és ha
|K| = q, akkor |Q(f)| = g™
A

Bizonyitas:

A K test feletti legfeljebb n — 1-edfokud polinomok n-dimenzids linedris teret alkotnak a test fe-
lett, tovdbbd ha X test, akkor kommutativ, igy K [x] is kommutativ, ezért a legfeljebb n — 1-edfokd
polinomok jobb oldali modulusa egyben bal oldali is, de akkor a vele izomorf Q(f) is hasonlé tulaj-
donsagu. Végiil ha |K| = q, akkor a t-polinomok szama q™.

J

10.24. Tétel
Ha s € Q(f), ahol f m-edfoki, [F, folott irreducibilis polinom, f£(0) #0, és a az f gyoke, ak-
kor s; = S |[F (‘L’O(i) a q"-elemi test alkalmas T elemével. Amennyiben f primitiv polinom, és s
q™|"q

nem a nullsorozat, akkor s; = S (a”i) (ahol § = S ) valamilyen 0 < r < g™ — 1 egésszel.

qm|[Fq

A

Bizonyitas:

£(0) # 0 biztositja, hogy a # 0, mig az irreducibilitds alapjan a polinom foka, m, nagyobb nul-
landl. f irreducibilis m-edfokd polinom F, folott, igy Fom = F,(a), és a elsé m hatvanya (a®-val
kezdve) az Fym mint [F, folotti m-dimenzids tér bazisa. Van egy €s csak egy olyan T;: Fgm — F line-
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aris leképezés, amely a'-t s;-be képezi valamennyi m > i € N indexre, ehhez a leképezéshez viszont
létezik az egyértelmiien meghatérozott 7 € [Fym, amellyel TT(oci) =S (‘L'ai).

Az eddigiek alapjan m > i € N-re s5;, = § (Tai). Most legyen u; = S (Tai) minden nemnegativ
egész i-re. Ez mindenesetre egy [, folotti sorozat, amelynek els6 m eleme egybeesik s elsé m elemé-
vel. Legyen az eredeti sorozat karakterisztikus polinomja f = x™ + Z}”:_Ol cjxj , ekkor a rekurzids 6sz-
szefiiggés ¢, = e-vel XL ¢iSeyj = 0. De YT, ciueyj = Xio ¢S (tat*) = S(tat ¥ty cial) = 0,
hiszen Z;-n:o cja’ = 0, mert a gyoke a polinomnak, és nulla nyoma 0. Ez azt jelenti, hogy minden i-re
U; az Sy, ..., Sm—1 kezdoértékekkel az f polinom dltal generalt m-edrendl rekurziv sorozat i-edik tag-
ja. De m-edrendi rekurziv sorozatot els6 m eleme egyértelmiilen meghatdrozza, igy s; = u; = S (‘L'ai).

Végiil, ha f primitiv, akkor a primitiv elem [F;m-ben, és ]FZm minden eleme, igy T is @ hatvinya
egy ¢ —1 > r € N kitevdvel. Most 7 # 0, mert kiilonben s a nullsorozat a tételben megadott kiko-
téssel ellentétben.

N

10.25. Definicio
s minimal-polinomja m, ha S € Q(m), és S € Q(f) csak deg(mm) < deg(f) esetén lehet.

10.26. Tétel

Test folotti s homogén linedris rekurziv sorozatnak van egyértelmiien meghatdrozott minimal-
polinomja, és ha ez m, akkor S akkor és csak akkor eleme Q(f)-nek, ha m|f.
A

Bizonyitas:

Test folotti homogén linedris rekurziv sorozatnak van karakterisztikus polinomja, és ez fOpoli-
nom, igy a sorozatot generald karakterisztikus polinomok halmaza nem iires. Fépolinom nem lehet a
nullpolinom, és nem nulla polinom fokszdma nemnegativ egész szdm, ezért a sorozathoz tartozé ka-
rakterisztikus polinomok fokszdmainak halmaza a nemnegativ egész szdmok halmazinak, tehit egy
jolrendezett halmaznak nem iires részhalmaza. Ekkor az elébbi halmazban van egyértelmiien meghata-
rozott legkisebb elem, és van olyan karakterisztikus polinom, amelynek ez a fokszdma, igy egy homo-
gén linedris rekurziv sorozatnak van minimél-polinomja. Ha igaz az oszthatdsdgra vonatkozé 4llitds,
és m mellett ¢ is minimdlpolinom, akkor a kdlcsonos oszthatésdg miatt m és t asszocidltak, és mivel
minimdlpolinom fépolinom, ezért a két polinom meg is egyezik. Azt kell tehat megmutatni, hogy egy
minimalpolinom oszt6ja a sorozat karakterisztikus polinomjainak, de csak az ilyen fOopolinomoknak.

Legyen K a test, és m = xl'"m(l) a sorozat minimdl-polinomja, ahol [, € N és m4)(0) # 0.
m f6polinom, tehédt nem a nullpolinom, igy ilyen m(;) polinom létezik, €s m egyértelmilen meghatd-

(m)
rozza mind mqy-et, mind lp,-et. S € Q(m), tehit S = Tm— egy X feletti 7™ polinommal tgy, hogy

S(T(m)) < deg(m). Had = (T(m),m*), akkor d osztéja m*-nak, igy d(O)|rﬁ*(O) = e, tehat d kons-
tans tagja nem nulla, és ekkor (d*)* = d és deg(d) = deg(d™). Nemnulla legnagyobb kozos o0sztd
csupan asszocialt, azaz egy nem nulla konstans szorz6 erejéig egyértelmii, legyen ezért d konstans tag-

ja e, ekkor d* fépolinom. d|m*-bél egyrészt d*|(m*)* = m(y), mdsrészt % is fépolinom.

(m) (m)
: < zm d A
Visszatérve S-hez, S = = —f—= =, és
m* m_ (ﬂ)
d a*

£(m) m
5 <T> = §(t™) — deg(d) < deg(m) — deg(d) = deg(m) — deg(d*) = deg (E)'
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tehat S € () (dﬂ) m az S minimdl-polinomja, és az elébbiek alapjan % karakterisztikus polinomja S-
nek, ezért deg(m) < deg (dm) = deg(m) — deg(d*) = deg(m) — deg(d), vagyis deg(d) < 0, azaz
deg(d) = 0, igy d nemnulla konstans polinom. Ez azt jelenti, hogy (™ és m* relativ prim.

Most nézziik [, -et. S(T(m)) < deg(m) = deg(xlmm(l)) = deg(x'm) + deg(m(l)) =l,+
deg(m(l)), és ebbdl L,,, > S(T(m)) - deg(m(l)), azaz l, = 5(T(m)) - deg(m(l)) + 1, hiszen [, és
deg(m(l)) egész szam, és § (T(m)) is az, kivéve, ha —oo, amikor viszont az 1 hozzaadasa nem befo-
lydsolja a jobb oldal értékét. Masrészt az is igaz, hogy L, > 0, igy az [,,,-et korldtozé két egyenlétlen-
séget Osszevonva azt kapjuk, hogy [, = max{O, 6 (‘L'(m)) - deg(m(l)) + 1}. Mivel m minimadlpoli-
nom, és m* nem fiigg L,,,-t6l, ezért L,,, értéke a lehetd legkisebb, igy az eldbbi kifejezésben egyenldség
all, I, = max{0, d(r(m)) — deg(m(y)) + 1}.

z(m) _ gt _ g*tm _ gt .
g gmyr g Mivel
8(g'7™) = deg(g") + (") < deg(g") + deg(m) < deg(g) + deg(m) = deg(gm) = deg(f).
ezért f karakterisztikus polinomja a sorozatnak, vagyis a minimalpolinom K f6l6tti minden fopoli-

nomszorosa karakterisztikus polinomja s-nek. Visszafelé legyen [, € N -nel és ﬁ(l)(O) # 0-val
2(m) )

h = x'mh(y) K feletti fépolinom és S € Q(h). Ekkor — = § = — és §(z™™) < deg(h). Innen
tMp* = t(Mm* & m*|h*, mert a kordbbiak szerint t(™ és m* relativ prim. Ha m*|h*, akkor
mey = (m*)*|(h")* = h(l), tovabba

Ha f = gm a XK test folotti g fdpolinommal, akkor S =

Iy + deg(h(y)) = deg(x'mh(yy) = deg(h) > 5(z™)
= 5(T(m)) — deg(m™) + deg(h™) = 6(1("‘)) — deg(m™) + deg(h(l)),

tehat [, > S(T(m)) —deg(m™) = 6(‘[("1)) — deg(my)), azaz l, = 6(‘[(’")) — deg(my)) + 1. Mivel
lp =0, ezért 1, > max{O,(Y(T(m)) - deg(m(l)) + 1} = L, gy xl'"|xlh, és a fentebbi eredménnyel
m= xl'"m(l) |xlhh(1) = h, vagyis m osztja a sorozat minden karakterisztikus polinomjat.

Kordbban mar belattuk, hogy a minimalpolinom t6bbszorosei karakterisztikus polinomjai a so-
rozatnak, most azt lattuk be, hogy csak ilyen polinomok lehetnek az s sorozat karakterisztikus poli-
nomjai, vagyis egy f fOpolinom akkor és csak akkor karakterisztikus polinomja az adott sorozatnak,
ha oszthat6 a sorozat minimdl-polinomjéaval, amibdl, mint 1attuk, mar kovetkezik a minimélpolinom
egyértelmiisége is.

U
10.27. Kovetkezmény
a) A nullsorozatnak és csak a nullsorozatnak e a minimdl-polinomja;
b) nemnulla sorozat irreducibilis karakterisztikus polinomja minimalpolinom;
¢) barmely f fépolinomhoz van olyan sorozat, amelynek f a minimal-polinomja.
A

Bizonyitas:
a) Ha S = i, akkor 6(t) < deg(e) =0, igy T = 0 és S = 0. Forditva, barmely f fépolinom-

mal 0 = %, €s §(0) = —oo0 < 0 < deg(f), igy 0 € Q(f). Ekkor e is karakterisztikus polinomja a null-

sorozatnak. Mivel e foka 0, és minden fépolinom foka legaldbb 0, ezért e a nullsorozat minimal-poli-
nomja.

b) Ha a karakterisztikus polinom f és a minimalpolinom m, akkor m osztdja f-nek. De f irre-
ducibilis és m legalabb els6foku, igy ez csak tigy lehet, ha asszocidltak, és mivel a féegyiitthatéjuk
azonos, ezért meg kell, hogy egyezzenek.
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¢) A konstans e polinom minimdl-polinomja a nullsorozatnak. Most legyen deg(f) =n > 1,
f=xfu, f(l)(O) #0 és T =x""1, ekkor deg(r) < deg(f) és fi € Q(f). Maradékos osztédssal
T =uf"+ o, ahol deg(o) <deg(f*), ha d #0. (0,f")=wWf " +0o,f")=(r,f") =e, igy mar
csak azt kell beldtni, hogy ha lf > 0 (azaz lf > 1, hiszen lf egész szam), akkor u # 0, és az u poli-
nom foka éppen [ — 1. De ha Iy > 1, akkor deg(f ") = deg(f(l)) =deg(f) — lf <n—1=deg(1),
tehdt u # 0, és deg(u) = deg(r) —deg(f*) =n —1 —deg(f") = deg(f) —deg(f") —1 =1 — 1.

U

10.28. Tétel

Test feletti s sorozat pontosan akkor periodikus k-tdl a p periédussal, ha S € Q (xk (xP — e)).
A

Bizonyitas:
a) Legyen a sorozat generatorfiiggvénye S, tovabbd k' = kp. p € N*, ezért kp = k, s biztosan
periodikus k'-t6l. Ha o = Zfz_ol syr4;x, akkor o legfeljebb p — 1-edfokd, igy T = e_L—ben barmely

xP
nemnegativ egeész i-re t; = Oimodp = Sk’+(imodp) = Sk'+i> £ = s(k'). Ebbél, és abbdl, hogy S k-t6l
periodikus a p periddussal kovetkezik, hogy t tisztan periodikus a p periédussal, és k-tol s és t azonos,
hiszen tyy; = Spiipk’ = Sk+itvkp = Sk+i- Legyenu =S — T, ekkor az el6bbiek szerint u-ban minden,
a k-ndl nem kisebb i indexre u; = s; — t; = 0, ezért u legfeljebb k — 1-edfoku polinom, igy

o ule—xP)+o0 T T T
e—xP  e—xP _e—xp_(xk(e_xp))*_f*’

S=u+T=u+

ahol f = x¥(e —xP) és 1 =u(e —xP)+ 0. Ha v # 0, akkor deg(t) < k + p = deg(f), mert ha
u=0, akkor =0 # 0, és deg(o) <p <k +p, mig deg(r) =deglu) +p<k—-1+p<k+p,
hau # 0.

b) Most legyen g = x*(e — xP) és S € Q(g). Ekkor, maradékosan osztva 7-t a g dudlisaval,
S = e—Txp =u+ ﬁ, ahol T =ug* + 0, és 0 = 0, vagy deg(o) < p. Ha u = 0, akkor S = e—axp’
ez a sorozat tisztan periodikus, tehat k-tdl is periodikus a p periédussal. Amennyiben viszont u nem a
nullpolinom, akkor k + p = deg(g) > deg(r) = deg(u) + deg(g™) = deg(u) + p, ezért deg(u) <

k, tehat k-tol S és ﬁ megegyezik, ami azt jelenti, hogy S k-tdl periodikus a p periddussal.

és

[

10.29. Kévetkezmény
Legyen s a K test feletti homogén linedris rekurziv sorozat.
a) Ha s periodikus a k kiiszobt6l a p minimélis periédussal, és o = 2?2—01 skpﬂ-xi, akkor a so-
xP—e
(o*xP—e)’
b) ha s minimél-polinomja x¥m, m( oszt6ja xP — e-nek, ahol p € N*, de p > p’ € N*

rozat minimdl-polinomja ka(l), ahol m(q) =

esetén nem osztdja xP' — e-nek, akkor s periodikus a k kiiszobtdl a p minimalis periddussal;

c) ha K véges, akkor s minimadlis periddusa osztéja a karakterisztikus polinom rendjének;

d) véges K esetén s minimdlis periédusa megegyezik minimal-polinomjanak rendjével;

e) ha X =T, akkor a sorozat k kiiszobindexére €s p minimdlis periddusdra p <k +p <
q"™ — 1, eltekintve att6l az esettdl, amikor n = 0, vagy q = 2 és f = x;

f) has € Q(f), ahol f € Fg[x], £(0) # 0, deg(f) = n, és f irreducibilis FF, folott, akkor a so-
rozat tisztan periodikus, és minimdlis periédusa oszt6ja g™ — 1-nek.

A
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Véges testek

Bizonyitas:

Az aldbbiakban feltessziik, hogy a g = x* gp) alakd felirdsban §(;y(0) # 0.

a) Azt mar belattuk, hogy a minimalpolinom xk’m(l), ahol k' < k, igy még azt kell igazolni,
hogy k' = k. Ez viszont annak kovetkezménye, hogy ha xk’m(l) karakterisztikus polinom, akkor a
sorozat k'-t6l periodikus, ahonnan k' > k, hiszen k a kiiszobindex.

b) s k-t6l periodikus a p periédussal. Ha k’-t6l is periodikus a p’ peri6dussal, akkor karakte-
risztikus polinomja f = xk’(xp’ —e), és m|f csak gy lehet, ha k' >k és m(l)lxp’ — e, azaz ha
p'zp.

¢) Haf = ! fa) a karakterisztikus polinom, és f rendje p, akkor f(;y oszt6ja xP — e-nek, tehat
p periédusa s-nek, €s a minimaélis periddus osztdja a sorozat barmely periddusanak.

d) c) alapjdn a p minimélis periddus osztdja a rendnek, mig ha m = xk’m(l) a minimélpoli-
nom, akkor a) szerint mqy osztdja xP — e-nek, amibdl ko vetkezik, hogy a rend osztdja p-nek.

e) p < k + p nyilvin igaz. Legyen f = x"f(; az s karakterisztikus polinomja és n = deg(f).
s u-t6l biztosan periodikus, igy k < u. v < q" — 1 barmely v € N és 1 < q € N esetén érvényes, és
v=q"—1csak v =0, illetve v = 1 és g = 2 esetén all. Ha u = n, akkor p = 1, és ebbdél n = 0, il-
letven=1ésq =2eseténn+1>n = q" — 1, vagyis ilyenkor k + p < g™ — 1 nem feltétleniil 4ll.
Ha viszont n > 1, és vagy f # x vagy q > 2, akkormar n < q" — 1, tehatk+p <n+1<q" - 1.

u<nnélqg"*-1=>1, deg(f(l)) =n—uésp< o(f(l)) <max{l,q"* -1} =q" % -1,
és ekkor

k+p<u+(@ " -D<@ -D+@E"™"-D<@" -Dg""+(@""-1D=q"-1

f) Mivel £(0) # 0, ezértaz f = x*f(y, f1)(0) # 0 alakdi felirdsban k = 0, ami mutatja, hogy

a sorozat 0-tdl periodikus, és igy tisztdn periodikus. Ami a mdsodik allitast illeti, az abbdl kovetkezik,
hogy [F, folott irreducibilis n-edfokd polinom rendje oszt6ja g™ — 1-nek.

J

Korabban lattuk, hogy g-elemii halmaz f616tti n-edrendii rekurziv sorozat periodikus, és a k kii-
szobindexre és p minimalis periddusra teljesiil a p < k + p < g™ relacid, most ezt élesitettik homo-
gén linedris rekurziv sorozatokra. Ha csak azt akarjuk beldtni, hogy a legaldbb elsérendli homogén li-
nedris sorozatra p < q™, akkor ez lényegesen egyszeriibben is megtehetd. Ha a sorozatban eléfordul a
nulldllapot, akkor a homogén linedris rekurzié kovetkeztében minden tovéabbi dllapot a nullallapot, in-
nen kezdve a sorozat minden eleme 0, a periédus 1,ésn > 1, q = 2, tehatq" — 1 > 2l—1=1>1.
Ha viszont a nulldllapot nem fordul el6, akkor az dllapotok szdma legfeljebb g™ — 1, és az els6 q™ al-
lapot kozott egyikiik biztosan eldfordul legalabb kétszer, és a kettd kozotti tavolsag legfeljebb g™ — 1.

10.30. Tétel
Legyen K test, f, g és h K[x]-beli fépolinom, d = (f,g) és t = [f, g], végezetiil legyen
Q(f) + Qg) ={SY + 595 € (f) ASWD € Q(g)}. Ekkor

a) Q(f) < Q(h) akkor és csak akkor, ha f|h;
b) Q(f) N Q(g) = Q(d) és
c) Q(f) v Qlg) € () + 2g) = ).

Bizonyitas:

a) Ha m az S minimaél-polinomja, és f|h, akkor m|h, igy h karakterisztikus polinomja S-nek,
tehat S € Q(h), és igy Q(f) S Q(h). Forditva, tegyiik fel, hogy Q(f) € Q(h). 10.27. ¢) pontja szerint
van olyan S € Q(h), hogy s minimél-polinomja f, és ekkor S € Q(h)-bdl kovetkezik, hogy f|h.
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b) Az el6z6 pont alapjan Q(d) S Q(f) N Q(g). Most legyen S € Q(f) N Q(g), és m az S mi-
nimél-polinomja. S € Q(f) N Q(g)-bdl S € Q(f) és S € Q(g), igy m|f és m|g, tehat m|(f,g) =d
S € Q(d), azaz Q(f) N Q(g) € Q(d). Ekkor a kordbbi tartalmazassal egyiitt Q(f) N Q(g) = Q(d).

¢) A nullsorozat eleme Q(f)-nek és Q(g)-nek, ezért a) alapjan igaz a bal oldali tartalmazas.

Ha S € Q(f) és W@ € 0(g), akkor S € Q(t) és S € Q(t). Q(t) linedris tér, ezért az
elobblek alapjan s + s e ), igy Q(f) + Q(g) < Q(t). Forditva, legyen S E Q(t), ekkor

S =—,ahol §(7) < deg(t). Had = (f, g), akkor t = f‘g ést* = f g Az— = fa) és —* = gq) jelo-
léssel (f(l), g(l)) = e, ezért 1étezik olyan u és v pohnom, amellyel f(l)u + gV = T, €s van olyan is,

ahol 8(w) < deg(g(1)) < deg(g) és 8(v) < deg(f1)) < deg(f). Hau =) és v = 1@ egy ilyen
T g(l)r(f) +f(1)‘[(g) ﬂ T(g)

megoldds, akkor S = —==—=—*——>— =
g t* fgwa” Vi

@
Tg—i € Q(g). Ebbdl kovetkezik, hogy Q(t) € Q(f) + Q(g), vagyis Q(t) = Q(f) + Q(g).

[

g-elem test f6lotti n-edrendit homogén linedris rekurziv sorozat minimaélis periddusa legfeljebb
q" — 1. Kérdés, hogy elérhet6-e ez a maximadlis érték.

10.31. Definicio

A g-eleml K test folotti s n-edrendi homogén linedris rekurziv sorozat maximalis periodusi,
ha nem az 1 kiiszobindextdl nulla bindris sorozat, és minimalis periédusa q™ — 1.
A

10.32. Tétel

A g-elemit K test folotti s n-edrendli homogén linedris rekurziv sorozat akkor és csak akkor
maximadlis periédusi, ha minimal-polinomja n-edfokd primitiv polinom K {ol6tt. Maximalis periddu-
su sorozat tisztan periodikus.

A

Bizonyitas:

[, feletti homogén linedris rekurziv sorozat periodikus, minimélis periédusa a minimélpolinom
rendje, amely legfeljebb max{1,q™ — 1}, és pontosan akkor g™ — 1, ha ¢ = 2 és m = x, vagy ha m
primitiv polinom. Am az els eset azt a bindris sorozatot generélja, amelynek els6 eleme e, a tobbi 0.

Maximalis periédust sorozatrak +p < q" —1 = p, és k > 0, igy k valéban nulla.

10.33. Tétel

Ha f(l)(O) # 0, az s homogén linedris rekurziv sorozat karakterisztikus polinomja f = x"f(1),

b nemnegativ egész, és v = max{0,u — b}, akkor s b-eltoltjanak karakterisztikus polinomja x" f(;).

Forditva, ha s b-eltoltjdnak karakterisztikus polinomja x" f(4), akkor f = xWtb fa) karakterisztikus
polinomja s-nek.

A

Bizonyitas:
Legyen s® =t, deg(f) =n, f = xUfiy = x4 TF ext = Y, ¢y xt, ahol ¢y = e, és
legyen r = min{u, b}. Ekkor r < u < n, igy
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n-1

Lit(n-r) = Sitn-r+b = Si—r+b+n = Z(_Cj—u)si—r+b+j

Z(_C] u)sl r+j+b — 2(_(:] u)tl r+j — Z ( C] u+T)tL+]'

j=u-r

u-r

tehat YT ci_parxt=x oteixt = x*77 fiy) karakterisztikus polinomja t-nek. u és b nemne-

gativ, igy r is az, és —-r = max{—u, —b}, innen u —r = max{u — u,u — b} = max{0,u — b} = v.

Most tegyiik fel, hogy t karakterisztikus polinomja f = Y7, ci_wx". Ekkor

n-1 n+b-1
Si+(n+b) = litn = ( Cj— W)tl+] Z (_C] -w— b)51+]:
j:W _] =w+b

ami mutatja, hogy s-nek karakterisztikus polinomja ¥*b_ ci_(w+b)xi =xP¥" cipxt=xPf.

10.34. Kiegészités
Ha s miniml-polinomja m = x*my), ahol f;,(0) # 0 és k' = max{0, k — b}, akkor s*) mi-

nimal-polinomja m® = xk’m(l), és mP)|m. Ha s tisztdn periodikus, akkor m = m®,
A

Bizonyitas:
m® karakterisztikus polinomja s®)_nek, igy s(®) minimal-polinomja osztja m®-t. Ha a mini-
mélpolinom x*m', akkor egyrészt 0 < u < k' és m' osztdja m(;y-nek, mdsrészt s-nek karakterisztikus

Utb', ahonnan u + b > k és m(1)|m’. A két oszthatésdgbol m’ = m(,) (mert mindkettd

polinomja x
fépolinom), és k' = max{0,k — b} <u < k', tehatu = k', m®) az s minimél-polinomja.

Ha s tisztan periodikus, akkor k = 0, és ekkor k' is 0, tehat s;,, = S;,p’.

10.35. Tétel

Ha az I folotti n-edrendi maximalis periddusu s sorozat minimél-polinomja m, és 0 a nullso-
rozat, akkor Q(m) = {0} U {s(b)|q" —1>bE€ N}, és s® is n-edrendii maximalis periddusu sorozat.
A

Bizonyitas:

Maximalis periédusui sorozat tisztdn periodikus, igy s®) € O(m), masrészt Si+b = S;4p' akkor
és csak akkor teljesiil, ha b = b’ (p), ahol p a sorozat minimdlis periédusa, azaz ha b = b’ (q™ — 1),
ezérta 0 < b < q™ — 1 eltoldshoz tartozé s®) sorozatok paronként kiilonbozdek, és minden eltolt so-
rozat ezek valamelyikével azonos. Az eltolt sorozatok szdma q™ — 1, és éppen ennyi Q(m)-ben a nul-
14t61 kiilonb6z6 sorozatok szdma, ezért a megadott két halmaz azonos.

Homogén linedris rekurziv sorozat minimalis periédusdt a minimdlpolinom egyértelmiien meg-
hatérozza, igy igaz a masik allit4s is.

U

Az elébb kapott eredmények felhasznéldsdval megvizsgdljuk a maximalis periédusd sorozatok
bizonyos statisztikus tulajdonsagait.
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10.36. Tetel

Legyen s [F, folotti n-edrendii maximélis periédusi sorozat, r € N¥, ¢ = (cq, ..., cr_q) € Fg.
Ekkor a sorozat egy periédusdban c™ elsforduldsi gyakorisdga q"", ha r < n és legaldbb egy index-
rec; #0, ¢"77 — 1, har < n és valamennyi i-re ¢; = 0, mig r > n esetén vagy 0, vagy 1.

A

Bizonyitas:

Legyen el6szor v < n. Mivel egy maximadlis periédusui sorozatban a nullatdl kiilonb6zé minden
allapot pontosan egyszer fordul eld, ezért konnyen lathatd, hogy kodlcsondsen egyértelmi megfeleltetés
1étesithetd az egy periddusban talalhat6 cM_sorozatok, valamint a sorozat azon dllapotai kozott, ame-
lyekben az els6 r elem éppen c™, igy annyi ilyen sorozat van egy periddusban, ahdnyféleképpen az
allapot utolsé n — r eleme valaszthatd. Az ilyen vdlasztasok szama q™~", kivéve azt az esetet, amikor
az allapot valamennyi eleme 0, azaz amikor mind ¢™ minden eleme, mind a tovébbi elemek mind-
egyike nulla, ez indokolja ebben az esetben a —1-es korrekci6t.

Mint kordbban bizonyitottuk, n-edrendli rekurziv sorozatban barmely n egymds utdni elem
meghatirozza az Osszes utdna kovetkezot, igy ha r > n, és c™ els6 n eleme ¢-et generalja, akkor
c™ egyszer szerepel a sorozatban egy adott periddusba esd kezddponttal, mig ha az utols6 r — n elem
nem felel meg az eldl all6 n elemnek, akkor egyszer sem, ide sorolva a csupa 0-bdl 4llé cM-et is, mert
bar ez generédlddna az elsd n elembdl, de a sorozatban nem szerepel.

N

10.37. Tétel

Legyen s az F, folotti n-edrendii maximalis periédusd sorozat, €s r € N*. Ekkor bdrmely
1
qn-1
sal, egyébként 1 (x a test kanonikus additiv karaktere, és ¢ a ¢ komplex szam konjugéltja).

. P n-2 _ 1 . 1
t nemnegativ egészre k(r) = Sk (Spr )R (Sppinr) = o ha r nem oszthat6 a periddus-

i=0
A

Bizonyitas:

K(St3)K(Stqivr) = K(St4i — Stqivr) = K(S¢4irp) valamilyen q™ — 1-nél kisebb nemnegativ
egésszel, ha r nem t6bbszordse a periddusnak, egyébként x argumentuma minden indexre 0, hiszen a
masodik kifejezésben két ugyanazon primitiv polinommal generdlt sorozat linearis kombinacidja all.
Nézziik az elsé esetet. Ha most egy teljes periddusra 9sszegziink, és a sorozathoz hozzdadunk x(0)-t,
akkor ez egy olyan 0sszeg, ahol k argumentumaként a test valamennyi eleme ugyanannyiszor fordul
eld, ezért az 6sszeg 0 (mert kanonikus karakter nem fékarakter), igy ismét levonva k(0) = 1-et, kap-
juk az els6 eredményt. A masodik abbdl adddik, hogy ekkor csupa 1-et adunk 6ssze.

U

10.38. Megjegyzes

Az eldbbi két tétel koziil az elsd alapjan véges test feletti n-edrendii maximaélis periédust soro-
zatban minden nem nulla elem azonos gyakorisdggal fordul eld, mig a nulla eggyel kevesebbszer, to-
vabb4 tetszdleges, n-nél révidebb sorozat utan barmely elem ugyanazon valdsziniiséggel kovetkezik,
kivéve a csupa 0-t kdvetd 0, és ez is csak eggyel kisebb gyakorisdggal taldlhat6 a sorozatban. A masik
tétel szerint a sorozat Iényegében véve korrelalatlan, ha a tdvolsdg nem a periédus tobbszorose.

A

Megadva egy n-edrendii homogén linedris rekurziv sorozat elsé n elemét és a rekurzids Ossze-
fliggés n egyiitthat6jat, a sorozat minden eleme kiszdmolhatd, vagyis ez a 2n adat egyértelmiien meg-
hatarozza a teljes sorozatot. Ebbdl arra gondolhatunk, hogy egy ilyen sorozat 2n egymds utdni elemé-
nek ismerete elegendd informéaciot tartalmaz a teljes tovabbi sorozatrél, igy nem meglepd az alabbi
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10.39. Tétel

Test folotti n-edrendli homogén linedris rekurziv sorozat 2n egymads utini elemének ismereté-
ben a sorozat tetszéleges tovabbi eleme egyértelmiien meghatirozhaté. Ha n a minimélis rend, akkor
ennél kevesebb elemmel az egyértelmiiség nem teljesiil.

A

Bizonyitas:

Mivel a sorozat n-edrendii homogén linedris rekurziv sorozat, ezért egy S;1n = Z}Zol CjSiy; ala-
ku rekurziés Osszefliggéssel generdlhato, ahol i tetszOleges nemnegativ egész, €s az n darab c; egyiitt-
hat6 egyeldre ismeretlen. Tegyiik fel, hogy az v € N indextdl kezdve ismerjiik a sorozat 2n szamu
egymas utdn kovetkezd sy, ..., Spyan—1 elemét. Most n >t € N-re 272—01 Srat+jXj = Srat4n €Y N
egyenletbdl 4ll6, n ismeretlent tartalmazé linedris egyenletrendszer, amely megoldhatd, hiszen egy
megoldésa példaul cy, ..., c,_1. Legyen egy megoldas by, ..., b,,_1. Ekkor egyrészt minden n >t € N
esetén Z;-:()l bjSyit+j = Sr+t+n. hiszen éppen igy hatdroztuk meg a b; egyiitthatokat, médsrészt

n-1 n-1 n-1 n-1 n-1
bj5r+n+j = (bj z Ct5r+j+t> = z Ct Z bj5r+t+j = Z(Ct5r+n+t) = Sr+2n
i t=0 =0

j:o ]:0 t=0

n-1

ezért a Z}‘;& biSyyt+j = Srytan Tekurzids Osszefiiggés t = n-re €s innen indukcidval barmely t € N-re
is érvényes.
2n-nél kevesebb tagot ismerve n > 0, és n-nél kevesebb egyenlet irhat6 fel, viszont ha a rekur-
zi6 minimélis rendje n, igy a minimal-polinomban n ismeretlen van, és minden, a sorozatot generalo
karakterisztikus polinom megaddsahoz legaldbb ennyi egyiitthaté meghatdrozasa sziikséges. Ekkor te-
hat a rekurzids Osszefiiggésben legaldbb egy egyiitthat6t szabadon valasztunk. Ha két azonos foksza-
mu fépolinom egyikében egyetlen egyiitthat6t szabadon valasztunk, akkor van olyan vélasztds is, ahol
a két polinom nem azonos és igy nem is asszocialt (hiszen a féegylitthatok azonosak). Ebben az eset-
ben viszont a két polinom kiilonb6zd sorozatot general, mert ellenkezd esetben nem lenne egyértelmii
a sorozat minimal-polinomja.
J

Bizonyos esetekben az elébbi tulajdonsdg nem kivanatos. A rejtjelezésben inkabb olyan soro-
zatra van sziikségiink, amely rendelkezik az 4lvéletlen sorozatok tulajdonsédgaival, de az eldrejelzés
minél bonyolultabb. Ezen bonyolultsig egy lehetséges mértéke az, hogy mekkora n-nel tudjuk az adott
sorozatot homogén linedris rekurzidval generdlni. Ez persze véges test és nem periodikus sorozat ese-
tén nem lehetséges, de barmely k nemnegativ egészre az els6 k elembdl allé szegmensre mar igen
(masrészt véges test feletti rekurziv sorozat biztosan periodikus). Ez indokolja az alabbi definiciot.

10.40. Definicio
Legyen e, bal oldali egységelem az R gyiiriiben, k € N, s:N - R és S = ¥, s;x*. Ekkor

1. s¥l = $modx¥ az s k-hossziisagii kezddszelete;
2. ha A®(s) = {f € R[x]|f*(0) = ep A (3(t € Q(f)): t!K! = sk}, akkor s k-hosszisagi
kezddszeletének linearis komplexitasa Ly (s) = min e A(k)(s){deg( Hk
3. s linearis komplexitasa L(s) = supkeN{Lk(s)} € N U {o0}.
A

A% (s) az R feletti azon polinomok halmaza, amelyek 4ltal generdlt homogén linedris rekurziv
sorozatok kozott van olyan, amelynek a k hosszusagi kezddszelete azonos a szintén R feletti s sorozat
k hosszisagi kezddszeletével, skl yal, vagyis amely karakterisztikus polinomja egy olyan homogén
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linedris rekurziv sorozatnak, amelynek elsé k eleme azonos s elsd k elemével. Ly (s) az ilyen karakte-
risztikus polinomok fokszdmainak a minimuma.

L (s) — ha 1étezik — nemnegativ egész szam, ezért ha az L (s)-ek halmaza korlatos, akkor van
benne maximalis elem, és ekkor L(s) € N, mig ha nem korlétos, akkor L(s) = +oo (ha Lj(s) egyetlen
nemnegativ egész k-ra sem létezik, akkor L(s) az iires halmaz fels6 hatdra, és ez szintén +00).

A kovetkezOkben tobbek kozott igazoljuk, hogy Ly (s) minden nemnegativ egész k-ra l1étezik.

A sorozat elemeit 0-tdl kezdve indexeljiik, igy az elso k elem a k > i € N indexekhez tartozik,
azaz S[k] = Sg; +++»Skg—1-
Célunk a tovdbbiakban, hogy becslést adjunk a linedris komplexitdsra. A K test feletti sorozato-

kat vizsgéljuk, egy A% (s)-beli, Ly (s)-fokd polinomot mék) -val jeloliink, és s egy Q(m“‘))—beli so-
rozat, amelynek k hosszusagui kezddszelete stel, Amennyiben nyilvdnvald, hogy melyik sorozatrél
van sz0, akkor Ly (s) helyett egyszertien L -t {runk.

10.41. Tétel
Legyen s: N — K egy X feletti sorozat, és k € N. Ekkor

1. Li(s) létezik és egyértelmi;
2. barmely s¥)-ra mgk) az s*) minimal-polinomja;
3. k= L.(s) €N;
4. minden k > j € N-hez van olyan s, hogy Ly (s) = j;
5. haséss’ k-hossziisagd kezdSszelete azonos, akkor A% (s) = AX)(s") és Ly, (s) = Ly (s");
6. Li(s) < Li41(s);
7. AW (sk) = AW (s), és fgy Ly () = Ly (s);
8. has, = s,im, akkor Ly, (s) = Ly (s);
9. Liy1 () = L (s™).
A
Bizonyitas:

1. A K feletti valamennyi legaldbb k-adfokd f fopolinom eleme AU (s)-nek, mert egy n-ed-
rendl rekurzié els6 n eleme szabadon vélaszthatd, igy AU (s) nem iires, és a nullpolinom nem f6poli-
nom, tehat biztosan nem eleme a halmaznak, tehat az AW (s)-hez tartozé polinomok fokainak halma-
za a nemnegativ egész szdmok halmazdnak nem iires részhalmaza. N jolrendezett, igy barmely nem
iires részhalmazdnak van legkisebb eleme, amely egyértelmi, ezért L, (s) létezik és egyértelmil;

2. ha t € Q(f) olyan, hogy t*) = s &s m a t minimal-polinomja, akkor m € A®)(s), és m
foka legfeljebb akkora, mint f foka;

3. 1.-bdl kovetkezik, hogy Ly (s) € N, valamint az is, hogy Ly (s) < k;

4. a nullsorozat minden f fépolinomra, tehat e-re is eleme Q(f)-nek, igy e € A% (0), tehat
0 < Lx(0) < deg(e) = 0, azaz L, (0) = 0. Most legyen k = j € N, és legyen s; = §; je, vagyis s
olyan sorozat, amelyben a j indexhez tartozd, azaz a j + 1-edik, és csak ez az elem nem 0. Ha
f = xJ*1, akkor s € Q(f), és ekkor f € AX)(s). Valdban, az f-hez tartozé homogén linedris rekurzi-
6ban az els6 j + 1 elem szabadon vélaszthatd, tehat lehet példaul s+l = So - Sj—15j = 0...0e, mig a
sorozat tovabbi elemei Sj;14; = Z{:o(_fi)siﬂ =0, ahol f = Z{:& :x’, hiszen f = x/*1b3l a j-nél
nem nagyobb i indexekre f; = 0, mig fj,; = e. Ugyanakkor, haa g = Z{:gl gix* fépolinomban j' ki-
sebb j-nél, akkor barmely olyan t € Q(g)-re, amelyre tUl = 0---0, tj = Z{’:o gitj_jr4+i = 0, tehdt az
ilyen g-hez tartoz6 valamennyi t sorozat esetén t; # s;, €s igy tlkl = sIkl hiszen j <k, ezért
g ¢ A% (s), amibél kovetkezik, hogy erre az s sorozatra Ly (s) = j + 1;
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5. f € A% (s) akkor és csak akkor, ha van olyan t € Q(f), hogy t!¥l = slkl A feltétel szerint
viszont sl = s’[k], vagyis tlkl = ' &g igy f € AP(s"), tehat AX) (s) € AK)(s"). Mivel ez akkor
is igaz, ha felcseréljiik s-t és s'-t, ezért A¥)(s) = A (s"), ebbél viszont kovetkezik, hogy Ly (s) =
Ly (s");

6. Ha tlk+1l = glk+1] qxor tlk] = slkl gg ezért AR+ (s) € A®)(s). De sziikebb halmaz mi-
nimuma nagyobb, vagy egyenld, mint az 6t tartalmazé halmaz minimuma, igy L (S) < Ly41(S);

7. s Z Gl {0y a7 allitds kovetkezik 5.-b6l;

8. s<k)[k] = slkl éshamég s, = S;(ck>, akkor s<k>[k+1] = sk+1 tehdt 7.-b61 L1 (s) = Li(s);

9. s _ §IK &g ezért ez az allitas kovetkezik 8.-bol.

10.42. Tétel

Ha s és t test folotti sorozatok, és a, b a test eleme, akkor Ly (as + bt) < L, (s) + L (t).

Bizonyitas:

Ha az s sorozat kezd$ k-hosszisagi szeletének linedris komplexitdasa Ly (s), akkor van olyan
Ly (s)-rendti s**) homogén linedris rekurziv sorozat, amelynek els6 k eleme megegyezik s elsd k ele-
mével, és ugyanez igaz az s és t felcserélésével a masik sorozatra is. Az el0bbi két sorozattal az is tel-
jesiil, hogy a k > i € N indexekre as + bt és as® + bt*) megegyezik, vagyis ha f karakterisztikus
polinomja as‘®) + bt¥)-nak, akkor Ly (as + bt) < deg(f). Legyen a két homogén linedris rekurziv

sorozat minimal-polinomja mgk) és mék). Ekkor mgk), mﬁk) és mgk)mék) foka az eldbbi sorrendben

Ly (s), Ly (t) és Li(s) + L (t). mgk)mﬁk) karakterisztikus polinomja mind s*)-nak, mind t%)-nak, de
akkor ezen két sorozat barmely linedris kombinaciGjanak, igy as® + bt‘®)-nak is, amibél az eléz6ek
alapjan kovetkezik a tételben megadott egyenldtlenség.

U

10.43. Tétel
Ha m®) helyteleniil generdlja s k + 1-edik elemét, akkor Ly, = max{Ly, k + 1 — L;}.

Bizonyitas:
Legyen &, = s, — s,((m. A feltétel szerint az u = s — s sorozat elsé k eleme 0, mig a k + 1-
edik éppen u; = 8, # 0. Ekkor

k+1=Ligy(u) = Lk+1(s - s<k)) < Ly (s) + Lk+1(s<k))
= Lig41(8) + L (s%) = L1 (8) + Ly (S) = Lyys + Ly,

vagyis Liyq = k + 1 — Ly, és korabban mar belattuk, hogy L, 1 = Ly.

Most megmutatjuk az ellenkezd irdnyt egyenldtlenséget azdltal, hogy megadunk egy olyan
L = max{Ly, k + 1 — L }-fokd polinomot, amely helyesen generélja s-nek valamennyi elemét a k in-
dextiig, beleértve még ezt a tagot is.

A bizonyitds indukcidval torténik. A nullahosszisigi kezddszeletre nyilvdn vehetd Lo = 0 és
m{® = e, ahol e a test egységeleme. Ez a polinom mindaddig helyesen generdlja a sorozatot, amig a
sorozat tagjai 0-k. Legyen a sorozat els6 nem nulla eleme az u indexnél (ez tehdt az u + 1-edik
elem!). Ekkor L, még 0, m™ = e, mig Ly1; = u + 1 = max{0,u + 1} = max{L,,u + 1 — L}, és
m¥+1) = x¥+1 egy alkalmas minimdlpolinom (de tetszéleges u + 1-edfoki fépolinom megfelel, igy
lathatd, hogy mig a linedris komplexitds egyértelmii, tehat a polinom foka is, addig maga a polinom
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nem). Tegyiik fel, hogy az u + 1 < k esetekben m¥) helyesen éllitja el6 az s sorozat elsé k elemét, de
a k + 1-ediket, azaz si-t egy &y # 0 hibaval. Mivel Ly = 0, de a feltétel szerint L, = L,,,1 > 0 = Ly,
ezért kell lennie olyan u < t < k indexnek, hogy L;,; = max{L;,t + 1 — L;} # L, vagyis amelyre
Liyq =t +1— L, és ha az ilyen indexek maximuma r, akkor tehdt Ly = L., =7 + 1 — L,. Ebbdl
az is kovetkezik, hogy m™ az s,.-t a megel6z6 elemekbél egy &, # 0 eltéréssel generdlta. Nézziik az

Ly Ly
Ll Lk = k) — 5k5r—1xL—(k+1—Lk)m(r) — z ci(k)xi+(L—Lk) _ 5k5r—1 z C§r>xi+(L—(k+1—Lk))
i=0 i=0

polinomot. A jobb oldali elsé polinom egy L-edfokd, mig a masodik L — (k — r) < L-edfoki f6poli-
nom, hiszen 8,6, # 0, és Ly =Ly =7+1—L-b8l L, +(L—(k+1—Ly))=L—(k—1),
ahol r < k. Ez azt jelenti, hogy m egy L-edrendii homogén linedris rekurziv sorozat karakterisztikus
polinomja, és pontosan akkor generdlja s els6 k + 1 elemét, ha barmely k — L > i € N-re

Ly Ly
(k) - (r)
Z G Si4j+(L—Lg) — OkOr ! Z er Sitj+(L-(ke+1-Ly))
j=0 j=0
Ly Ly
— (k) - (r) -
= Z G Siaja(i-L) ~ OO Z G Siaj(-L)-k-r)) = 0-
j=0 j=0

Adott i-re s legnagyobb indexe az els6 osszegben u = i + L + L — L, = i + [, mig a masodikban ha-
sonl6 szamitassal v =i + L — k +r.Hai < k — L, akkor tehdt u < k, v < r, igy mindkét 6sszeg nul-
lat ad. Maradt az i = k — L eset, vagyis amikor u = k és v = r. Ekkor az els6 0sszeg az sp-nak és az
m*) 4ltal generdlt s*) sorozat k indexii tagjanak, s,ik) -nak a kiilonbsége, vagyis &y, mig a szumma
elott 4ll6 tényezd nélkiil a masodik 6sszeg hasonlé mddon §,-et ad, igy a teljes Osszeg értéke ismét 0.
Ez azt bizonyitja, hogy m egy olyan karakterisztikus polinom, amely helyesen generdlja az s sorozatot
a k =i € N indexekre. Ebbdl kovetkezik, hogy L., < L, és mivel kordbban belattuk az ellenkezd
irényu egyenldtlenséget, ezért L, 1 = L.

U

Ismét hangsilyozzuk, hogy mig a linedris komplexitas értéke, tehat L, egyértelmiien meghata-
rozott, addig egy alkalmas m‘* polinomra ez ltaldban nem igaz, hiszen nyilvanvaldan tobb olyan Lj-
rendi homogén linedris rekurziv sorozat 1étezik, amelynek az elsd k tagja azonos. Ha egy adott k-nal
8y # 0, akkor m**1 biztosan nem egyenlé m‘®)-val. Ugyanakkor Ly, = max{Ly, k + 1 — L} alap-
jan eldfordul, hogy Lyiq = L. Bkkor m** 1 = m® | de deg(m**V) = Ly, = L = deg(m®™),
ami azt jelenti, hogy m®) mellett m*1) is olyan homogén linedris rekurziv sorozatot generél, amely-
nek k hosszisigi kezdészelete megegyezik a vizsgilt sorozat hasonlé szakaszdval, vagyis s‘*)-hoz
mk+1 = i)’ i5 alkalmas generdl6 polinom, ami mutatja azt, hogy ez a polinom nem mindig egyér-
telmiien meghatérozott. Erdemes még a kovetkezOt észrevenni. Ly, = max{Ly, k +1— L} > Ly
pontosan akkor, amikor k + 1 — L, > L, azaz akkor, amikor L, < %, vagyis Ly < g De a legutdb-
bi relacié éppen azt jelenti, hogy s elsd k eleme egyértelmiien meghatirozza azt az egyetlen legfeljebb
k ” PETIPI, . " . "
E—edrendu homogén linedris rekurzidt, amelynek ugyanez az els6 k eleme, hiszen egy n-edrendii ho-
mogén linedris rekurziv sorozatot egy adott ponttdl kezdve egyértelmiien meghatirozza az adott pont-
tdl kezd6dd 2n egymads utdni eleme, vagyis ha L < g és 6, # 0, akkor L., nem lehet egyenld Lj-
val. Ha viszont még k < 2Ly, akkor az aktudlis s els6 k eleme nem hatdrozza meg egyértelmiien a
sorozat tovabbi részét, tobb kiilonb6zd Ly-rendli homogén linedris rekurzid is ugyanezt a kezdd soro-
zatot generdlja, amelyek azonban mds és mds soron kovetkez6 elemet generdlnak, vagyis ekkor még
egy ugyanolyan rendii, de mésik rekurziéval eld tudjuk allitani s+ -et.
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Vissza a tartalomhoz

Fiiggelék: Abel-csoportok karakterei
Véges Abel-csoportok alaptétele

F.1.Definicio

Legyen G Abel-csoport, ® +# B € G. B a G Abel-csoport bazisa, ha B generilja G-t, és a B
barmely nem iires B’ részhalmazira [[,eprcp b = e = (V(b € B'): b = ¢), ahol e a csoport egy-
ségeleme, és t;, minden b-re raciondlis egész szam.

A
F.2.Tetel
Ha B a G Abel-csoport bézisa, e az egységelem, és G legaldbb kételemti, akkor B \ {e} is bazis.
A
Bizonyitas:

Ha e ¢ B, akkor nincs mit bizonyitani, legyen ezért e € B. |G| > 1 kovetkeztében 1étezik
g € G\ {e}, ezért [e] = {e} # G ([A] az A generdtuma), @ # B # {e}, B \ {e} # 0. e eldall barmely
B \ {e}-beli elem nulladik hatvdanyaként. B generatorrendszer, igy az el6z6 g el6éllithaté B-beli ele-
mek hatvanydnak szorzataként. Mivel g # e, ezért ez a szorzat biztosan tartalmaz legalabb egy e-t61
kiilonbdzd elemet, és ha e egy hatvadnya is tényezd, akkor ezt az e-vel egyenld tényezot elhagyva is-
mét g-t kapjuk, B \ {e} is generdtorrendszer. Ha egy szorzat csak tgy lehetett e, hogy a szorzatban
szerepld valamennyi kiillonboz6 B-beli b-hez tartozé hatvany kiilon-kiilon e, akkor ez a tulajdonsag
megmarad akkor is, ha csupdn azokat a szorzatokat nézziik, amelyek nem tartalmazzik e valamely
hatvanyat, tehat B \ {e} is bazis.
tJ

A tovdbbiakban |G| > 1 esetén bazis olyan halmaz, amely nem tartalmazza a csoport egység-
elemét.

F.3.Tétel

Ha B alegaldbb kételemii G Abel-csoport bazisa, akkor B a G minimalis generatorrendszere.
A

Bizonyitas:

Tegyiik fel, hogy b € B-re B' = B \ {be} is generdlja G -t. Mivel |G| > 1, ezért e € B, b # e,
és e € B'. Ha B’ generatorrendszer, akkor az elemeibdl vett hatvanyok szorzataként felirhaté b is. Le-
gyen b egy ilyen felirdsa b = [[.eccp’ ct¢, ahol C nem iires (mert b # e). Ezek szerint a csupa bazis-
elem-hatvanyokbdl 4116 b~ [[,cccpr cte szorzat a csoport egységelemét, vagyis e-t adja tgy, hogy
van a szorzatban olyan bdziselem-hatvany, amely maga nem az egységelem (mert b # e = b~ # e),
ami ellentmond a bdazis definiciéjanak. Az ellentmondds tgy oldhaté fel, hogy B’ nem generétorrend-
szer, tehdt B egyetlen valddi részhalmaza sem generdlja G -t, B minimalis generatorrendszer.

U

Hérom fontos megjegyzést fliziink az el6z0 tételhez.

a) Ugyanazon csoportnak tobb kiilonbdzd elemszamu bézisa lehet. Ha példaul G egy n-edrendii
ciklikus csoport, és g egy generatoreleme, akkor g a G csoport egyelemil bdzisa. Legyen n Osszetett,
n=uv,ahol 1<u€N, 1 <veEeNEs (u,v) =1. Mind g%, mind g” G -nek val6di részcsoportjat
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generdljak, ugyanakkor alkalmas r és s egészekkel 1 = ru + sv, igy g elédllithaté g* r-edik és g¥ s-
edik hatvanyanak szorzataként, de akkor G minden elemét is felirhatjuk g% és g" alkalmas hatvanya-
nak szorzataként, igy g% és g¥ a G minimdlis generitorrendszerét adja. Végiil, ha e = (g“)*(g?)/,
akkor e = e" = g”zj, ami csak akkor lehet u és v relativ primsége miatt, ha u|j, de akkor (g?)’ = e,
és hasonléan adédik a (g“)* = e egyenléség is, {g%, gV} a G -nek kételemii bazisa.

b) Minimdlis generdtorrendszer nem feltétleniil bazis. Legyen G ismét ciklikus csoport a g ge-
neritorelemmel, a rendje n, u és v 1-nél nagyobb relativ prim természetes szamok tgy, hogy szorza-
tuk az n egy valddi osztdja. Ekkor az el6z6 ponthoz hasonléan g* és g¥ (egyiitt) minimalis generator-
rendszer. Ugyanakkor ha n = quv (a feltétel alapjan g > 1), és ¢ = r + s pozitiv egész r-rel és s-sel,
akkor sem g"*?, sem g*“¥ nem az egységelem, a szorzatuk viszont az.

c) A tétel megforditdsaként kapjuk, hogy ha egy kommutativ csoportnak nincs minimélis gene-
ratorrendszere, akkor bazisa sem lehet. Kérdés, hogy van-e minimadlis generitorrendszerrel nem ren-
delkezd Abel-csoport. Ha igen, akkor ez végtelen elemszamd, hiszen véges csoportnak van véges ge-
nerdtorrendszere (példaul onmaga), és véges generdtorrendszerbdl biztosan kivélaszthaté minimélis
generatorrendszert. Az el6z6 kérdésre a valasz pozitiv, amint az alabbi példa mutatja.

A raciondlis szdmok halmazdnak az 6sszeaddssal, mint Abel-csoportnak nincs minimadlis gene-
ratorrendszere, barmely generdtorrendszer tartalmaz néla szlikebb generatorrendszert. Ezt a kdvetkezo-
képpen l4thatjuk be. Legyen az A nem iires halmaz egy generdtorrendszer. Ha A tartalmazza a 0-t, az
nyilvan elhagyhatd, feltehetjiik ezért, hogy egyetlen A-ba tartozé a sem egyenld nulldval. Akkor egy

tetszleges A-beli a és 1 < s € N kivalasztdsival %a 1s (nullatdl kiilonbozd) raciondlis szadm, igy A-
val generélhatd, %a € [A]. Az [A]-t A-beli elemek egész-szamszorosainak osszege alkotja (hiszen a

miivelet az 8sszeadds), ezért minden elem és igy Sais ilyen formdju, azaz Ja=uat B, ahol u egész

szam, és f az A a-tdl kiillonbozo elemei altal az Osszeaddssal generdlt halmaz egy eleme, vagyis
B € [A\ {a}]. B # 0 biztosan teljesiil, mivel ellenkezd esetben us = 1 lenne, ami s > 1-gyel lehetet-

len (hiszen u egész szdm), ezért semmilyen u egésszel nem tudjuk % a -t tobbszoroseként, tehdt csupan
a generatumaként kifejezni. Amennyiben u = 0, akkor méris @ = sf € [A \ {a}]. Ellenkez6 esetben
a korabbi egyenldségbdl azt kapjuk, hogy (1 — us)a = sp. ﬁa is raciondlis szdm (1 — us nem le-
het nulla, hiszen akkor f is nulla lenne, amirdl eldbb lattuk, hogy lehetetlen), ennélfogva ﬁa =
va + y megfelelé v egész és y € [A \ {a}] szammal. Most irhatjuk, hogy

a=0—-us)(va+y)=0A—-us)va + (1 —us)y
= v((l — us)a') + (1 —-us)y=vsp+ (1 —us)y

vsB + (1 —us)y € [A\ {a}], ennélfogva a elédllithaté a generdtorrendszer tobbi elemével, ezért el-
hagyhat6 A-bél, igy A-bdl barmelyik elemet elhagyva ismét generatorrendszert kapunk, tovabba ez
barmely generatorrendszerre igaz, igy nem létezhet minimélis generdtorrendszer.

Az el6z6 harom pont alapjan latjuk, hogy ez a bazis nem mindenben rendelkezik a linedris al-
gebraban latott bazis ismérveivel (példaul, hogy egy linedris tér minden bazisdnak szdmossaga azonos,
bar lattunk mar mds ilyen struktirét is, nevezetesen a modulusokat). Ennek ellenére van k6zos tulaj-
donsaguk.

F.4.Tetel

Ha B a G Abel-csoport bazisa, akkor G minden eleme 1ényegében véve egyértelmiien irhaté B-
. L, . . (1) ©) . .
beli elemek hatvanyanak szorzataként, vagyis [[,eprcp b = [Ipep'cp bt esetén minden b € B'-re
() () . .. p < . p p c
b'% " = b'» . Forditva, ha B a G nem iires részhalmaza, és a csoport minden eleme lényegében véve
egyértelmiien {rhato fel B-beli véges sok elem hatvanyanak szorzataként, akkor B a csoport bazisa.

A
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Fiiggelék: Abel-csoportok karakterei

Bizonyitas:
) e @ [W_,@
Ha a G csoport g elemére [[,eprcp b = g = [Ipeprcp btd . akkor e = [[peprcp b ',
1_,@) ® @
ami baziselemekkel csak tigy teljesiilhet, ha a B’ valamennyi elemére e = b'» b , azaz b’ = b% .

Visszafelé lathatéan B generdtorrendszer, és ha minden elem alapvetden egyertelmuen irhaté B-beli
elemek hatvanydnak szorzataként, akkor ez igaz a csoport egységelemére is, marpedig ez mindig irha-
té ugy, hogy a baziselem-hatvidnyok maguk az egységelemmel azonosak.

U
A kovetkez6 tétel a véges Abel-csoportok alaptétele.
F.5.Tétel
Minden véges Abel-csoportnak van bazisa.
A

Bizonyitas:

Elséként leszogezziik, hogy véges csoport minden olyan generdtorrendszere, amelyben egy
elem csak egyszer fordul eld véges (hiszen legfeljebb csak annyi elembdl allhat, amennyi magéban a
csoportban van), ezért ha van bdzis, az is csak véges lehet, mint minimélis generdtorrendszer (minimé-
lis generatorrendszer nyilvdn nem tartalmaz tobbszoros elemet). Ha a G véges Abel-csoport ciklikus,
akkor egyetlen elemmel generilhaté, és ha egy ilyen generitorelem g, akkor g¥ = e nyilvan pontosan
akkor teljesiil, amikor g* = e, {g} tehdt bazis (ha G legaldbb kételemii, akkor a generdtorelem nem
lehet az egységelem).

Nézziik ezek utdn azt az esetet, amikor G nem ciklikus. Ekkor van G-ben e-tdl kiilonb6zd elem,
igy n = maxgeg{o(g)} € N* \ {1}, hisz véges csoport minden eleme véges rendii, és g°@ = e-bsl
0o(g) = 1-re g = e. Legyen g € G olyan, hogy o(g) = n (ilyen elem biztosan létezik), és legyen G; a
G g altal generalt ciklikus részcsoportja. A feltétel szerint G # G;, ezért a H = G/G, csoport is leg-

aldbb kételeml, és |G,| = 0(g) = n > 1 kovetkeztében |H| = |G/G,| = ||GG|| lil < |G|. Mivel cikli-

kus csoportra belattuk a tétel dllitdsanak helyességét, és az egy- és kételemil csoport ciklikus, ezért te-
gyiik fel, hogy mér minden s > k € N* \ {1}-re bizonyitottuk a tételt, és legyen |G| =s. 1 < |H| < s
azt jelenti, hogy H -nak van béazisa, mondjuk B = {i_ll-|r >i€ N}, és o(i_ll-) =d;. h; a G -nek egy G;
szerinti mellékosztdlya, és ha g, és g, azonos mellékosztily elemei, akkor g; = g,, 0(g1) = 0(g2).
o(i_l) = d azt jelenti, hogy h%G; = (hG;)* = G,, ami masként frva azzal egyenértékii, hogy h? € G,
és d a legkisebb ilyen tulajdonsagi pozitiv egész. Legyen h a B egyik eleme, h a h = hG; mellékosz-
tdlynak egy olyan eleme, amelynek h¢ = g%, n > u € N* alakd felirdsdban u a lehetd legnagyobb, és
legyen o(h) = m. Beldtjuk, hogy d = m. Tegyiik fel az ellenkezdjét. h™ = e € G4, igy d < m. Ha
d < m, akkor h® # e (mert d > 0), g* sem az egységelem, n > u € N*. h®G, = (hG,)¢ = G, ezért
d|m, masrészt véges kommutativ csoportban minden elem rendje osztéja a maximalis rendnek (ldsd a
3.52. Tétel bizonyitdsdnak b) és c) pontjat a 62. oldalon) igy m|n (és ebbdl kovetkezik, hogy m < n is

teljesiil). e = K™ = (hd)z = (g*)a = g"a, ennélfogva um =0(n), tehat u =0 <ﬁ> d|m|n-
e

W %| n, innen @ = %d ésu=0 (%d) azaz u = q " d, és az u korlétai alap]an —>q€eN* h-

val egyiitt gh is eleme hG;-nek, ezért hg d-edik hatvanya is benne van G;-ben, hg is g-nek egy hat-

vanya, méghozza a legkisebb pozitiv egész kitevdvel irva g-nek legfeljebb u-kitevds hatvanya.
(hg)® = hig? = gug? gu+d, és igy u + d > u, tehdt u + d > n, mivel d pozitiv egész. Ekkor

n<u+d= q- Zd 4 d-bsl = 7> 4 > —— ; > ——1 (a legelsd egyenlotlenseg a korébbi feltétel q-
ra), ami egész q-val lehetetlen, mert ; egész. Az ellentmondéds a q < E’ azaz az u < n feltételbdl

ered, amit azért kellett feltenniink, mert d < m csak igy teljesiilhet, tehit az ellentmondds oka a
d < m megkotés, és igy d = m.
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Véges testek

A By = {g} U {h;|r = i € N*} halmaz generdlja G-t, ugyanis G minden eleme benne van egy G;
szerinti mellékosztalyban, mondjuk a € hG;, hG; felirhat6 a h;G, hatvinyainak szorzataként, azaz a
h; hatvanyainak szorzataként, megszorozva G,-gyel, a € (le:l hl-ti)Gl, a=c.

Végiil belatjuk, hogy B; bazis. A h;-k egyike sem e, ugyanis h; = e-bdl h; = €, ami nem lehet,
hiszen B a legalébb kételemii H bézisa, g sem az egységelem, igy B;-nek nem eleme e. Tegyiik fel,
hogy g [Ti—i hi' = e. Innen & = gt [T, hi* = gt [T, hi* = [Ti—; hi’, ami akkor és csak akkor le-
hetséges, ha minden i-re i_ll-t" = g, tehat m; = d;|t;. Ekkor viszont hf" = e, emiatt gt = e, és B; bazis.

U

Csoportkarakterek

k
Az aldbbiakban slgn) = (sfn)) = (1, k 27”) ak 27” sz0ghoz tartoz6 n-edik komplex egységgyok.

F.6.Definicio

Legyen G kommutativ csoport, y a G-nek a komplex szdmok multiplikativ félcsoportjdba vald
nem azonosan nulla félcsoport-homomorfizmusa. Ekkor y a G karaktere.
A

F.7.Megjegyzées

Karaktertdl dltaldban megkivédnjak, hogy abszoltit értéke 1 legyen a csoport minden elemén. Mi
ezt nem kotjiik ki, de 14tni fogjuk, hogy véges esetben a szlikebb és tagabb értelmezés megegyezik.
A

F.8.Tétel

Legyen y a G kommutativ csoport karaktere, ekkor
1. V(g € G):x(g) # 0;
2. x(e) =1, ahol e a G egységeleme;
_ -1
3. V(g €@):x(g™ = (x(@)
k
4. hag € G -re o(g) = n € NT, akkor y(g) = e,(c") = (sfn)) =lx@|=1egyn>keN

egésszel; véges G esetén |y| az azonosan 1 fiiggvény, igy y korldtos;

5. ha y korlatos, akkor V(g € G): |x(g)| = 1;
6. ha [x(g)| = 1, akkor x(g™") = x(g).

A
Bizonyitas:

1. Tetsz6leges G-beli g-hez adott h esetén van olyan g', hogy hg' = g. Ha y(h) = 0, akkor

x(@) = x(hg") = x(Wx(g") =0-x(g") =0,

tehét y azonosan nulla, ami ellene mond a definiciénak.

2. Az el8z6 pont alapjan y(e) # 0, ezért 1- y(e) = y(e) = x(e?) = y(e-e) = x(e) - x(e).
x(e)-vel egyszertsithetiink, és ekkor y(e) = 1.

3. x(g™Hx(g) = x(g71g) = x(e) = 1, ahonnan adédik az allitas.

182



Fiiggelék: Abel-csoportok karakterei

4. A feltétel szerint g" = e, ezért ()((g))n = x(g") = x(e) =1, y(g) egy n-edik komplex
egységgyok, ennek abszolut értéke viszont 1. Véges csoport minden eleme végesrenddi, tehat minden
csoportbeli elemen a karakter értékének abszolut értéke 1, ami egyben korlatossdgot is jelent.

5. Legyen g a G-nek olyan eleme, amelyre |y(g)| # 1. Lattuk, hogy ekkor g rendje végtelen.
Ha |x(g)| < 1, akkor a 3. pont alapjan |y(g~1)| > 1, ezért feltehetjiik, hogy |x(g)| > 1. Innen bar-

mely n € N-re |[y(g™)| = |()((g))n| = |x(g)|™, és ez tart a végtelenhez, a karakter nem korlatos.

6. x(g™h = ()((g))_l, €s egységnyi hosszuisagi komplex szam inverze a szam konjugélja.
U

F.9.Tétel

Legyen G egy kommutativ csoport. Ha y;, x», ¥ a G karaktere, akkor a g - x;1(9)x2(9).
g x(g 1), g » x(g) szabdlyok karaktert definidlnak. Amennyiben y korlétos, akkor a két utébbi
karakter egybeesik.

A

Bizonyitas:

a) Mind y;(g), mind y,(g) minden g-re értelmezett és nem nulla komplex szdm, ezért nullatél
kiilonbdzd komplex szdm a szorzatuk is, tovabba egy g-hez y; és y, egyértelmiien rendel egyetlen
komplex szdmot, ezek szorzata is egyértelmilen meghatarozott, igy az elsd szabdly egy leképezést de-
finidl G-r61 C*-be. Komplex szdmok szorzdsa kommutativ és asszociativ,

X1(9192)x2(9192) = (Xl(gl))(l(gz))()(z(91))(2(92))
= ()(1(91))(2(91))()(1(92))(2(92)),

igy g19- képe a g4 és g, képének szorzata, a leképezés miivelettarto.
b) g egyértelmlien meghatdrozza az inverzét, ehhez egyértelmiien rendel y egy nem nulla
komplex szdmot; ez minden g-re érvényes, igy g — x(g~1) a G-nek C*-be val6 leképezése.

x((9192)™Y) = x(g2 91 = x(gz Dx(g7 ") = x(g7x (gD,

igy a leképezés homomorfizmus.
¢) Minden g € G-re y(g), 1étezik és egyértelmii nem nulla komplex szdm, de akkor ez igaz a
konjugéltjara is, hiszen a konjugdlds automorfizmus C-n. Mivel szorzat konjugéltja a konjugéltak
szorzata, ezért ez ismét homomorfizmus.
d) Ha a feltétel teljesiilés, akkor az el6z6 tétel 5. és 6. pontja alapjdn a G minden g elemére tel-
jesiil, hogy ¥(g~1) = x(g) . de ekkor a két fiiggvény megegyezik.
U

F.10. Definicio

Legyen y1, X2, ¥ a G kommutativ csoport karaktere. Ekkor a g — x;(g)x2(g) karakter a y;
és y, karakter szorzata, a g — y(g~!) karakter a y karakter inverze, a g ~ y(g) karakter a y
karakter konjugaltja, az elsé jele y = y;x,, a masodiké y~1, az utols6é ¥ 7 . G karaktereinek hal-

mazit G-vel jeloljiik.
A

F.11. Tetel

Tetsz6leges G kommutativ csoport esetén G kommutativ csoport a karakterszorzéssal.
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Bizonyitas:

1. G nem iires: ha minden g-hez 1-et rendeliink, akkor ez egy leképezés G-rdl C-be, nem azo-
nosan nulla, és nyilvan szorzattartd, tehat karakter, jeloljiik y,-val.

2. A karakterszorzds asszociativ: ha y1, x, és y harom karakter, akkor tetszOleges g-re

(Oax2)x3)(@) = ((ax2)@)x3(9) = (1 (@x2(9))x3(9) = x1(9) (x2(Dx3(9))
= 11 ((2x3) (@) = (1 (rzx3))(9)

tehdt (x1x2)xs = (X1(X2X3))(g)-

3. Barmely y karakterrel a G minden g elemére (xox)(g) = x0(9)x(g) =1 x(g9) = x(9).
igy Xox = X tehét y, baloldali egységelem G-ben.

4. Ismét tetszSleges G-beli y -vel és G-beli g-vel

U0 =x"(@x(@) = x(g™x(g) = x(g7'9) = x(e) = 1 = xo(9),
azaz a karakterekre atirva y 1y = xo.

1.-4. egyiitt biztositja, hogy G csoport a y, egységelemmel és y~!-gyel mint inverzzel. Ezt a
csoportot G-vel fogjuk jelolni.

5. Qux2)(@) = x1(@x2(9) = x2(9)x1(9) = (xz2x1)(g), mivel C-ben a szorzdsa kommuta-
tiv, igy x1X2 = X2X1, a karakterszorzds kommutativ.

il
F.12. Definicio
Ha G Abel-csoport, és yo: G & C*-gal minden G-beli g-re y,(g) = 1, akkor y, a fékarakter.
A
F.13. Tetel
Ha G véges Abel-csoport, akkor § = G.
A

Bizonyitas:

A véges G Abel-csoportnak van bézisa, legyen ez B = {b;|r =i € N*},és o(b;) =n € N*. Az,
hogy G véges, nyilvanval6: G minden eleméhez csak véges sok érték rendelhetd, hiszen g € G-re tet-
szOleges y karakterrel y(g) egy véges foku komplex egységgyok valamilyen hatvanya, és ilyen csak
véges szami van, a kommutativitast pedig mar belattuk. Mivel igy G véges kommutativ csoport, ezért

van bazisa. Legyen r > i € N*-ra x;: G — C olyan, hogy b; € B-re )(l-(bj) = sfn), hai = j, egyébként

ke
xi(by) = 1. tovibba x;(g) = x:(ITi=y b) = Tics (i (00) ™ = ()", ha g = [Ti—, by, Beldt
juk, hogy ekkor B = {y;|r = i € N*} egy bézis -ben.
a) (1,k2—n) = (1,2—n)k =1 = (1,0) akkor és csak akkor teljesiil, ha K =t. 21, ami azzal
n n n
ekvivalens, hogy n|k, és igy ein") rendje n;.
b) x; karakter. A definiciobdl latszik, hogy értéke minden csoportelemre egy nullatdl kiilonbo-

z8 komplex szdm. g felirdsa a bazis elemeivel egyértelmil, ezért a g-hez rendelt komplex szam egy-
@ @

£ " ke k £ p

értelmii. Legyen g, = [[f=1b,° és g =[lt=1b,° két elem a csoportbél. Ekkor g;g, = [It=1 bft,

ahol r > t € N* mellettn, > k, € N és k, = k™ + k{? (n,). A definiciébol
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xi(g192) = (fini))ki

PACACHE (gl(ni))kgl) (gim))k?) _ (Efni))k?”kl‘”

és a két komplex szdm azonos a k-kra vonatkoz6 kongruencia kdvetkeztében.

c) Legyen y a G egy karaktere. b; rendje n;, ezért y(b;) = (sin"))mi egy n; > m; € N egész-
szel. Terkintsitk a ¥’ = []l— x; ¢ karaktert, ekkor x'(b;) = [Ti=q x, t(b;) = (El(ni))mi. Amennyiben
g =11z bt akkor

T

@ =x([ o) - Joeor =] ()")"

t=1
- | [wwoy=x (]_[ bé‘t> =x'(9)
t=1 t=1

A 3\ Si
igy a y;-k generdljak G-ot. Ha [ [} )(ft = X0, akkor 1 = yo(b;) = [1i=4 )(:f(bl-) = (sin‘)) , ami csak
ugy lehet, ha n;|s;. Ekkor viszont y; a B minden elemén 1, de akkor G valamennyi elemén is 1,
Xi = 1, vagyis x; = xo. Mivel ez minden r > i € N*-re igaz, ezért B val6ban bézis.
Végiil B és B elemeinek szdma és minden i-re b; és x; rendje azonos, ezért G és G izomorf.

F.14. Tetel

Ha a G kommutativ csoportnak van bdzisa, akkor tetsz6leges g € G \ {e}-hez van olyan y ka-
rakter, hogy x(g) # 1 (e a G egységeleme).
A

Bizonyitas:

Jeloljiik G bazisat B-vel. g baziselemek hatvanyainak szorzataként valé felirdsdban van legalabb
egy olyan tényezé, amely nem az egységelem, vagyis ha ez b € B a k kitevdvel, akkor b* # e. Ha b
n-edrendii, akkor legyen a = sfn), kiilonben a = 2™ ahol k™' #c € R (ahol most e a természetes
logaritmus alapja, és k # 0 a feltétel értelmében). Definidljuk y-t tgy, hogy y(b) = a, b’ € B \ {b}-
re x(b') =1,éshaa G g’ eleme g’ = b*» Hb’eB’gB\{b}(b,)kl,’ alakd, akkor y(g') = a*». Ez G min-
den eleméhez hozzirendel egy és csak egy nem nulla komplex szdmot, hiszen a bazisban val6 felirds
egyértelmii. Ha g, = b*¥h,, g, = b*2h,, ahol h; és h, felirdsdban mar nem szerepel b, akkor
x(g197) = a*1tkz = gkig*2 = y(g,)x(g,), igy x karakter G-n. a vélasztdsa folytdn a® = 1, ezért
ak = x(g) # 1.

J
F.15. Kévetkezmény
Véges kommutativ csoport g # e eleméhez van G -nek olyan y karaktere, amelyre y(g) # 1.
A
Bizonyitas:
Véges Abel-csoportnak van bazisa, igy alkalmazhat6 az el6z0 tétel.
U
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F.16. Tetel

|G|,ha x = xo

Legyen y a G véges Abel-csoport karaktere. Ekkor deg x(g) = { 0, hay #x
) 0

Bizonyitas:

Ha y = yq, akkor az 0sszeg minden tagja 1, igy az 0sszeg megegyezik G elemeinek szamdval.
Ellenkez6 esetben van G-nek olyan g, eleme, amelyre y(g,) # 1, vagyis 1 — x(go) # 0. G csoport,
ezért barmely G-beli g-hez van pontosan egy olyan g’, hogy g = go9’, igy, mikozben g’ végigfut G
elemein, azalatt g is egyszer és csakis egyszer egybeesik G valamennyi elemével, kovetkezésképpen

1 Z x(9) = Z x(909") = x(g0) Z x(g") = x(g0) Z x(9).

gea g'eG g'ec geG

Innen (1 — x(go)) Xgec x(g) = 0, és mivel az elsé tényezd kiilonbozik nullétdl, igy ¥ yeq ¥(g) = 0.
0

F.17. Tetel
|G, hag =e

Legyen g a G véges Abel-csoport rogzitett eleme. Ekkor Y. e x(g) = { 0, hag e

Bizonyitas:

Ha g a csoport egységeleme, akkor minden karakter értéke g-n 1, az 6sszeg megegyezik a ka-
rakterek szdmdval, ami viszont azonos G elemszamaval, hiszen G és g‘ izomorf csoportok. Ha viszont
g # e, akkor az F.15. Kovetkezmény szerint van olyan y; karakter G -n, amelyre y;(g) # 1. G cso-
port, igy valamennyi G-beli y-hez egyértelmiien megadhat6 egy olyan y’, amellyel y = y,x', ezért

1) 2@ = ) ()@ =0@) ). 1@ =1@) ) 1@

x€G x'eé x'eé geaG

tehdt (1 — x1(g)) Yyec x(g) = 0, ami csak tgy lehet, ha az dsszeg nulla.

U
F.18. Tétel (ortogonalitasi tetelek)
Legyen G véges Abel-csoport, x; és x, illetve g, és g, a G két karaktere és két eleme. Ekkor
- _ |G|,haX1=X2
D Toeati@R20) ={'g it
~ - _(lGl,hag; = g,
b) Yyeax(91)x(g2) = { 0, ha g, # gy;
A

Bizonyitas:
a) x1(9x2(9) = (raxzH(g) = x(g), és x akkor és csak akkor a fékarakter, ha y; = xs;
b) x(91)7(92) = x(9:192") = x(9). és g pontosan akkor lesz G egységeleme, ha g; = g,.

Most mindkét esetben alkalmazhatjuk az el6zd tételek eredményeit.

186



Fiiggelék: Abel-csoportok karakterei

Véges test karakterei

Amennyiben a csoport miivelete additiv, akkor a miivelettartds kvetelménye azt jelenti, hogy
x(g1 + g2) = x(g1)x(g,). Ezt figyelembe véve testnek mind az additiv, mind a multiplikativ cso-
portjdn definidlhatjuk a karaktereket, és értelemszerlien beszéliink a test additiv illetve multiplikativ
karakterérdl, ahol ez utdbbit kiegészitjiikk azzal, hogy a nullelemen legyen az értéke 0. Véges test
multiplikativ csoportja ciklikus, igy ciklikus a multiplikativ karakterek csoportja is ugyanazon renddel.
Ko6nnyen meg tudjuk adni a generdtorelemét: ha a test g-elem, és egy primitiv eleme g, akkor legyen
x9(9) = El(q_l), a test tobbi nem nulla elemére pedig a szorzattartds definidlja y, és vele egyiitt tet-
sz6leges karakter értékét.

Most megvizsgaljuk a véges test additiv karaktereit.

F.19. Tetel

Legyen [F, egy g-elemii véges test, IF,, a primteste, a bévités foka n, a € Fy-ra S(a) az a F,, fo-
16tti nyoma, tovabba ¢: [F,, — Z olyan, hogy p > k € N-re ¢(ke) = k, ahol e az [F,, egységeleme. Ek-

kor a k(a) = (gip))(p(s(a))

definicioval k az [F, additiv csoportjanak karaktere, [F;, minden mas karak-
tere kg, ahol f az [, tetszOleges eleme és kg (a) = k(Ba), és kiilonbozd By, f,-hoz kiilonboz8 karak-
ter tartozik.

A

Bizonyitas:

[F, minden nem nulla elemének additiv rendje p. Legyen y a test primitiv eleme, ekkor minden
elem egyértelmiien irhato fel a y legfeljebb n — 1-edfoki nemnegativ egész kitev0s hatvéanyainak [,
elemeivel vett linedris kombindcidjaként. K(]/j ) a definicidbdl lathatéan egy nem nulla komplex szam,
€s az S-fiiggvény tulajdonsdga alapjan ez igaz lesz F, minden elemére. A bazisfelirds egyértelmiisége
miatt x(a) egyértelm, és ismét S valamint ¢ additivitdsa miatt k miivelettartd, tehat karakter. Mindez
igaz k(Ba)-ra is, igy Kp szintén karakter. Azt kell még megmutatni, hogy a kg-k halmaza ekvivalens
[F4-val. Tudjuk, hogy ha B; # B, akkor van olyan a, hogy u’ = S(f,a) # S(B,a) = v', de ekkor kii-
16nb6z6 lesz u = p(u') és v = @(v') is. Ugyanakkor p > u € N, p > v € N, és egy p-edik primitiv
komplex egységgyok két kiilonbdzd, p-nél kisebb nemnegativ egész kitevds hatvanya kiilonbozd, igy
a Kg-k szama legalabb q. De tobb karakter nem lehet, hiszen véges Abel-csoport esetén a karakterek
szdma azonos a csoport elemszamaval, igy valoban nincs mas additiv karaktere [F,-nak.

[

F.20. Definicio

Legyen F, a p-elemii test bévitése, Fy-ra S(a) az a [, fol6tti nyoma, ¢: [F, - Z olyan, hogy

(Sip) )<P(5(a))

p >k € N-re p(ke) = k, ahol e az F,, egységeleme. A k:F, - C, k:a — fliggvény az

[, (additiv csoportjanak) kanonikus karaktere.
A
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