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1. fejezet - EIOSsz6

Ez a jegyzet elsdsorban geofizikus hallgatok szamara irodott. A célja, hogy bevezesse a hallgatokat az
inverzidelméletbe, €s néhany gyakorlati példa segitségével felkészitse dket, hogy egyszeriibb inverzids példakat
maguk is meg tudjanak oldani, a megoldas és az eredmények elemzése soran pedig 6k maguk is kozelebb keriiljenek
az elmélethez.

Az inverzidelmélet alapjainak megértetésével az a célunk, hogy a leendd geofizikusok kés6bb képesek legyenek
a szakirodalom olvasasa soran megérteni az 0sszetettebb inverzios problémakat és megoldasukat.

Az inverzidelmélettel kapcsolatban tobb — koztiik sok angol nyelvii — tankonyv 1étezik. A tankdnyvek az elméletet
szamos esetben példak segitségével probaljak érthetébbé tenni. Az inverzidelmélet — mivel altalanossagban a
mérésekbdl torténd informacio kinyerésével foglalkozik, — valamennyi geofizikai modszerrel kapcsolatos. Emiatt
az inverzié bemutatasahoz felhasznalt példak a geofizika tobb teriiletérél meritenek.

A geofizikai inverzioval foglalkozé konyvekben szdmos nem klasszikus geofizikai példat talalunk. Ennek az az
oka, hogy az inverzidhoz felhasznaljuk az Gn. ,,direkt feladat” megoldasat, ami sok esetben bonyolult (egy-egy
geofizikai témakdr altalaban tobb féléves tantargy). Emiatt egy inverzios jegyzet kompromisszumot kell, hogy
talaljon ako6zott, hogy egy-egy példat annak szinte teljes geofizikai hatterével egylitt bemutasson, illetve akdzott,
hogy a direkt feladatok levezetését ismertnek tételezi fel, és csak az inverz feladatot targyalja. Meggy6zddésiink,
hogy a lehet6 legegyszertibb direkt feladatokat érdemes alkalmazni az inverzioé bemutatasahoz azért, hogy a direkt
feladat bonyolultsaga ne vonja el a figyelmet magarol az inverziorol.

Ebben a konyvben a példaként felhozott problémak egy része geofizikai, de tekintettel az tirtudomanyi képzésre
részletesen targyalunk egy tavérzékelési-képfeldolgozasi problémat is. Azok a példak, amelyeket szamolassal
kidolgozva szerepeltetiink a jegyzetben, tobbnyire egyszerli geometria feladatok, mivel ezeknek a problémaknak
a megértése és a szamolasok reprodukaldsa a koordinata-geometria alapszintli ismeretét tételezi fel.

Az inverzidelmélet megértése a linearis algebra és a valoszin{iség szamitas ismeretét igényli. Ezeket a témakoroket
a jegyzet elején vazlatosan targyaljuk.

Egy ilyen széles teriiletet atfogd jegyzet tobb forras anyagat probalja meg egy egységes miibe dsszedolgozni. Az
egyes teriileteket, illetve az inverzi6 kiilonféle megkozelitéseit olyan mélységig kell bemutatnia a jegyzetnek, hogy
az olvaso szamara megértheto és elsajatithato legyen. A mennyiségi korlat miatt a forrasok szdvegeit roviditeni
kellett. Abban az esetben, ha valamelyik olvasé egy adott részteriilettel komolyabban akar foglalkozni, akkor kézbe
kell vennie az adott témakorrel foglalkozo forrasokat.

Mivel kiilonbozo ,,iskolak™ eljarasait probaltuk egy egységes miibe egybedolgozni, nem lehetett a jegyzetben a
képletekben alkalmazott jelolésrendszert teljesen egységesiteni: emiatt az egyes fejezetekben nagyrészt megtartottuk
az eredeti forrasmt jel6lésrendszerét. Ez megkonnyiti az érdekl6do olvaso szamara az eredeti forrasmii hasznalatat.
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2. fejezet - Linearis algebra
osszefoglalo

Ebben a fejezetben a matrixokkal kapcsolatos — az inverzidelmélet megértéséhez sziikséges — ismereteket tekintjiik
at. A matrixokkal kapcsolatos alapveté miiveleteket ismertnek tételezziik fel. Ilyen miiveletek példaul: matrixok
Osszeadasa, szorzasa, matrix szorzasa vektorral, egységmatrix fogalma stb.

2.1. Matrixok és vektorok

A vizsgalataink soran NxM méretii, valds szamokbdl alléo matrixokkal foglalkozunk, ahol N a sorok, M pedig az
oszlopok szdma. Eszerint egy NxM méretli A matrix:

ARV 2.1

Egy A matrix elemei 4;; valos szamok (az els6 index a sorok, a masodik az oszlop szamat jelenti.)

Egy matrix sorat sorvektornak, egy oszlopat oszlopvektornak tekintjilk. Amennyiben egy matrix oszlopainak és

: r : JIR - re e . — NaeM
sorainak a szama megegyezik, a matrixot négyzetes matrixnak nevezziik (AR 7).

Egy NxM méretli matrix A matrix transzponaltjan azt a M*N méretll matrixot értjiik, amit ugy kapunk, hogy
a matrixot a foatlojara tiikrozziik. Jele AT Ha egy matrix megegyezik a transzponaltjaval akkor szimmetrikus,
(A = AT), ha a transzponaltja minusz egyszeresével, akkor antiszimmetrikus (A = - AT). (Ekkor a matrix
oszlopainak és sorainak szdma megegyezik: M = N.)

A jegyzetben egy vektort altalaban oszlopvektornak gondolunk. Ezt igy is értelmezhetjiik, mint egy Nx1 méretii

matrixot, és kiterjeszthetjiik r4 a matrixok szorzasara bevezetett miiveletiinket. Ennek segitségével egy A € RV

reRY ‘=A-x

matrix és egy X = R*¥ vektor szorzata az alabbi ¥ vektort jelenti: * , aminek elemeit az alabbi formulaval

W

kapjuk: = (az eredmény szintén egy oszlopvektor!)

- TN
Egy matrix el6allithaté két vektor diadikus szorzataként. Tekintsink egy X =R oszlopvektort és ¥ €5
oszlopvektort. Képezziik y-bol transzponalassal az yT sorvektort. Ekkor egy C matrix el6allithato (a szorzas miivelet
érvényben tartasaval):

=xv' o, (o . Co=x-1,
C=X¥" ahol a C métrix mérete: M x N (a matrix elemei: Cy=x%-2, ).

Egy Qer™ matrix ortogonalis, ha Q'-Q=I , vagyis az egységmatrix. Ebben az esetben az oszlopvektorok
merdlegesek egymasra, és a norméjuk egységnyi. (A merdlegesség a skalaris szorzat segitségével definialhato:
két, nem nulla hosszusagu vektor merdleges egymasra, ha a skalaris szorzatuk nulla. A vektor normajan itt a hosszat
értjiik.) Az ortogonalis matrixok forgatast valdsitanak meg, a transzformalt vektor hossza (normaja) nem valtozik
meg.

2.2. Amatrix rangja

Tegyiik fel, hogy van N darab vektorunk (x;, X,,..., Xy) amelyeknek azonos a dimenzioja (de a dimenzi6 nem kell
pontosan N legyen!), és vizsgaljuk meg, hogy ezek linearkombinaciéja milyen egyiitthatok mellett adja ki a null-

N
>ox, =0
vektort. Haa !
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Linearis algebra dsszefoglalo

fennall ugy, hogy legalabb egy egyiitthatd nem nulla, akkor a vektoraink linedrisan 6sszefiiggéek. Amennyiben
az egyenldség csak akkor all fenn, ha az 6sszes egylitthatd zérus, akkor a vektoraink linearisan fiiggetlenck. Egy
vektortér dimenzidja megegyezik a linedrisan fiiggetlen vektorok szamdéval, amelyek linedrkombinacidjaként a
vektortér barmely eleme el6allithatd. Ezek a vektorok bazist alkotnak.

Egy vektortér altere az a nem {ires részhalmaz, amire igaz hogy:
* Barmely két elemének Osszege a részhalmaz eleme.

* Barmely elemének egy skalarral vett szorzata a részhalmaz eleme marad.

Egy A€ B matrix oszlopvektorai tehat RY egy alterét feszitik ki. Ennek az altérnek a dimenzidjat az adja,
hogy ezek koziil hany vektor linearisan fiiggetlen. Az oszlopvektorok altal kifeszitett alteret R(A)-val jeloljik,
dimenzidja pedig a matrix rangja.

(=)

[ S ]

A= 4
Példaként tekintsiik az 13 6] matrixot. Ennek a két oszlopvektora nem linearisan fliggetlen, emiatt csak
egyetlen linedrisan fliggetlen vektor van, emiatt a dimenzidja, vagyis a matrix rangja 1.

Az A matrixhoz kapcsolodo mésik alapvetd alteret azok a vektorok alkotjak, melyek kielégitik az A-X =0 homogén
egyenletet. Ezt nevezziik a matrix null-terének.

Példaul az elébbi A matrixhoz az x = (-2, 1) vektor és annak tobbszordse a matrix null-terét alkotja.
A matrixok rangjanak kozponti szerepe van az inverzidelméletben szerepld egyenletek megoldhatosaganak

matrixokhoz definialt determinans fogalmat. Bizonyitas nélkiil k6zoljiik az NxN-es matrix determinansanak
kiszamolo képletét, ami:

170 ia

det(A)= > (-1 """""E'\"-al:l S (2.2)
ahol az Osszegzés az (I, 2, ..., N) Osszes permutacidjara torténik, és I(i;, iy, ..., iy) jeloli az (i}, iy ..., iy)

permutacidban 1évé inverzidk szamat. Egy NxN-es matrix egyik eleméhez tartozo6 (NV-1)-ed rendl aldeterminansa,
a matrixbol az adott elem oszlopaban és soraban levd elemek elhagyasaval kapott (N-1)x(N-1)-es matrix
determinansa.

A matrix rangjara vonatkozd masodik definicié szerint a matrix rangja k, ha k-ad rendii a matrix legnagyobb el
nem tiind (nem nulla értékii) aldeterminansa.

2.3. Sajatérték, sajatvektor, karakterisztikus
egyenlet

A matrixok linearis operatorok reprezentacioi, amik altalanossagban a vektorok matrixokkal torténd szorzasa
soran egy vektort egy masik vektorra transzformalnak.

A transzformalas (a matrixszal valo szorzas) soran az eredményként 1étrejovo vektor iranya eltér a kiindulo
vektorétol. Talalhatok azonban olyan vektorok, amiknek a matrixszal val6 szorzas utan nem valtozik az iranyuk,
ezek a sajatvektorok.

A fenti megfogalmazas a sajatvektorokra az alabbi egyenlettel fejezheto ki:

As=i-s 2.3)
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Linearis algebra dsszefoglalo

Ahol s a sajatvektor, 4 pedig a sajatérték.

Az egyenlet atrendezésével kapjuk a karakterisztikus (vagy szekularis) egyenletet:
det (A—AI)-s=F,(A)=0 (2.4)

Ahol I az egységmatrix. Ez az egyenletrendszer csak akkor oldhaté meg, ha az egyenletben szerepld determindns

értéke nulla. Ha az A matrix NxN-es, akkor az egyenlet, tulajdonképpen A-nak egy N-ed foku polinomja: B(4) ,

amelynek N darab gydke van.

Definidlnunk kell még a minimalpolinomot: Ez a legalacsonyabb fokszdmu olyan polinom, amelybe az A matrixot
behelyettesitve 0-t kapunk. A minimalpolinom gy6kei megegyeznek a karakterisztikus polinom gyokeivel, legfeljebb
multiplicitasuk kiilonb6zo. (A karakterisztikus polinomban tobbszoros gyokként jelennek meg.) A minimalpolinom
altalaban megegyezik a karakterisztikus polinommal.

Ha minimalpolinom gydkei egyszeresek, akkor a matrix diagonizalhat6. Egy matrix diagonizaltja:

__21 0 ... 07] \'I
0 A 0 - f oy =T
A=[up, uy ]| . , =U-diag(i)-V (2.5)
0 0 A | | vy

Ahol UF-V=U-Vi= I vagyis U oszlopai a baloldali, V sorai pedig a jobboldali sajatvektorok.
Az A matrix fenti formaban torténd eldallitasat spektralfelbontasnak nevezziik.

A sajatvektorok biortonormalt rendszert alkotnak. (Normaltak, vagyis az egységvektorok norméja egységnyi.
Ortonormaltak, vagyis két, nem ugyanahhoz a sajatértékhez tartozd egységvektor skalaris szorzata nulla.) A
biortonormaltsag definicioja szerint a skalaris szorzataikra:

T _
v;-u; =0 ahol 6 a Kronecker féle szimbolum.

A polinom gyokeinek vizsgalata nélkiil is megallapithatjuk, hogy ha egy matrix felcserélhet6 az adjungaltjaval,
akkor az diagonizalhato. (A matrix adjungaltja, a matrix eléjeles aldeterminansaibol képzett matrix transzponaltja.)
Ilyenek a szimmetrikus matrixok. (Az inverzid soran sokszor ilyen matrixok szerepelnek.) Ezeknek a matrixoknak

a jobb és baloldali sajatvektorai megegyeznek: V = U, ahol U unitér matrix, amelynek inverze megegyezik a
transzponaltjaval.

Ezen tételek segitségével megfogalmazhatd a matrix rangjara egy harmadik definicio is: a matrix rangja a 0-t6l
kiilonbozé 4; sajatértékek szama.

2.4. Az altalanositott inverz

Az inverzi6 alkalmazasa soran — szamos esetben — linedris egyenletrendszereket oldunk meg, amelyek altalanos
alakban igy néznek ki:

v=A.x (2.6)
ennek megoldésa:
x=Aly 2.7)

ahol A™! a matrix inverze. Egy matrix inverzét az alabbi egyenlet definialja:
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Al AT (2.8)

b
vagyis egy matrix inverzének sajat magaval vett szorzata az egységmatrix.

A matrixszorzas nem kommutativ miivelet, vagyis ha egy matrixot balrol vagy jobbrol szorzunk meg egy matrixszal
nem ugyanazt az eredményt kapjuk. Emiatt definialhato bal oldali inverz és jobb oldali inverz.

L R , , Y=R" o
Egy “*' es matrix altalanos inverze az ‘“~*' '**' matrix, amire igaz, hogy:

RR'R=R (2.9)

2. B
Az **' matrixnak tobb altalanositott inverze 1étezik, ezek egy csoportjat alkotjak a reflexiv altalanos inverzek,

amikre érvényes a fenti definicio mellett, hogy:

P P (2.10)

3. Az éltalanos inverzek tovabbi tulajdonsaggal is rendelkezhetnek:

R.R | =R, R (2.11)

vagyis hogy a szorzat Hermitikus legyen Ez akkor teljesiil, ha a zardjeles kifejezésben a szorzatmatrix komplex
konjugaltja megegyezzen a szorzatmatrix transzponaltjaval. Az ilyen tipustu matrixok sajatértékei valosak. Az
inverzidelméletben valos elemil, altalaban szimmetrikus matrixok szerepelnek, amelyekre ez a feltétel teljesiil. Az

ennek a feltételnek megfeleld R. matrixokat balrél gyengén altalanositott inverzeknek nevezik.
4. Emellé definialhato a jobbrol gyengén altalanositott inverz:

RR; =RR; (2.12)

R
Egy “*' matrixhoz talalhaté olyan matrix, amelyik a fenti négy feltételnek egylittesen megfelel. Ez a matrix

egyértelmil, és Moore-Penrose féle pszeudoinverznek nevezziik. Jelolése: "= .

R . : . : :
A '~ pszeudoinverz matrixot a Lancos-felbontas (szingularis érték dekompozicio, Singular Value Decomposition)
felhasznalasaval valosithatjuk meg.

2.5. Matrixok SVD felbontasa

A felbontés alaptétele, hogy barmilyen A € R matrix felirhaté az alabbi alakban:

A=T.Z.V"T (2.13)
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ahol az U matrix NxN-es, és oszlopvektorai az AT-A sajatvektorai, a V matrix MxM-es és sajatvektorai az AAT
matrix sajatvektoraival egyeznek meg. A X matrix (NxM-es), féatlojaban a AT-A sajatértékeinek pozitiv
négyzetgyokei — az Un. szingularis értékek — allnak. A tobbi elem nulla.

AzAT-A sajatértékei megegyeznek A- A" nemnulla sajatértékeivel. A nem nulla sajatértékek szdma megegyezik
az A matrix rangjaval.

Az A matrixbol konstrualjunk egy S matrixot az alabbi modon:

o AT

Sz;‘_ct'f l]l

2.14)

Az S matrix mérete: (N+M)x(N+M). Az S matrix szimmetrikus, igy sajatértékei valosak. A sajatértékek legyenek
0;, a hozzajuk tartozo sajatvektorok w;.

A sajatértékekre vonatkozd egyenlet:
Sw,=0,-w, (2.15)

Az (N+M) elemii sajatvektort osszuk két részre: egy N elemi u és egy M elemi v vektorra.

Ekkor a sajatértékekre vonatkozo egyenlet:

F0 AlTe ] fu]
ot olle 7%, | (2.16)

Ami a hipermatrixban szerepl nullmatrixok miatt, az alabbi két egyenletre esik szét:

AT, =0,V
' C (2.17-2.18)
Av.=0-u,

(A masodik egyenletet atirhatjuk AV =UZ  formaba, amit késébb még felhasznalunk.)

Az ebben a két egyenletben szerepld vektorok tehat a sajatvektor o; —szeresei. Ezt a vektort beirva a sajatérték
egyenletbe, kapjuk hogy:

o Al .—'!L-T__— [u
AT ollaTw 7% %, (2.19)

Vagyis:

A AT =0,

. 2.20-2.21
AT.A.v =clv, ( )

Az u; vektorok tehat az A-AT matrix sajatvektorai, az v; vektorok viszont az AT-A matrix sajatvektorai. A o;
—sajatértekek igy mindkét matrixhoz megegyeznek.

Az u; vektorokbdl, mint oszlopvektorokbol alkotott U és az v; vektorokbdl alkotott V matrixok ortogonalis
négyzetmatrixok, amikre fennall, hogy:

U'U=TU" =1, (2.22)
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és
Viv=vVvi=1, (2.23)

A V matrix ortogonalitisa miatt a korabban kiszamolt AV =UZ egyenlet (2.18) a
A=U.E.V? (2.24)

Alakban irhato fel.

Ha az A matrix rangja 7, akkor a felbontas igy is felirhato:

b
A=[U,.U,] “0 |=T,-T, V] (2.25)

Ahol U, és V,. matrixok az U és V matrixok elsO  oszlopat tartalmazzak, és a X, pedig egy »>r méretii, a nullatol
kiilonboz6 szingularis értékeket tartalmazo diagonalis négyzetmatrix.

Az altalanositott inverz tehat a Lanczos-féle felbontas alkalmazasaval:
AUV =v.xl.UT (2.26)

Ahol a X1 foatlojaban az 1/0; szingularis értékek reciprokai szerepelnek (0,70 esetekben).
Vizsgaljuk meg, hogy az SVD eljarassal nyert inverzet alkalmazva, visszakapjuk-e az inverzmatrix (2.8) egyenlettel

P4

eredményezi!

AF A=V U U EVIi=V.ELE VT (2.27)

Ez a kifejezés csak akkor ad egységmatrixot, ha a I E=I Ezta gyakorlatban ellendrizve azt kapjuk, hogy M
> N esetben, (amikor a matrix oszlopainak szdma nagyobb vagy egyenld az sorok szamanal), akkor A jobboldali
inverze A-nak, ha N > M akkor a baloldali inverze. A A™ csak akkor kétoldali inverze A-nak, ha N = M = r. Ekkor

Ha az A matrix felbontasaban szerepelnek 0 szingularis értékek, akkor az inverzet igy definialhatjuk:
AT=V .E'.UT (2.28)
Ekkor X egy diagonalis négyzetmatrix, amellyel fennall a két egyenldség:

AT A=V V]

2.29-2.30
A AF=T, .UT ( )

Az els6 egyenlet akkor egyenld az egységmatrixszal, ha M = r, a masodik egyenlet pedig ha N = m.
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3. fejezet - A valésziinliségszamitas
alapjai

A kornyezetiinkr6l alkotott kép pontositasahoz méréseket végziink. A méréseinkkel kapcsolatos szamos tapasztalatot
és jelenséget értelmezni tudunk a valdszinliségszamitas és a matematikai statisztika segitségével. Tekintsiik at
roviden a valoszinliségszamitas alapjait!

3.1. A valésziniiség

A valosziniiségszamitas véletlen tomegjelenségekkel foglalkozik. Elvileg eszerint egy mérés (kisérlet) végtelen
sokszor elvégezhetd.

Egy kisérletnek — mérésnek — tobb kimenetele lehetséges. Egy adott kimenet elemi eseménynek nevezzik, és ®-
val jeloljiik. Az elemi események Osszessége az () eseménytér. Az eseménytér valamely részhalmazat Gsszetett
eseménynek nevezziik, és a latin abc betiiivel (4,B,...) jeldljik.

Tegyiik fel, hogy n-szer elvégezve a kisérletet kp-szor kovetkezik be 4 esemény. Ekkor a k,/n hanyadost az A
esemény relativ gyakorisaganak nevezziik. Tobbszor is megismételve a kisérletsorozatot, mindig n-szer elvégezve
a kisérletet, azt tapasztaljuk, hogy a kapott k,/n hanyadosok egy elméleti érték koriil ingadoznak. Ezt az értéket
P(A)-val jeloljiik, és az A esemény valosziniiségének nevezzik.

A valoszinliségekre fennall:
D=P(4)=1 3.1

Egy A esemény valosziniisége nulla, ha az esemény soha nem kdvetkezik be, és / ha biztosan bekdvetkezik.
Tekintsiink az 4 és B eseményeket. (Ezek az elemi események egy-egy részhalmazai.)

A két esemény 0sszegén (4+B) azt értjiik, hogy legalabb az egyik bekovetkezik. Két esemény szorzata (4-B) azt
jelenti, hogy mindkett6 bekovetkezik. Egy 4 esemény B (nem nulla val6szintiségil) eseményre vonatkozo feltételes
valésziniiségét tigy értelmezziik, hogy annak a valdszinlisége, hogy 4 esemény bekovetkezik, ha B esemény
bekovetkezett. Ennek értéke kiszdmithatd az 4-B és a B esemény valdszintiségébol:

P |'_.11- B..l
P(B)

P(4|B)= (3.2)

A feltételes valoszinliségre igazak a kovetkezok, hogy a feltételes valdsziniség is a [0, /] zart intervallumon vehet
fel értekeket, és egy esemény sajat magara vett feltételes valosziniisége egységnyi: P(B|B)= 1.

Egy véges vagy megszamlalhato {4,} (n=1,2,...) eseményekbdl all6 eseményrendszert teljesnek nevezziik, ha i

# J esetén 4-4;=0 (vagyis az események diszjunktak) és az A4,események koziil pontosan egy biztosan (/
valdsziniiséggel) bekovetkezik. (A kapcsos zardjel a ,,halmaz” jele.)

P24 ;=Z|,P|'_.1L.__'|'] =1 (3.3)

(Vagyis a teljes eseményrendszer Osszetett eseményeinek dsszegének valdszinlisége megegyezik az események
valdszintiségének Osszegével.)
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Az Q eseménytéren (az elemi események halmazan) értelmezett barmely fliggvényt valésziniiségi valtozénak
nevezziik. A méréseinket is tigy tekinthetjiik, mint egy valosziniiségi valtozot, vagyis egy elemi esemény realizacidjat,
fuggvényét, amit a gérog abc kisbetiijével jeloliink.

Célszertliségi okokbol tobb mérést egyiitt kezelhetiink, ekkor a méréseinket egy valosziniiségi vektorvaltozo
. e E=(8.5. 8,
elemeinek tekintjiik: =\

A valoszinliségi vektorvaltozot nevezik tobbdimenzids valésziniiségi valtozonak is.

A valosziniiségi valtozo lehet folytonos vagy diszkrét. Egy tdvolsdgmérés eredményét tekinthetjiik folytonos
valtozonak, bar egy mérdszalagot mm-es pontossaggal tudunk leolvasni.

3.2. Valészinilségi valtozok eloszlasfuggvénye
és suriségfuggvénye
Definidljuk egy valdsziniiségi valtozo eloszlasfiiggvényét!

Valamely & valoszintiségi valtozo F(x) eloszlasfiiggvény az (¢ < x) esemény valoszintiségét leird fliggvényt értjiik:
Fx)=P(f=x) (3.5)

A valdszinliségi valtozokrol és a relativ gyakorisagrol mondottak alapjan, ha egy mérést n-szer elvégziink, akkor

F ['._-.;.'| - [l—F['__\’_'l_l

kozelitbleg " esetben fogunk x-nél kisebb, és - esetben x-nél nagyobb értéket mérni.

A késobbiekben meg fogunk vizsgélni néhany fontos eloszlasfiiggvényt. Ezek az eloszlasfiiggvények matematikailag
jol kezelhetd fliggvények, és —késébb bemutatott médon — kapcsolatba hozhatdk a méréseinkkel. Ezeket eloszlasnak
nevezziik, (pl. egyenletes-, normalis-, log-normalis-eloszlas).

Az closzlasfliggvény tulajdonsagai:
Az F eloszlasfiiggvény értéke mindig 0 és 1 zart intervallumba esik: 0= F =1

e . .. L X , F(x)=F(x)
Az F eloszlasfiiggvény monoton nem csokkend: * =2 esentén 1. £

limF(x)=F(-x)=0 lmF(x)=F(x)=1
Az eloszlasfiiggvényre mindig teljesiil: == gs =

Ha a ¢ valoszinliségi valtozo eloszlasfiiggvénye F, akkor annak valdszinisége, hogy ¢ a (c,d) intervallumba esik:

Plc=f=d)=F(d)-F(c)

Ha az F fiiggvény az *=¢ helyen folytonos, akkor annak valdszintisége, hogy g =c , éppen: Plg=c)=0

Diszkrét valoszintiségi valtozok esetén az F fliggvény szakaszonként konstans fliggvény.
Folytonos valdszintiségi valtozé striiségfiiggvényét az alabbi mddon definialjuk:

Ha egy valoszinliségi valtozohoz tartozd F eloszlasfiiggvény valamely intervallumban differencialhat6, akkor
ebben az intervallumban a stirliségfliggvény az eloszlasfiiggvény derivaltja, vagyis:
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f=F (3.6)

A fenti definiciobol adodik:
E(x)=[ fle)at (3.7)

A striiségfiiggvény tulajdonsagai:

* £ 20

[* Fle)de=1

Plezz<d)=["fr)dt

Definialhatjuk egy ¢ valosziniiségi valtozd A eseményre vonatkozo feltételes valosziniliségét leiro feltételes

Fix|d)=P(£=x P(4]z0

eloszlasfiiggvényen az x valtozonak az alabbi fliggvényét értjiik: ) felteve hogy

flx[A)=F'(x

Haaz F(x|4) fliggvény x szerint differencialhatd, akkor az 4) fiiggvény a £ valtozo 4 eseményre

vonatkoztatott feltételes siirtiség fiiggvénye.

Folytonos eloszlas esetén, eléggé kis Ax-et valasztva kapjuk, hogy:

P(xszsxtix)=[ flt)de~f(x)Ax (3.8)

Készitsiink egy diagramot, amely a striiségfiiggvény empirikus kozelitésére szolgal. Ehhez a diagram vizszintes
tengelyén osszuk fel a & valosziniiségi valtozo altal felvehetd értékek tartomanyat Ax intervallumokra. Végezziik
el n-szer a kisérletet, és jegyezziik fel a kisérletek eredményeit. Jelolje &, azoknak a kisérleteknek a szamat, amikre

ks —k
x-nél kisebb eredmény sziiletett. Az (x,x+Ax) intervallum folé rajzoljunk fel a  #-A%  magassagi téglaalapot.
Ez a mennyiség a relativ gyakorisag osztva Ax-szel. Ezt a diagramot hisztogramnak nevezziik.

A & valosziniiségi vektorvaltozo eloszlasfiiggvénye a
F(x)=P(t=x) (3.9
fiiggvény, amely részletesen kiirva:

Flog.g, x| =P(&=x.8=x. & <x) (3.10)

A &1,5,...,&, valoszintiségi vektorvaltozo elemek koziil kivalasztott m < n szdmu valoszinliségi valtozo egytittes
eloszlasat m-dimenzios peremeloszlasnak nevezziik. A peremeloszlas az eredeti eloszlasfiiggvénybdl igy kaphato
meg, hogy a kivalasztottak k6zott nem szerepld n-m szamu valosziniiségi valtozo argumentuma helyére +oo keriil.
A peremeloszlasokat a feltételes valoszinliségek felirasahoz hasznalhatjuk fel.

Ha a &,6,,...,¢, valoszinliségi valtozok folytonosak, akkor értelmezhetd az valésziniiségi vektorvaltozo
stiriiségfiiggvénye az alabbi modon:
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f@:ﬂ&@wpm;fii;i- 3.11)

3.3. A valésziniségi valtozok jellemzoi

Egy valoszinliségi valtozo eloszlas vagy stirliségfliggvénye pontosan jellemzi a valtozo viselkedését. Képezhetiink
azonban olyan mennyiségeket, amelyek segitségével egyszeriibben és szemléletes mddon jellemezhetiink egy
valdsziniiségi valtozot.

A varhato érték

Egy valoszinliségi valtozo varhato értéke egy skalar mennyiség, ami a £ valosziniliségi valtozo fiiggvénye. A varhato
értek képzeés jele: M(&)

Folytonos valtozo esetén:
M(2)=[ x f(x)ax (3.12)

Integral adja meg az eloszlas varhato értékét, diszkrét valtozo esetén, amikor a & valtozo az x,x,,...,x, érékeket
veheti fel, az egyes értékekhez p, py,..., p, valosziniliségek rendelhetdk, akkor a varhato érték:

M(£)=Xp-x (3.13)

iml

A median

A median az az érték, amelynél a valosziniiségi valtozo 0,5 valoszinliséggel vesz fel kisebb értéket. Egy valosziniiségi
valtozo medianjara igaz, hogy

Fim,)=03 (3.14)
Ahol m, a median.
A szoras
A masik fontos mennyiség, amivel egy eloszlast jellemezhetiink a szoras és annak négyzete a variancia.

A szbrasnégyzet definicio szerint a varhatd értékt6l vald eltérés négyzeteinek varhato értéke, képlettel:
G (&)=M((2-M(2))) (3.15)

Ez kifejthetd:
o (2)=M(&)=(M(2)) (3.16)

Vagyis a valtozok négyzeteinek varhatd értékébdl kivonva a varhatd érték négyzetét. Ez a mennyiség mindig
pozitiv.

11
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Momentumok és centralis momentumok
A ¢ valdszintiségi valtozo k-adik momentuma:

o, =M (£) (3.17)
A k-adik centralis momentum:

o, =M((£-M(2))) (3.18)

A masodik centralis momentum a szérasnégyzet.

Két vagy tobb valtozé egyuttes eloszlasat jellemzo
mennyiségek

Két valosziniiségi valtozo, vagyis egy kételemi valoszintiségi vektorvaltozo varhato értéke az egyes valtozo-elemek
varhat6 értéke:

M([&.n0])=[M(£).M(n)] (3.19)

Ahol a szogletes zarojel a vektorképzés jele.

A fenti képlet szerint, egy valosziniiségi vektorvaltozo esetén a elemek varhato értékei a varhaté érték vektor
elemei.

Valoszinlségi vektorvaltozokra a vektorialis felirast alkalmazva, irhatjuk, hogy:
a=M |'_E__'|=‘|‘x-f|'_x_'|a‘x (3.20)

Ahol a a varhat6 érték vektor, f{(x) az egyiittes stirliségfiiggvény.

ugy hogy a varhat6 értektol valo eltérés négyzetét a vektorvaltozo két elemének a sajat varhato értékiiktdl vald
eltérésének szorzataval helyettesitjiik:

e, =M((2-M(£))-(2-M(2])) (321

a c; mennyiségek egy matrix, a kovariancia-matrix (C) elemei. A matrix f6atlojaban az egyes valtozok

szorasnégyzetei (varianciai) allnak.
o'(&)=c; (3.22)

A kovariancia-matrix mindig szimmetrikus (c; = ¢;;). A kovariancia-matrix egy nem diagonalis eleme (c;) a

sora tehat az adott indexii valtozonak a tobbi valtozohoz valo viszonyat jellemzik.

A fenti képlet a vektorialis feliras alkalmazasaval:

C=M((z-a)-(2-a)"| (3.23)
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T . - . . . P P TIR o
A kovariancia-matrix egyes sorait osszuk végig az sor i indexével azonos indexti valtozo szorasértékeivel, ~ -~

[£.]

-vel! A kapott matrix oszlopait osszuk végig az adott oszlop j indexének megfeleld szorasértékkel, =/ -vel :

c. €.
7 Z—G_. = =—\":£ (3.24)

Az igy kapott matrixelemek az in. korrelaciés matrix (R) elemei. Ennek féatlojaban — a definiciobol konnyen

levezethet6en — 1-ek allnak, a nem-diagonalis elemekre pedig érvényes hogy: —l=g =l

A korrelacios matrix elemei azt fejezik ki, hogy két valoszintliségi valtozéo mennyire ,,korrelal”, vagyis mennyire
erds kapcsolatban vannak egymassal.

A féatloban szerepld 1 értékek azt fejezik ki, hogy egy mennyiség sajat magaval tokéletesen korrelal. A nem
diagonalis helyen levd, 1-hez kozeli érték azt fejezi ki, hogy a két valtozo (amelynek indexeit a sor és az oszlop
sorszama adja meg) erdsen korrelal, a -1 kozeli érték erds negativ korrelaciét jelent.

Ha két valdszintiségi valtozo fiiggetlen, (vagyis egymasra vonatkoz6 feltételes valoszintiségiik 0) akkor a koztiik
levo korrelacios egyiitthato értéke 0. (Forditva azonban nem igaz, két valtozo 0 korrelacidja nem jelenti a két
valtozo fliggetlenségét.)

3.4. Nevezetes eloszlasok

Nagyon sokféle eloszlas 1étezik, ezek koziil csak néhany — az inverzidelmélet szempontjabol—kiemelkedden fontos
eloszlast mutatunk be.

Egyenletes eloszlas

Egy (a,b) intervallumon egyenletes eloszlas eloszlasfiiggvénye:

F(x)=22 (3.25)
0 b—a
striségfiiggvénye pedig
flx)=—— ha a=x=h)]
C b-a ' ' (3.26)

Flx)=0 egvébként

. i Y
Varhat6 értéke \a+ b-"f', szorasa \o a.|}."1_

Laplace (kétoldali exponencialis) eloszlas

A foldtudomanyokban gyakran alkalmazott eloszlas, mert gyorsabban cseng le, mint a normalis eloszlas. A standard
alak stirtiségfliggvénye a kdvetkezo:

fix) =ée""" (3.27)

Az altalanos alak:
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=
Flx) =:—be s (3.28)

Ahol a 2= 04z eloszlas skala paramétere és My helyparaméter. Az eloszlas varhato értéke H 3 szorisa pedig

V2.5

Normalis eloszlas

A normalis eloszlas a valosziniiségszamitasban és statisztikaban kdzponti jelentdségii.

Egy ¢ valoszintiségi valtozé normalis eloszlast, ha eloszlasfiiggvénye a kovetkezo:

F(x)=P(i=x)= =7 dr (3.29)

1 = -

Az egyvaltozos normalis eloszlast szokasos jeldlése N(a,0), ahol a az eloszlas varhato értéke, o pedig a szorasa.
Az eloszlast a varhato érték és a szoras egyértelmiien megadja. A normalis eloszlas masik neve Gauss eloszlas.

A normalis eloszlas stirtiségfliggvénye az eloszlasfiiggvény derivaltja:

flx)= e = (3.30)

1
o7

Az N(a,0) eloszlas stiriiségfiiggvényének képe a haranggdrbe (Gauss-gorbe). A haranggdrbe szimmetriatengelye
az a varhato értékhez esik, és alakjat a o szords adja meg. A gorbe inflexids pontja o tavolsagra van a gorbe
tengelyétol.

A normalis eloszlasu ¢ valdszintiségi valtozo standardizaltja a

& == (3.31)
Valoszintiségi valtozo, amelynek varhato értéke 0, és szorasa 1. Ennek eloszlas- és stiriségfiiggvénye:

P e ) 1 U _i
Qlu)=Pl& <u|l=—=| e
- 3 B ¥ o -
vor (3.32-3.33)

L..;

g 1

¢u)= \%

Tobbdimenzids (tobbvaltozés) normalis eloszlas

A Ej,*:(f 1, & ... &) valoszinliségi vektorvaltozo egylittes eloszlasa akkor n-dimenzids normalis eloszlés, ha folytonos,
és stirliségfiiggvénye a kovetkezo alaku:

- . \ 1 —i{x—a Totiy_a)}
)= Flag )= —— e T * (.34)

(27)% Jdet C

Ahol a=(a;, a,,,...,a,) a varhato értékek vektora, C pedig a (3.21) képlettel definialt kovariancia matrix (detC #
0). A c’! jelolés a kovariancia-matrix inverzét jelenti.
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3.1. dbra. Kétvaltozos normalis eloszlas striségfiiggvénye

2 .
X~ eloszlas

Legyenek (¢}, &5, ..., &,) fliggetlen normalis eloszlasu, 0 varhato értékii és 1 szorast valoszintiségi valtozok. Képezziik
egy Uj valoszinliségi valtozot az alabbi modon:

zi=X& (335)
fml

Ennak a valdsziniiségi valtozonak a sliriiségfiiggvénye:

ko (x) = @ 2 (336)
= _[n) .
205
Ix) , . .
Ahol { az in. gammafliggvény:

T(x)=[re"dr (3.37)

Az 6sszegzésben megjelend n szamot az eloszlas szabadsagi fokanak nevezziik. x2 varhat6 értéke n, szorasnégyzete
pedig 2n.

Student eloszlas

Legyenek &), &,,..., &,fuggetlen, normalis eloszlasu, 0 varhato értéki és 1 szorast valosziniiségi valtozok, az g

pedig egy 0 varhato értékii, I szorasu normalis eloszlasu valoszinliségi valtozo. Képezziik az alabbi valdszintiségi
valtozot:

(3.38)
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A t, valosziniiségi valtozot Student-tértnek nevezziik. Ennek stiriségfiiggvénye a

\ [
—— = (3.39)

8
—
[N

Varhato értéke 0, szorasa pedig: n/(n-2). (Itt n értékét ugyancsak szabadsagi foknak nevezziik.) Ebbdl kovetkezik,
hogy n = 1 és n = 2 esetben, bar a stiriiségfiiggvény létezik, nem létezik szoras.

3.5. Hatarértéktételek, nagy szamok torvényei

Az el6z6 fejezetben sz6 volt arrdl, hogy ha egy kisérletet egymastol fiiggetleniil elég sokszor elvégziink, és egy A

eseményt kivalasztunk, akkor a kyfn relativ gyakorisag stabilitast mutat. Ezt a tapasztalati adatokkal alatdmasztott
tényt a nagy szamok torvényének nevezziik, és ez teszi lehetové a valdszintiségelmélet gyakorlati alkalmazasat.

A valosziniisigelmélet azonban a gyakorlattol fliggetleniil is 1étezik. Az eddig definialt fogalmakat felhasznalva
nagy szamok torvényének neveziink minden olyan tételt, ami a &, &,..., &, valosziniiségi valtozok szamtani
atlagaibol alkotott sorozat:

_&+a+.ts

M

My (3.40)

valamilyen konvergenciajat allitja adott feltételek mellett.

A centralis hatareloszlas tétele.

A centralis (kdzponti) hatareloszlas tétele azt mondja ki, hogyha nagyszamu, fiiggetlen valosziniiségi valtozot
Osszeadunk, amelyeknek a szorasnégyzete véges, akkor dsszegiik a normalis eloszlashoz tart, fiiggetleniil attdl,
hogy az egyes valdszintiségi valtozok milyen eloszlasuak. (Szemléletes példa erre, tobb (-0,5 — 0,5) intervallumon
egyenletes eloszlasu valdszintiségi valtozo 0sszegébdl képzett valdsziniiségi valtoz6. Ennek strtiségfiiggvénye a
Gauss gorbéhez tart. Gauss ennek segitségével vezette le a normalis eloszlas strliségfiiggvényét.)

. ; ; Y S (1. e 1 =5+ 75 F ..
Vizsgaljuk mostaz &;, &, ... &, valdszinliségi valtozok 6sszegébdl alkotott T =51t 2% 7% sorozatot. Jegyezziik
galj D G2 n g g gy

meg, hogy amennyiben a M(&;)#0, akkor hatareloszlast sem hatarozhatunk meg n—oo esetén, mivel 7 egyre jobban
elkenddik, azonban vegyiik észre, hogy:

Min)=nM(5)
L 1o (3.41 -3.42)
o (m,)=n0" (&)
Valamint tetszéleges véges (a,b) intervallumra igaz hogy:
1.in}P['_a £, <8)=0 (3.43)
Ha azonban 7, helyett ennek standardizaltjat vizsgaljuk:
=TT 3.44
= (3.44)

Ahol m=M(&,) és o= 0(&;), k=1,2,... akkor erre bebizonyithato, hogy
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fm Pla<n. <bl= [ eTax (3.45)

Vagyis elég nagy n esetén tehat T: standard normalis eloszlasu (N(0,1)). Altalaban T: kozelitden normalis
eloszlasuva valik aranylag kis n esetén.

Itt jegyezzilk meg, hogy véges szOrasu valdsziniiségi valtozok szorzatabol képzett valdszinliségi valtozo

(?‘?“- =&-& ii'—) eloszlasa a log-normalis eloszlashoz tart, amelynek eloszlasfiggvénye:
. Mn(x)-a
Flx)=® ——~ = (3.46)
striiségfiiggvénye:

(3.47)

L]
k]

. 1
fix)=
o l’G:;'I:}T , (x> 0)

ahol a a varhato érték és o a szoras.

El6irt pontossagu kozelitéshez sziikséges kisérletszam
meghatarozasa

A centralis hatareloszlas tétel segitségével kiszamolhatjuk, hogy hany mérés sziikséges ahhoz, hogy ismert (vagy
meghatarozhato) szorast eloszlasbol szarmazo valdsziniiségi valtozok atlaga legfeljebb (/-p,) valoszinliséggel
térjen el az eloszlas tényleges varhato értékétol.

Tekintstink egy &;, &5, azonos eloszlasu, véges szorasu €s fliggetlen valdszintiszintiségi valtozokbal all6 sorozatot.
Jelolje m ezek kozos varhato értékét. A standardizaltjukra (3.31) a (3.45) egyenlet segitségével felirhato:

E4E 4+ E —nm

|4
1 N

<h|> [ Tax=2-0(4)-1 (3.48)

N2,

Tehat elég nagy n esetén:

Mz +5 + +£ —n 1 .
pllathrtgom | 2.®(4)-1 (3.49)
Ennek atrendezésével adodik:
(& +& +..+£ o .
P2l = =omlei-—|>2-®(4)-1 3.50
\ ﬁ -!‘?_' o ( )

1-p, =2-®(4)-1

Ha tehat eldirt p, esetén A-t meghatarozzuk oly modon, hogy , majd az eldirt e-hoz n értékét

o

A- =g
olyan nagyra valasztjuk, hogy Nn , akkor azt kapjuk, hogy
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(e 12 £
pllatsat-T6 |, £|z1-p, 3.5
H ;

Ehhez tehat n-nek ki kell elégitenie az alabbi feltételt:

(3.52)

®] 9,

Az eredmény felhasznaldsa soran az eldirt p, valoszinliséghez kiszdmitjuk A-t a fenti mdédon, majd az eldirt ¢
pontossag ¢€s a valtozd o szérasa segitségével kiszamoljuk n-t a mérések minimalis szamat.

3.6. Statisztikai sokasag

A statisztikai vizsgalat targyat képezo egyedek Osszességét a hozzajuk rendelhetd szamértékekkel egyiitt statisztikai
sokasagnak nevezziik. A statisztikai sokasag elemeit egy halmaz elemeinek tekinthetjiik, és a hozzajuk rendelhet6
szamértékeket pedig ezen elemeken értelmezett fliggvényként. Egy sokasag lehet véges, vagy végtelen szamu. A
késébbiekben egy adott mennyiségre tobbszor elvégzett mérést egy elvileg végtelen sok elemii sokasag egy véges
szamu elemet tartalmazo részhalmazanak tekinthetiink.

A mérést tehat egy elem kivalasztasanak tekinthetjiik egy statisztikai sokasagbol. Egy elem kivalasztasa egy
halmazbol matematikai szempontbol a halmaz részhalmazain egy valoszintiiség eloszlas értelmezését jelenti. Eszerint
egy statisztikai sokasag valosziniiségi mezdove, az egyeden értelmezett szamértékekbdl felépiild fiiggvény pedig
egy ¢ valdsziniiségi valtozova lesz. Ennek a ¢ valdsziniiségi valtozonak az eloszlasat a statisztikai sokasag
eloszlasanak nevezziik.

A statisztikai sokasag eloszlasanak, vagy egyes paramétercinek (pl. varhatd érték, szoras) meghatarozasara
statisztikai vizsgalatot végziink. Ehhez a sokasagbol mintat vesziink. A mintavétel a sokasag n elemének
véletlenszeri kivalasztasabol all.

Jeloljék x;, x,, ... x,, a kivalasztott elemekhez tartozo szamértékeket a kivalasztas sorrendjében. Kivalaszthatunk
visszatevéses €s visszatevés nélkiili moédon, minket csak a visszatevéses mintavétel érdekel, mivel a geofizikai
méréseink eleget tesznek ennek a kritériumnak.

Az egymastol fiiggetlen és &-vel megegyez6 eloszlasu x;, x5, ... x,, valosziniiségi valtozok Gsszességét n-elemii
mintanak nevezziik. Ha ¢ eloszlasfliggvénye F(x) akkor azt mondjuk, hogy x;, x,, ... x,, egy, az F(x) eloszlasu
sokasagbol vett (n-elemil véletlen) minta. Az x; valoszinliségi valtozokat mintaelemeknek nevezziik.

A mintavételezés — mérés — célja, hogy valamit megismerjiink. A statisztikai kovetkeztetések alapelve megegyezik
a logikai kovetkeztetésekkel, azzal a kiilonbséggel, hogy a kovetkezményt nem logikai bizonyossaggal allitjuk,
hanem csak valamilyen — &ltalaban 1-hez kozeli — valoszintiséggel. (Ebbdl kdvetkezik, hogy adott esetben
tévedhetiink is.)

Egy x;,x,, ...,x, elemekbdl all6 mintara meghatarozhatjuk a tapasztalati (empirikus) eloszlast, (ezt a mintaclemekbdl
képzett hisztogram adja meg) valamint az empirikus jellemz6 adatokat, amelyek koziil a legfontosabbakat megadjuk.

Az empirikus varhaté érték, * (amit a mintaclemek atlagaként kapunk meg):

- ytx+.tx
¥r=—— =

M

(3.53)

Az empirikus szérasnégyzetet (sz-t):

g (2 —%) +(6-%) +. . +(x,-%) (3.54)

M
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Az empirikus mennyiségek bevezetésével értelmet nyer, hogy bevezessiik az elméleti jellemzé adatokat, amik
az adott statisztikai sokasagot jellemzik, és amiknek a meghatarozasa a célunk.

A tapasztalat szerint statisztikai sokasagbol vett kis szamu minta esetén az empirikus szoérasnégyzet varhato értéke
nem egyezik meg a statisztikai sokasag elméleti szorasnégyzetével. Ezért az elméleti szorasnégyzet kozelitésére
a korrigalt tapasztalati szorasnégyzetet hasznaljuk:

ste e Y () (3.55)

Amennyiben a minta valosziniiségi vektorvaltozékat tartalmaz, és a vektorvaltozo k elemti, a minta pedig n-elemd,
akkor a vektorvaltozo egyes elemeibdl is képezhetjiik az egyes elemek empirikus varhato értékét, amit egy k-elemii
vektorba rendezhetiink:

[

!
I
=
=
=

(3.56)

Ennek segitségével a korrigalt tapasztalati szorasnégyzet mintajara képezhetjiik a kxk méretii korrigalt tapasztalati
kovarianci matrixot, amelynek elemeit a

. 1 & 8y f ) )
= > (x =) (o - (3.57)
¥ r._l o 2 L .

képlet segitségével definialhatjuk.

A statisztikai becslések

A statisztikai minta alapjan a statisztikai sokasag eloszlasat akarjuk meghatarozni. Az eloszlas, vagy valamilyen
jellemz6 mennyiségének (paraméterének) meghatarozasi eljarasat becslésnek nevezziik. Valasztva egy ismert
eloszlasu statisztikai sokasagot, amelynek valamely paraméterére kivancsiak vagyunk, a sokasagbol vett minta
elemein értelmezett

a=alx.x...x,) (3.58)

fliggvényt hasznaljuk az a paraméter ,,valodi* értékének becslésére. Ezt a tetszéleges fliggvényt statisztikai
fiiggvénynek, vagy statisztikanak nevezziik. Minden becslés valoszinliségi valtozot eredményez, amelynek van

eloszlasa. Az a paraméter 4 becslése anndl jobb, minél inkabb koncentralddik a eloszlasa az a paraméter valodi
értéke kortl. Ezt konkretizalva, a statisztikakkal szemben az alabbi elvarasokat fogalmazhatjuk meg:

o & - . . PR . M(a)= .
Az g paraméter € becslését torzitatlannak nevezziik, ha az 9 varhato értéke a-val egyenld: {(a) 9 Eszerint

példaul egy statisztikus sokasagbodl vett mintan, a korrigalt empirikus szorasnégyzet kiszamitasa a statisztikai
sokasag szorasnégyzetének torzitatlan becslését szolgaltatja.

& .. 4 . . o . o (a)=c(a) & . é, .
Ha "1 és "2 az a paraméter torzitatlan becslése, és &, (22, , akkor az ~! becslést az ~? becslésnél

hatasosabbnak (effektivebbnek) nevezziik.

d, . . . e A . o L
Ha van olyan ™ torzitatlan becslés, amelynek szérasa minimalis az a paraméter dsszes torzitatlan becslése korében
akkor ezt hatasos becslésnek nevezziik. (A becsiilt paraméter szorasa altaldban nem csokkenthetdé minden hataron
tul.)

Mivel egy adott becslés kiilonbdzé elemszamokra is alkalmazhatd, a minta n elemszamanak novelésével nem

4y, Gy, Gs....

egyetlen becslésiink, hanem egy becslés-sorozatunk van. Az a paraméter egy becsléssorozatat

aszimptotikusan torzitatlannak nevezziik, ha
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11m M ['_3:1_1 =a (3.59)

Példa erre az empirikus szorasnégyzetekbol alkotott becsléssorozat, ami aszimptotikusan torzitatlan becslése az
elméleti szorasnégyzetnek.

Egy becslési eljarast konzisztensnek neveziink, ha a mérések n szdmanak novekedésével a paraméterek becsiilt
értékei a valodi értékekhez tartanak (sztochasztikus értelemben):

1imP|'|c';F:__—a| =g|=0 (3.60)

minden n-re és pozitiv e-ra.

Konfidencia intervallumok

Emlitettiik, hogy a statisztikai kovetkeztetések esetén a kovetkezményt csak valamilyen (1-hez kozeli)
valdsziniiséggel allithatjuk.

Altalaban lehet6ségiink van az x;, X, ..., x,, elemekbdl 4116 mintara timaszkodva olyan I és 2 statisztikak
konstrualasara, amelyre teljesiil, hogy:

Plag =a=a))=1-p (3.61)

Ahol p egy altalunk megvalasztott pozitiv szam, amelytél az 4 ¢és % statisztikak fiiggnek. Jelen esetben az a

paramétert egy intervallummal becsiiljiik, ezt intervallumbecslésnek nevezziik. Az (%1, 92) véletlen helyzetii
intervallumot konfidencia-(megbizhatosagi) intervallumnak, az (1-p)-100%-ot megbizhatdsag szintjének, az
intervallum kezdd- és végpontjat pedig konfidencia hataroknak nevezziik.

3.7. Maximum likelihood elv

A becslések kapesan felvetddik a kérdés, hogy hogyan lehet olyan becsléseket konstrualni, amelyek a becslésekkel
szemben megfogalmazott fenti kivansagaink koziil a legtobbet teljesiti. Altalanossdgban azt fogalmazhatjuk meg,
hogy adott kisérleti anyag (minta, vagyis mérések) esetén a paraméterek azon értékeit fogadjuk el legjobb becslésnek,
amelyeknek a valdszinlisége a maximalis.

Ezt egy diszkrét valoszinlistigi eloszlas esetén, annak valoszintisége, hogy egy a paraméterti statisztikai sokasagbol
szarmaz6 minta pont x értéket vesz fel:

P(é=x)=pix.a) (3.62)

X,

Egy konkrét “1-72-"  grtékekbol 4116 minta esetén az adott minta és az a paraméter egyiittes valdsziniisége:

L=p(x.q) plx.a).... p(x,.a) (3.63)

Az egyes valosziniiségek szorzatabol allo L fiiggvényt likelihood fiiggvénynek nevezziik. Ez tehat annak a
valdsziniisége, hogy éppen az adott mintat kapjuk véletlen mintavétel soran. Ez az adott mintaértékek és az a
paraméter egylittes valosziniisége. Egy konkrét minta esetén, ez az a paraméter valdsziniisége. Konkrét minta
esetén tehat az a paraméter kiilonbozo értékeihez kiilonboz6 valdszinliség tartozik.

Ezt felhasznalhatjuk az a paraméter becslésére: legyen az a paraméter becslése az az érték, ahol a fenti fliggvénynek
maximuma van.
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A maximum likelihood becslés soran az a paraméter valodi értékét azzal a specialis @ értékkel becsiiljiik, amely
—ha a paraméter valodi értéke volna — akkor éppen az adott minta bekovetkezése volna a legvaldsziniibb az 6sszes
lehetséges n-eleml mintak koziil.

Folytonos eloszlast sokasag esetén a

L=flx.a) flx.a)... flx.q) (3.64)

Fiiggvény maximumat keressiik, ahol az flx.a) fliggvény a sokasag stirliségfiiggvénye. (A slrliségfiiggvény
definiciojabol fakadoan egy konkrét x; értékii minta bekovetkezésének a valoszintisége nulla, azonban rogzitett

esetén beszélhetiink annak valésziniiségér6l, hogy a minta elemei rendre a

(-2 +800 )06 + 4% ). (5.5 7 A% ) e rvallumokba essenek. Ez a valdszinliség kis Ax-ek esetén

Flxmaal-flxa)-- flx.a)-dog-doe - Ax, (3.65)
Valoszinlséggel egyenld. Ekkor az a paraméter valodi értéke becsléseként azt az értéket fogadjuk el, melyet a
helyébe téve, a fenti szorzat maximalis.

A fenti szorzatok maximumhelyének meghatarozasahoz felhasznalhatjuk, hogy a fliggvények az a szerint
differencialhatok. Elsésorban célszertiségi okokbdl, a fenti szorzatfiiggvénynek a logaritmusat véve (a folytonos
esetben):

mnL=YInf(x.a) (3.66)
fml

Latjuk, hogy a szorzat helyett a fenti képletben a strliségfiiggvények logaritmusanak Osszege all. Mivel a
logaritmusfiiggvények monoton fliggvények, a fenti (3.66) fliggvény maximumhelye megegyezik a megfeleld
likelihood-fiiggvény (3.65) maximumbhelyével.

Ekkor az a paraméter becslését az

élnl

ca

0 (3.67)

un. Likelihood-egyenlet a-ra valé6 megoldasaval hatarozhatjuk meg. (Feltéve, hogy az InL az a valtozo szerint
differencialhato, és a fenti egyenlet a maximumbhelyet szolgaltatja, vagyis

&lnlL

cia”

-0 (3.68)

feltétel is teljesiil a minimumbhelyen.)

Ha létezik az a paraméternek egy @ minimalis szorast vagyis hatésos (effektiv) becslése, akkor a likelihood

egyenletnek egy megoldasa van, és az egyenld @ -val.

A maximum likelihood elv alkalmazasat nézziik meg ismeretlen m véarhatd érték és =07 szorasnégyzet
paraméterckkel jellemezhetd normalis eloszlasbdl vett minta paramétereinek becslésére. A siiriiségfliggvény a
mostani jelolésekkel:
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Flama)= e = (3.69)
Amibdl a likelihood fiiggvény logaritmusa:
nZ=In H = oM (n2r+ing) -3 " (3.70)

1
\ F |
ﬁ..l"' na f 2 - Za

Ebbdl m és a szerinti parcialis differencialassal kapjuk a likelihood-egyenletet:

cinl Ex-m
&m ‘S a és (3-71)
dlnL " [ x,—m |
=—_+T L =0 3.72
ca 2a S5 24° ( )
Ebbdl a két egyenletbdl:
. 1. _
m=—2 %=X (3.73)
o
valamint
| 1 2
az_v[\—nﬂ =—T[1—1| =3 (374)

M __1 ¥

Vagyis ha a=c’ ismert, és csak m-et becsiiljiik, akkor az * (empirikus varhaté érték) adédik, ha viszont m-et
ismerjiik, és csak a-t becsiiljiik, akkor

= Th—m (3.75)

¥

Eofml

Ami torzitatlan becslése o”-nak.

Vizsgaljuk meg azt az esetet, amikor a mintarol azt feltételezziik, hogy azonos varhato értéki, de kiilonb6z0 szorast
normalis eloszlasbol szarmaznak. Ekkor az i-ik valdsziniiségi valtozo varhato értéke a, szorasa pedig ;. Ekkor a
likelihood fiiggvény az alabbi alaku:

. . 1 T
Ll,-\'l:-\’::---:l':-_,l=F'e - (3.76)

Aminek a logaritmusa:

n (x5, %)== In[ 270 |— PR I
fml

fml G_—

(3.77)

o | s
-

Az a paraméter szerinti derivalt
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clnl &= |
da S0’ a =5 (3.78)
amib6l kovetkezik:
£
- Ta
a=-= 1- 3.79)
T‘ —
= a

Vagyis a varhat érték becslésére a stilyozott atlagot hasznaljuk.

A XIX. szazad elején ismert volt Gauss tétele, hogy a szordsnégyzetek reciprokaval stilyozott atlag a k6zos varhato
érték minimalis szorast becslése a linedris becslések kozott. A maximum likelihood elvbdl levezethettiik, hogy
ennek szorasa az Osszes becslések koziil is a minimalis.

A maximum likelihood elvet alkalmazhatjuk mas (nem normalis) eloszlasokra is. Nézziink erre két példat!

Laplace (kétoldali exponencialis) eloszlasbdl vett mintan, az eloszlas i paraméterének — a varhato értéknek —
véges minta esetén effektiv, torzitatlan becslése a tapasztalati median: A minta elemeit névekvo sorba rendezziik,
¢s a kdzeépso (paros mintaszdm esetén valamelyik mellette levd) elem a becsiilt érték.

Egyenletes eloszlas esetén a varhato érték effektiv, torzitatlan becslését tigy kapjuk, ha a mintaclemeket névekvo
sorrendbe rendezziik, és a legnagyobb és legkisebb mintaelem szamtani atlagat tekintjiik a varhato érték becslésének.

3.8. Valészinliségi valtozok fuggvényének
eloszlasat jellemz6 mennyiségek

Tekintsiink egyetlen mérést. Ezt a valosziniiségelméleti bevezetd alapjan egy valdszinliségi valtozo realizacidjanak
tekinthetjilk. Ebb6l a mérésbdl szamoljunk ki egy minket érdeklé mennyiséget. Ez a mennyiség ugyancsak
valdsziniiségi valtozoé lesz. Eszerint a minket érdeklé mennyiség, egy valoszinliségi valtozo fliggvénye.

Ahogy korabban lattuk, egy valosziniliségi valtozot legteljesebb mértékben az eloszlasfiiggvénye jellemez, de lehet,
hogy minket csak valamely jellemzdje, pl. varhato értéke, vagy szorasa érdekel.

A Gauss féle hibaterjedési torvény azt mondja ki, hogy amennyiben van egy & valdsziniiségi valtozonk, ami egy

ismert eloszlasbol szarmazik (ismert az f(x) stiriségfiiggvény), és adott a valtozd y="¥(x) fliggvénye, amely
1 o _ ‘q. K

monoton csdkkend vagy ndvekvo, de mindenképpen differencialhatd, amelynek inverze: x=%"(y)=hy) akkor

n=%¥&) g e L o g e
az =7 valdsziniiségi valtozo is folytonos eloszlast, amelynek a stiriiségfliggvénye:

dhl(v)

glyl=rflhiy)l

(3.80)

A fenti tételt alkalmazzuk egy & standardizalt normalis eloszlast valtozozora, amelynek stirliségfiiggvénye:

flx)= e (3.81)

1
Jar

Es hatarozzuk meg az * = * fiiggvénnyel megadhat6 valdszintiségi valtozo stirliségfiiggvényét!
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Ennek a fiiggvénynek az inverz fiiggvénye a kovetkezo:

1

=" [._:L':I = :L'T (382)

(a négyzetgyokoknek csak a pozitiv értékét vessziik figyelembe a tovabbiakban).

A h inverz fiiggvény segitségével irjuk fel a siiriségfiiggvényt, mint az y valtozo fliggvényét!

T
LIRS Fe . (3.83)
- s
A hinverz fiiggvény derivaltjanak az abszolut értéke:

dh(y)
a;.:L.

L 3.84
N (3.84)

A két fiiggvény szorzata adja a keresett strtiségfiiggvényt:

glv)= ! I

&L EE

b |

1 1 -4
'F=2—rﬁ'9 - (3.85)

Vizsgaljuk meg, hogy hogyan alakul valamely valdsziniiségi vektorvaltozok fiiggvényének a varhato értéke! Ehhez
valasszunk egy &=(¢&, &, ..., &) valoszinliségi vektorvaltozot, amelynek tekintsiik egy linedris fliggvényét
(transzformaltjat):

n=A-Z (3.86)

Ahol az n ugyancsak valdszinliségi vektorvaltoz6. Az A matrix a linearis transzformaciot leird matrix. Az n
vektorvaltozd varhato értékének képlete:

b=M(m)=M({AZ)=[Ax f(x)ax=A[x f(x)ax=A a (3.87)

Ahol a a & vektorvaltozo elemeinek varhato értékeinek vektora.

Vizsgaljuk meg, hogy hogyan alakul valamely valészinliségi vektorvaltozoé fiiggvényének a kovariancia matrixa!
Hasznaljuk fel a kovarianciamatrix vektoros felirasat!

C,=M((n-b)-(n-b) |=M[A-(z-a)(2-a) -AT|=A-M((2-a)-(2-a) |- AT=
’ ' ’ (3.88)
=A.C AT

Ha az A matrix, egy olyan matrix, amelyik a (2.5) képletben szerepel6é U matrixnak felel meg, akkor megkapjuk
az & vektorvaltozé kovarianciamatrixdnak spektralfelbontésat. Ezt az eredményiinket a geofizikai inverz feladat

crrr

fogjuk hasznalni.
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4. fejezet - A geofizikai inverzioé
altalanos megfogalmazasa

A hétkdznapi életben megszoktuk, hogy egy méréssel altalaban meg tudunk hatarozni egy minket érdekld
mennyiséget. Példaul a mérlegre allva megmérjiik a testtomegiinket, vagy egy mérészalag segitségével az asztal
szélességét.

A fizikaban, a csillagaszatban, a geofizikaban és a tavérzékelésben meg kell baratkoznunk a gondolattal, hogy a
minket érdeklé mennyiségeket nem tudjuk kozvetleniil megmérni!

Nézziink néhany, a fenti allitast alditimaszto geofizikai példat! A minket érdekl6 foldtani kdrnyezet megismerése
céljabol végzett mérések lehetnek példaul:

» A nehézségi gyorsulas mérése a foldfelszin egy teriiletén egy szelvény mentén

» Magneses indukciod (térerdsség) mérése a foldfelszinen egy egyenkdzii racsban

» Egyenaramu multielektrodas mérés egy szelvény mentén Wenner-Schlumberger elrendezésben.
» Reflexios Szeizmikus mérés egy szelvény mentén.

Ezekben a mérésekben a kozos, hogy a mérések eredményeként adatokat nyeriink. Az adataink kiilonfélék:
nehézségi gyorsulas értékek a szelvény menti hosszlsag fliiggvényében, magneses indukcid értékek egy racs
pontjain, latszolagos fajlagos ellenallas értékek a szelvény menti hosszlsag és az elektrodatavolsag fiiggvényében,
vagy a robbantas utan egy idéintervallumban a geofonokon a mért kitérések hullamképe.

Altalaban valamilyen modon vizualizalhatjuk ezeket az adatokat, és ez valamilyen elézetes képet ad a vizsgalt
teriilet geologiai- geofizikai viszonyairdl. Egy eddig még nem kutatott teriilet elsd vizsgalata soran a méréseinktol
azt varjuk, hogy ,.lepjenek meg” minket, a mérési adatokban valami ,,szokatlan”, nem vart jelentkezzen. Ezt ugy
foglalhatjuk 6ssze, hogy a méréseinkben a hattér értékeitdl (valamilyen rendezett formaban) eltéré mennyiségeket
meérjiink. Ilyen jelenség lehet, hogy

» amért nehézségi gyorsulas térjen el a hattérértékektodl a szelvény pontjaiban, de lehetbleg ugy, hogy egy szakaszon
nagyobb, egy szakaszon kisebb legyen

» a magneses indukcio térjen el Gigy a hattérértékektdl a racson, hogy valahol egy teriileten a hattérnél nagyobb,
annak kozelében, attol (kozel) északra egy kisebb, a hattérértékeknél kisebb indukcioértékekkel jellemezhetd
teriilet legyen.

* az elektromos szelvény mentén a szelvény egy szakaszan nagy ellenallasok legyenek, igy, hogy a szelvény
tobbi részén

* szeizmikus hullamképen jol kovethetd, valtozo ,,mélységi” reflexio jelenjen meg.

Altalaban nem elégsziink meg a mért értékekbél eldallitott vizualis termékek szemlélésével, ugyanis minket szamos
alkalommal nem koézvetleniil a mért értékek érdekelnek, hanem azok a haték, amelyek valamilyen fizikai jelenség
segitségével l1étrehoztak a mérési adatokat. A hatok valamilyen geologia, foldtani (esetenként ember alkotta, pl.
régészeti) objektumok. A hatokat, mivel valamilyen fizikai teret befolyasolnak forrasoknak is nevezziik. Amennyiben
nem teljesen ismeretlen teriileten mériink, a kutatasi teriiletrél meglevo elézetes (a priori) ismereteink lehetnek a
hatokrol. A fenti példaknal maradva:

» Egy eltemetett vetd, amelynek a két oldalan azonos mélységben levo kiilonbdzo stirliségii kézetek kiilonbozo
gravitacios teret hoznak 1étre

* Az egykori krater kiirtdjét kitolto kihilt 1avatest, amelyik sajat magneses térrel rendelkezik
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A geofizikai inverzi6 altalanos megfogalmazasa

* Az eltemetett egykori kavicsos-homokos folyomeder, aminek a fajlagos ellenallasa eltér az egykori hullamtér
agyagjanak fajlagos elektromos ellenallasatol

» A valtakoz6 homokos-agyagos iiledékes rétegsor felboltozodasa, ami a visszavert hulliamképben jelenik meg.

Ezekr6l a minket érdekld hatokrol van valamilyen eldzetes szemléletes képiink. Lattunk var vetdt egy hegylabi
teriileten, kipreparalddott vulkani tomzsot, recens folydmedret és eroziosan feltart gytirt rétegsort. Kozelrdl szemlélve
latjuk ezeknek a szerkezeteknek a bonyolultsagat. Tavolabbrol szemlélve — a részletek elhagyasaval —
egyszeriisithetjiik ezekrdl a hatokrol alkotott képiinket, ezt az egyszeriisitett képet nevezziik modellnek:

* A vet6t egy térképre berajzolhato csapasvonalll [épcséfiiggvénnyel helyettesitjiik, amelynek magassaga a vetd
elvetési magassaga, és amely fol6tti és alatti térrészekre kiilonb6zo (de térrészenként allando) stiriiségii kozeteket
gondolunk.

A kihtilt lavatestet egy fiiggdleges, téglalap alapti hasabbal helyettesitjiik, amelynek allandé magnesezettsége
van

» A folyémedret az elektromos szelvény vonalara merdleges iranyba végtelen, a szelvény hossza és mélysége
iranyaban rogzitett méreti derékszogli hasabnak gondoljuk, amelynek fajlagos ellenallasa eltér annak a féltérnek
az ellenallasatol, amely magéba foglalja

* A szeizmikus szelvény nyomvonaldra merdleges csapasu, kozel haranggorbe alaku felboltozodas, antiklinalis
forma

A modell, tehat valamilyen forméaban egyszertisitett képe a valosagnak. Az egyszertsités lehet geometriai jellegt,
vagyis olyan geometriai forma, ami matematikailag jol kezelhet6:

* Az eltemetett vetd vonalat egyenesnek gondoljuk, az eltemetett kozettestek felszinét vizszintesnek és a vetdsikot
fliggblegesnek

» A vulkani tdmzs egy fiiggélegesen all6 négyzetes hasab

» A folyémeder a szelvényre merdleges iranyban végtelen, a szelvény iranyaban és fliggblegesen lefele véges
kiterjedésii hasab.

* A réteg teteje egy masodfoku fliggvénnyel leirhato feliilet.

Alkalmazhatunk anyagi jellegii egyszeriisitéseket is: eltekintiink az inhomegenitasoktol, a stirliség, a magnesezettség,
a fajlagos ellenallas és a szeizmikus sebességek helyfiiggéseétol, helyettiik térrészenként homogén anyagi jellemzoket
tételeziink fel. Nem vessziik figyelembe az elektromos ellenallas és a szeizmikus sebességek iranyfiiggését, igy a
kozegmodelliink izotrop. (Bizonyos geofizikai feladatokban az anyagi jellemzok iranyfiiggéek, pl. vékony homok
és agyagrétegek valtakozas esetén az egész rétegdsszletre szamolt fajlagos elektromos ellenallas fiiggdleges iranyban
mas, mint vizszintes iranyban. Ilyen rétegosszletekre a rugalmas paraméterek és igy a szeizmikus sebességek is
iranyfiiggbek lehetnek. Az ilyen kézettulajdonsagot anizotrépidanak nevezzik.)

A modelliinkkel szemben elvaras, hogy segitségével meg tudjuk josolni, a méréseink eredményeit. Példaul:

 Kitudjuk szamolni egy adott csapasvonalon érintkez0, kiilonbozo siiriiségii lemezek gravitacios hatasat a felszin
barmelyik pontjaban (Azokban a pontokban is, ahol a gravitaciés méréseink torténtek.)

* Ki tudjuk szamolni a foldi magneses tér és egy magnesezett hasab egyiittes terét (A tér barmely pontjaban, akar
ott is ahol a magneses méréseink torténtek)

* Ki tudjuk szdmolni egy a szelvényre merdleges irdnyban végtelen, a szelvény mentén és fiiggdlegesen véges
kiterjedést, érintkez6 hasabokbol all6, hasabonként adott fajlagos ellenallasu féltér felszinén, a szelvény kiilonbozd
pontjain elhelyezett &ram és mérdelektrodak esetén a latszolagos fajlagos ellenallasokat.

* A sugarkovetés modszerével meg tudjuk adni, hogy egy ismert geometriajt reflektalo feliiletrdl visszaverddve,
adott szeizmikus sebességtér esetén mikor érkezik be egy adott geofonhoz a szeizmikus forrasbol szarmazo jel.

26

http://www.renderx.com/



render

A geofizikai inverzi6 altalanos megfogalmazasa

A fenti példakban, a mérési eredmények ,,joslasat” lehetévé tevd szamolast direkt feladatnak nevezziik.
(Megkiilonboztetendd a késébb targyalt inverz feladattdl.) A direkt feladat tovabbi nevei: elméleti (theoretikus)
mennyiségek, szintetikus adatok (mivel mi szdmoltuk ki), modell tér (mivel a modell hozza 1étre, vagy befolyasolja
a fizikai teret) illetve elméleti valaszfiiggvény.

Ahhoz, hogy a direkt feladatot ki tudjuk szamolni (vagyis olyan mennyiségeket kapjunk, amiket 6ssze tudunk
hasonlitani a méréseink eredményeivel) ismerniink kell a direkt feladat paramétereit. Paramétereknek nevezziik
a modell jellemzdit, amik szerepelnek a direkt feladat egyenleteiben. (A paraméterck tovabbi nevei: ismeretlenek,
egyiitthatok, a hatd jellemz6i.) A példanknal maradva:

* A vet6 két oldalan levé kozettestek stirisége, €s a két kozettest felszin alatti mélysége.

» Az allé négyzetes hasab magassaga, alaplapjanak oldalhossza, a fedlapjanak a felszin alatti mélysége és a
magnesezettsége.

» A beagyazd kozet fajlagos ellenallésa, a téglaalap alak( szelvényre merdlegesen végtelen hasab szelvény menti
szélessége és magassaga, valamint a hasab k6zépvonalanak szelvény menti koordinataja és mélysége.

+ A reflektalo feliiletet masodfoku fiiggvénnyel kozelitd feliilet egyenletében szerepld egyiitthatok és a feliilettdl
a felszinig tart6 térrész szeizmikus sebességtere.

A direkt feladatnak tehat a paraméterek (és a mérési pontok koordinatai) a valtozoi, és visszaadott értékei azok a
fizikai mennyiségek, amelyek a mérési eredményekkel kozvetleniil 6sszehasonlithatok.

Altaldban a méréseink szama nagyobb, mint a direkt feladatban szereplé paraméterek szama. Tételezziik fel, hogy
valamilyen forrasbdl tudjuk a paramétereink ,,jo” értékeit, és ezeket az értékeket behelyettesitve a direkt feladatba,
a mérések helyén megkapjuk a direkt feladat segitségével az elméleti tér értékeinket. Ezek az értékek altalaban
eltérnek a mért értékektdl. Ezeket az eltéréseket dsszefoglaloan hibaknak nevezziik.

A hibak természetével kapcsolatban tobbféle feltételezéssel éliink, ezeket a ,,A valdsziinliségszamitas alapjai” c.
fejezetben részletesen targyaljuk.

Vizsgaljuk meg, hogy hogyan tudnank a méréseinkbdol a direkt feladatban szereplé paramétereket maghatarozni!
Nagyon elegans lenne, ha az egyes direkt feladatokban szerepld matematikai egyenleteket meg tudnank forditani
(invertalni), majd ezeket az egyenleteket a mérési mennyiségekre alkalmaznank és megkapnank a paramétereket.

Ezt bizonyos esetekben meg is tudjuk tenni. Erre épiil a linearis inverzié elmélete, amit a ,,.Linedris inverzid” c.
fejezetben targyalunk.

Sajnos a megoldas — a valddi geofizikai problémak esetén — nem ilyen egyszerl, ezért a matematikai statisztika
eszkozkészletéhez kell visszanytlnunk (,,A valésziinliségszamitas alapjai” c. fejezet).

A matematikai statisztika problémafelvetése szerint valamilyen eloszlast statisztikai sokasagbol szarmazo
valdsziniiségi valtozobol mintat vesziink, és ennek a mintanak a segitségével becsiiljiikk meg a statisztikai sokasag
valamely jellemzd paraméterét.

Ennek soran a direkt feladatban szereplé modellparamétereket valoszintiségi valtozoknak tekintjiik. A direkt feladat
megoldast a valoszinliségi valtozok egy fliggvényének, a mérési eredményeket, pedig ennek a fiiggd valoszinliségi
valtozo realizaciojanak, vagyis ebbdl a statisztikai sokasagbol vett mintanak tekintjiik.

Eszerint a geofizikai inverzid, vagyis a modell paraméterek meghatarozasa a mérési adatokbdl, statisztikai értelemben
véve becslésnek tekinthet6. Emiatt az inverzidval szemben ugyanazokat a feltételeket tdmaszthatjuk, mint a
statisztikai becslésekkel kapcsolatban: a torzitatlansagot és a hatasossagot.

A fenti modellekkel kapcsolatban 6sszefoglalhatjuk, hogy modellnek nevezziik azt az elvi vagy anyagi
objektumot, amelyik visszatiikrézve a geofizikai kutatas targyat és modszereit, képes azt ugy helyettesiteni,
hogy vizsgalata aj informaciét nyajtson az objektumrol. A modellek megalkotésa és hasznalata soran az alabbi
tipusu egyszeriisitéseket alkalmazzuk:

1. Realis forrasok idealis forrasokkal torténd felcserélése
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2. Szamitasba nem vett ismeretlen forrasok hatasa
3. Természeti torvények nem teljes és pontos ismerete

4. A szamitasok soran (tudatosan) megengedett kozelitések
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5. fejezet - A geofizikai inverzio
statisztikai megkozelitése

Az el6z6 fejezetben bevezettiik a modell fogalmat. Megallapitottuk, hogy egy modellhez mindig kapesolni tudunk
egy direkt feladatot. A direkt feladat alkalmas arra, hogy segitségével a ,,megjosoljuk” a mérési eredményeinket.
Ebben a fejezetben megvizsgaljuk azt, hogy hogyan kell felépiteni a matematikai statisztikai alapelveinek a
figyelembevételével az inverz feladatot megoldo algoritmusainkat.

A fejezet elsé részében bemutatjuk, hogy a valdszinliségelmélet segitségével hogyan fogalmazhatjuk meg a
geofizikai inverz feladatot.

A fejezet masodik részében bemutatjuk az inverz feladat megoldasi menetét.
A harmadik részben a , kritériumfliggvény” lehetséges alakjait vizsgaljuk.
A negyedik részben a paraméterek becsléséhez hasznalt minimumkeres6 eljarasokat mutatjuk be.

A fejezet utolso részében mutatjuk be becstilt paraméterek statisztikai elemzését szolgald algoritmusokat, ami az
eredmények mindségellendrzését szolgalja.

5.1. A geofizikai inverz feladat megfogalmazasa

A valoszinliségelmélet diszkrét és folytonos valtozokra felirt sszefliggéseibdl kiindulva a harom modell tipust
kiilonboztetiink meg. Ezeket, mivel a mérési anyagbol kiindulva von le kovetkeztetést a geologiai-geofizikai

ez

Az elsé tipus a tiszta min6ségi interpretacié (diszkrét eset). Ekkor a mérések segitségével valamilyen diszkrét
értéket akarunk az adott mérési adatrendszerhez hozzarendelni. Erre példa az osztalyozas: Egy miiholdkép egyetlen
képpontjardl el akarjuk donteni, hogy az ndvényzetet, csupasz talajt vagy vizet abrazol.

A masodik tipus a tiszta mennyiségi interpretacié (folytonos eset): a geologia-geofizikai modellt definialjuk,
ebbdl kovetkezik a direkt feladat, és a méréseink segitségével csak a modellben szerepld paraméterek becsiilt
értékeire vagyunk kivancsiak. Példa erre a gravitacios kutatasi példa, amelyben csak a vetd elvetésének nagysagat
és térképi nyomvonalat akarjuk meghatarozni.

A harmadik tipusba az 6sszetett (mennyiségi-min6ségi) interpretacio6 tartozik. A méréseinkre tobbféle modell
is illeszkedik, tobbféle modell alapjan is el tudnank végezni a mennyiségi interpretaciot. A kitiizott cél, hogy miutan
elvégeztiik a szoba johetd modellekre a mennyiségi interpretaciot (meghataroztuk a paramétereket) megprobaljuk
eldonteni, hogy melyik modell a legvaldsziniibb. Erre példa lehet a vulkani kiirtd kitoltését vizsgaldo magneses
kutatas: a kiirt6t kit61t6 vulkani test geometriai modellje lehet az altalunk eddig hasznalt négyzetes hasab, de lehet
allé henger vagy csonka-kup. A kiilonb6z6 modellekhez igy mas paraméterek tartoznak, és modellenként mas és
mas lehet a paraméterek szama is. Osszefoglalva teht ez esetben az interpretacio azt jelenti, hogy a méréseket
feldolgozom a kiilonb6z6 modellekkel, és a feldolgozasi eredmények alapjan dontom el, hogy melyik modellt

V4

A geofizikai kutatas elengedhetetlen része a vizsgalt objektumrol el6zetesen — a priori — rendelkezésre allo
valamennyi ismeret 6sszegyljtése. Ez nem csak a vizsgalt teriiletre, a modell-objektumra, a kornyezetében levo
hatdkra, hanem az alkalmazott modszerre a hatok és a mérési eredmények kdzotti kapesolatra is vonatkozik. Ezeket
az a priori informaciokat a legteljesebb mértékben figyelembe kell venni a sikeres kiértékelés érdekében. Ezeknek
az ismereteknek az elhagyasa esetén — sz¢éls6séges esetben —nem tudunk a méréseinkbdl semmilyen kdvetkeztetést
levonni. Az eldézetes feltételezések tehat nemcesak térben, de gondolati szinten is lehataroljak a vizsgalatainkat. Ez
utobbit a kisérleti anyag matematikai modelljének tekintjiik.
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A kisérleti anyag additiv modellje

Vizsgaljuk a Foldfelszin egy darabjat, — olyat, amelyet geologiailag (pl. furasokkal) elfogadhatdan ismeriink —
valamilyen felszini geofizikai mérési modszerrel. Megalkotva a teriilet geologia-geofizikai modelljét, joslasokat
tehetiink a mérési értékekre a direkt feladat segitségével. A mért értékeink — szinte biztosan — eltérnek majd ezektdl
az elméletileg meghatarozott értékektdl. Ezt az eltérést hibanak tekintjiik. Az eltérés oka lehet — ahogy az el6z6
fejezet végén lattuk — a nem modellezett hatok hatasa, a hatok egyszertsitése, a pontatlanul ismert vagy megadott
direkt feladat. Ezeket a hibaforrasokat egyiittesen modellhibanak nevezziik. A mérémiiszer pontatlansaga, vagy
egyéb a mérés soran fellépd zavard tényezoket dsszefoglalva mérési hibanak nevezziik. El6fordulhatnak olyan
hibak is, amelyek (altalaban) ritkan fordulnak el6, és hatasuk nagyon megvaltoztatja a mérési eredményt. Ezeket
durva hibaknak nevezziik. (Nevezhetjiik baklovésnek, az angol nyelvii szakirodalomban blunder vagy outlier.)
Ilyen hibak lehetnek példaul a miiszer rossz leolvasasabdl, a jegyzokonyvben hibasan felirt adatbdl, vagy a mérési
tartomany tillépésébodl eredd hibak. Ezek a hibak, mivel ritkan fordulnak eld, altalaban nem kezelhetdk a statisztika
segitségével. A durva hibakat altalaban az inverzi6 elso 1épésében, sokszor manualisan vagy félig automatizalt
moddon, de el kell tavolitani az adatrendszerbdl, ezeket a méréseket ki kell hagyni a tovabbi feldolgozasbol.

A mérési mennyiségeket eszerint — meghagyva az altalanos kezelés lehetéségét — az alabbi formaban irhatjuk:
u=f+n .D

(a vastagon szedett betiik itt is a vektorokat jelolik). Az u vektor jeloli a kisérleti anyagot, vagyis a méréseket,
ennek elemei az egyes mérések.

Az f vektorba vannak dsszefoglalva a direkt feladat megoldasai, vagyis minden mérési adathoz van egy elméleti
megoldasunk. Ahogy korabban emlitettiik, ez mennyiségi interpretacional a paraméterek fliggvénye. Ennek alakjat
ugy valasztjak meg, hogy ne legyen tulsagosan bonyolult (Iehetéleg kevés paramétertdl fiiggjon) de a realis
objektumnak lehetéleg minden — a mérési eredményeket befolyasold — tulajdonsagat vegye figyelembe.

Az n vektor a hibavektor, ami a mért és az idedlis tér eltérését jellemzi a megfigyelési pontokban. Ezt a tovabbiakban
véletlen komponensnek (Gsszetevének) nevezziik.

Az u vektor, vagyis a méréseink véletlen jellegét az adja, hogy elkeriilhetetleniil 1éteznek mérési hibak. A felirt
egyenldségben vizsgaljuk meg az ismert és ismeretlen mennyiségek szamat! Mivel a mérést elvégeztiik, az u vektor
elemei ismertek, ezek egylittesen N darab mérés. Az f vektort, vagyis a direkt feladat (N darab, u-val megegyez6
darabszamu) elemét altalaban néhany (S darab) paraméter segitségével ki tudjuk szamolni. A paraméterek S szama
altalaban kisebb N-nél. Ha az n elemeire semmilyen elzetes ismeretiink nincs, akkor a feladat alulhatarozott, mert
Osszességében tobb ismeretleniink van (N+S), mint mérési eredményliink (N).

Mivel a modelliink a valosag egyszertiisitésébdl adodott, ezért a modell alkalmazasaval tudatosan kizartunk bizonyos
nem véletlen jellegii hatasokat is. Ezeknek a nem véletlen jellegii hatasok — terek — figyelembe vételével a mérések
modellje

u=f+a+n 5.2)

Alaku lesz, ahol a vektor jeloli a terek nem véletlen jellegi eltérését. Egy ilyen modell esetén a méréseinkkel
azonos szamu ismeretleniink lesz az a vektorban és — hasonldan az el6z6 esethez — a feladat alulhatarozott lesz.
Emiatt az egyik lehetdség, hogy az a nem véletlen komponens elemeit valamilyen egyszerii fiiggvénnyel kozelitjiik
—ekkor tulajdonképpen a direkt feladatot bonyolitjuk el. A masik lehetdség, hogy az n véletlen komponenst bévitjiik
ki, gy, hogy tartalmazza az nem véletlen komponens hatasat is, példaul a modellhibakat. Ez, ahogy késobb latni
fogjuk, torzithatja a meghatarozott paramétereinket.

Ez utébbi esetben f vektort hasznos jelnek, az a+n elemeit 6sszevonva tartalmazo j n vektort zajnak nevezzik.

frjuk fel a méréseink ,,hasznos jel + zaj” szerinti felbontdsaval adodo modelljét!

u=f+n (5.3)

30

http://www.renderx.com/



render

A geofizikai inverzi6 statisztikai megkdzelitése

A mérési adatok ilyen modelljét additiv modellnek nevezziik.

Altalaban a mérési anyagban a méréseinket csoportositani tudjuk. Az adataink atlathatobb kezelése érdekében
képezziink dsszesen 2K+ csoportot, €s a csoportjainkat szamozzuk meg: a k index —K-t6l +K-ig fusson. A
csoportositast 1gy végezziik el, hogy két mérési adat, amit kiilonb6z6 k indexii csoportbol vettiink statisztikailag
fiiggetlen legyen. Ugyanakkor az ugyanazon k indexii csoportbdl szarmazd mérések korrelacios kapcsolatban
legyenek egymassal. A k-adik csoportba tartozé méréseket szamozzuk be az i indexszel, amelynek értéke a k-tol
fliggd —1;-tol +1;-ig fusson, igy i dsszesen 21, +1 kiilonbozo értéket vehet fel. Ez a felirast Wiener (1949) alkalmazta,
aki az informacié atvitel kapcsan, idében valtozo, egymastol fiiggetlen drotvégeken mérhetd, egyenletesen
mintavételezett elektromos jeleket vizsgalt. Itt a nagyszamu drotvégek koziil kivalasztott egyetlen drotvég
kornyezetében levo drotvégeket jeldljiik a k indexszel (igy a k = 0 a kivalasztott drotvég), az i index pedig egy
kivalasztott pillanat (i = 0) el6tti és utani idopillanatokban mérhet6 fesziiltségek indexe. A felirast megtartasat az
indokolja, hogy a mérések ilyen csoportositasaval alkalmazhatjuk a matematikai modellt tobb mérési modszerrel
végzett méréscsoport egylittes, vagy kiillonb6zo koriilmények kozott (eltérd idépontokban, mas pontossagi miiszerrel)
végzett mérések kiértékelésére. A kovetkezOkben bemutatott esetekben altalaban megtehetjiik, hogy egyetlen
méréscsoportot alakitunk ki a méréseinkbdl, ekkor £ = 0. Az ettdl eltérd eseteket kiilon jeldljiik.

Vizsgaljuk meg az egyes modell tipusainkra, hogy az additiv modell milyen konkrét alakoknak felel meg!

Mindségi interpretacio esetén azt keressiik, hogy a mérési anyag az N darab lehetséges modell koziil melyiket
valoszinusiti leginkabb. Ekkor:

vagy i, +n,,

vagy £, +n,,
u, =1 ,

54

|_W.E‘.CL' LIV
A v=12,...,N index az f,vektor jelolésében a modell-objektum lehetséges allapotatdl fiiggd funkcionalis
Osszefiliggést jeloli. Az inverz feladat megfogalmazasa ezen allapotok kozotti valasztas optimalis eljarasanak a
meghatarozasa. (A mindségi interpretaciora példaként a mitholdkép osztalyozasat hoztuk fel. Ebben az esetben

egy f, vektor a v-edik osztalyhoz tartozo, osztalykozéppontokbol képzett vektor. A véletlen eltérés komponens
pedig megadja, a vizsgalt képpont (u) és az adott osztalykozéppont (f) kiilonbségvektorat.)

A mennyiségi interpretacio esetén a modell alakja:
u, =f, (p)+n, (5.5)

Itt £ (p) vektor a direkt feladat megoldas, adott alaku az alkalmazott geologiai geofizikai modell altal meghatarozott
alaku fiiggvény, a p vektor pedig a p, elemekbdl all6 paramétervektor, amelynek s=1,2, ...,S darab eleme van.

Az Osszetett (mennyiségi-mindségi) interpretacio esetén a modell alakja:
( vagy fj; [.Pl_.|+“1:_-
vagy £, (p,)+n,,
u, = Pl (5.6)
|L vagy £, ['.p N ,.| +n,,
Ahol f(p,) av=1,2,...,N lehetséges modellekhez tartoz6 direkt feladat megoldasok, amelyek mindegyikéhez

tartozik egy p, paramétervektor, amelynek elemei p,, elemek (s = 7,2,...,S,). Az S, elemek szama fligg az adott
modelltdl: a kiilonboz6 modellekhez kiilonbdz6 szamu paraméter tartozhat.
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A normalis eloszlasu additiv modell

Az interpretacio csak akkor valik lehetévé, ha az ismeretlenek kutatasi teriilete valamiképpen lehatarolt. Ez
esetiinkben azt jelenti, hogy az a priori ismeretek alapjan elengedhetetlen meghatarozni a modell véletlen eltérés
komponensének (n) valosziniiségeloszlasat jellemz6 sajatossagokat.

A legegyszeriibb eset, ha eldzetesen ismert a véletlen eloszlas vektor elemeinek egyiittes eloszlasa és az eloszlas
paraméterei. Ezt hatomentes teriileten végzett mérések eredményeinek statisztikai elemzésébdl lehet meghatarozni.
Lehetséges azonban, magabdl a kisérleti anyagbol is meghatarozni a véletlen komponens eloszlasanak tipusat és
az eloszlas paramétereit, ekkor ezeket a mennyiségeket is meg kell hatarozni az inverz feladat megoldasa soran a
direkt feladatban szereplé paraméterek mellett.

Gyakori eset, hogy a véletlen komponens val6sziniiségi eloszldsa nem ismert. Ebben az esetben az alabbi
gondolatmenetet kovethetjiik.

Egy eloszlast egyértelmiien megad az 6sszes momentumanak értéke. Amennyiben csak az els6 néhany momentum
ismert, akkor az eloszlasok egész csoportja 1étezik azonos momentumokkal. Az algoritmust olyan eloszlas
feltételezésével érdemes levezetni, amelyik a legkevesebb megkotést jelenti. Ilyen, a legnagyobb szabadsagi fokkal
(mas megfogalmazas szerint a maximalis entropidval) rendelkez6 eloszlas, rogzitett elsé két momentum esetén a
normalis eloszlas. Eszerint fiiggetleniil az eloszlés tényleges tipusatdl, az elsé két momentum esetén helyettesitoként
a normalis eloszlast kell valasztani.

A fentiek figyelembevételével a kisérleti anyag modelljében szerepld n véletlen eltérés komponens vektor elemeinek
egy csoportjabol felépitett n; vektor elemeit normalis eloszlasunak tekinthetjiik. Ez a gyakorlatban altalaban teljesiil,
az eloszlasok kozel vannak a normalishoz. A mérési anyag csoportositasa soran képzett csoportok a fent elmondottak
értelmében k& szerint fiiggetlenek i szerint stacionariusak (vagyis idében allandé eloszlassal és momentumokkal
rendelkeznek). Ekkor a véletlen komponens vektor elemeinek egyiittes valdszinliségstlriisége:

o x ( 1 | —;irn'{R?n-g-
fimj=1] 7 e TF (5.7)

=K (272 Herll me :

Itt az R, matrix az n; vektor valoszinliség eloszlasdnak masodik momentumaibol felépitett kovariancia matrix.
(A kovarianciamatrixot a (3.21) egyenlettel definialtuk.) Az exponencilis fiiggvény kitevdjében egy kvadratikus
alak all.

Ha a méréseinkbdl egyetlen mérési csoportot alkotunk (vagyis k=0 és (2[;+1) megegyezik a méréseink szdmaval)
akkor a fenti képlet a ,,A valosziinliségszamitas alapjai” c. fejezetben, a tobbdimenzids normalis eloszlas
stirliségfiiggvényét (3.34) adja.

A fenti valoszintiség-siiriiségfiiggvénybe irjuk be a mindségi, mennyiségi és az Osszetett interpretaciora vonatkozo
additiv modellek (5.4, 5.5, 5.6) alakjat kiilon-kiilon! A fenti egyenletekbdl fejezziik ki az n véletlen komponens
vektort, és ezt irjuk be az egyenlet jobb oldalan az n vektor helyére. Az eredményiil kapott képletek felirasahoz
(5.8, 5.9, 5.10) elobb vizsgaljuk meg, hogy mi keriil az egyenlet bal oldalara!

A mindségi interpretaciora vonatkozdan azt latjuk, hogy a stirliségfiiggvény arra fog vonatkozni, hogy ha egy
konkrét v-edik modellt fogadjuk el, akkor a kiilonb6z6 u mérési eredményekhez mekkora valosziniiség fog tartozni.
Ez nem mas, mint az f{ulv) feltételes valoszinliségstrtiség! (A mitholdkép osztalyozos példanal maradva ez azt
jelenti, hogyha egy vizsgalt képpont egy adott osztalyba tartozik (v), mennyi a valdsziniisége annak, hogy a vizsgalt
képpont csatornankénti értékei pont az u vektor elemeit adjak.) Képelttel felirva:

o 1 | T feerme
f[lu V)= H Lo - = € .
".-_I':, IZ:TI: o IR dEth‘.':.' I )

(5.8)
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Itt f,;, a v-edik osztaly osztalykdzéppontjanak csatornankénti értékeibdl képzett vektor, R,, pedig a v-edik
modellallapothoz tartoz6 k-adik méréscsoport kovariancia matrixa.

A gondolatmenetet a mennyiségi interpretaciora alkalmazva, azt kapjuk, hogy a bal oldalon az a feltételes
valoszintiség all, hogy mennyi a valosziniisége annak, hogy pont az u vektor elemeivel megegyez6 mennyiségeket
mériink egy konkrét rogzitett p modellparaméter vektor esetén. Ez az f{u|p) feltételes valdszintiségsiiriség!

flulpl=T1] — ! [-e (5.9

= 2o faet(R)

Az Osszetett interpretacional egy valoszinliség stirliség fliggvényekbdl allo sorozatot kapunk, amelynek elemei
egy adott v-edik modell és a hozza tartozé rogzitett paramétervektor esetén azt adjak meg, hogy mi annak a
valészintlisége, hogy pont az u mérési eredmény valosul meg.

- 1 -
) ) K 1 | _T.Z:. R ) LR ol PR )|
Flulp)=T] — o

A fenti esetekben teljesen altalanos fiiggvényt tételeztiink fel (f, , fés f,;).

(5.10)

Linearis elméleti teri additiv modell

A mennyiségi interpretacio egy — a gyakorlatban gyakran el6forduld — specialis esetét vizsgaljuk meg, ahol a direkt
feladat (f;) a paraméterek linedris fliggvénye. Ezeket linearis elméleti terti additiv modelleknek nevezziik. Ebben
az esetben a mérési eredményekre vonatkozo altalanos formula (egyetlen mérési csoportot vizsgalva, és elhagyva
a k indexet):

u=f(p)+n (5.11)
ahol
f(p)=A-p (5.12)

Az A matrix neve: strukturalis vagy konstruktiv matrix. Ha N darab mérésiink van, akkor a mérések — és igy a
direkt feladat megoldas — vektora egy N elemii oszlopvektor, amelynek elemei u;-k (i=1,2,...,N). Ha a paramétereink
szama M, akkor a p vektor egy M elemii oszlopvektor, amelynek elemei pi-k (j=1,2,...,M). Ekkor az A matrix egy
N sorbol, és M oszlopbdl all6 matrix, amelynek elemei 4;-k.

A modellre vonatkoz6 feltevésiink, hogy az N elemti hibavektor elemei azonos eloszlasuak és nulla varhaté értékiiek:
M(n)=0 (5.13)
Ekkor a méréseink varhatd értéke:

Mu)=f(p)=A-p (5.14)
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5.2. Statisztikai becslési eljarasok a geofizikai
inverz feladat megoldasara

Ebben a fejezetben bemutatjuk, hogy a geofizikai inverz feladatot hogyan tudjuk megfogalmazni a matematikai
statisztikaban nagy sikerrel alkalmazott alapelvek segitségével.

A maximum likelihood elv

Az el6z6 fejezetben lattuk, hogy a meghatarozandd paraméterek bonyolult fliggvénykapcsolatban allnak a
méréseinkkel, amik val6szinliségi valtozoknak tekinthetok. Minthogy a direkt feladatban szerepld paramétereinket
a méréseinkbdl akarjuk meghatdrozni, ezért a paramétereink is valoszintiségi valtozoknak tekinthetdk.

A matematikai statisztikaban egy minta alapjan a statisztikai sokasag eloszlasfiiggvényében szerepl6 paramétereket
amaximum likelihood elv segitségével becsiiljiik. Alkalmazzuk ezt az elvet a geofizikai inverz feladat megoldasara!

A maximum likelihood elv azt mondja ki, hogy a paraméterek azon értékeit fogadjuk el a paraméterek becslésének,
amelyek a megvalosuld mérések (adott minta) esetén a legvaldsziniibbek. Ez a maximumfeltétel a mindségi,
mennyiségi €s az Osszetett interpretaciod esetén az alabbi egyiittes valészintliségekkel fejezheto ki:

P(v.u):=max
f(p.u)=max (5.15,5.16,5.17)

S(p,.u)=max

(Mivel a mindségi interpretacid soran diszkrét értékekhez rendeliink valdszintiségeket, ezért itt a valdsziniiség
szerepel, mig a mennyiségi és dsszetett interpretacional a paraméterek folytonos fliggvénye, a valoszinliség stirliség
szerepel.) A likelihood fiiggvény (3.65) ezeknek a valdszinliség- és stirtiségfiiggvények logaritmusabdl all:

L(v)=In(P(v.u])
L(p)=tn(/(p.u) (5.18, 5.19, 5.20)
L(p,)=ln(f(p,.u))

Ezeket a valoszinliség- és stiriiségfliggvényeket Bayes (1701-1761) tétele segitségével fejezhetjiik ki:

Plva)=P(v|u)-f(u)=P(v]- f(u|v)
flp.u)=Fflplu)-flu)=f(p)-flulp) (5.21,5.22,5.23)
flp,u)=Ffip,|u)-flu)=fFlp,)-flu|p,)

Ezek a fenti valoszinliség- és stirtiségfliggvények tartalmazzak a modellre vonatkozd, a méréssel megszerzett
informaciot is, igy ezeket a posteriori valoszinliség- és striségfiiggvényeknek nevezhetjiik. Az egyenletek bal
szélén all6 mennyiségeket a jobb szélen felirt képlet segitségével tudjuk kiszamolni. Elemezziik ezeket a
mennyiségeket!

Flulv) flu|p) ¢ f

Az jobboldali egyenletek jobb oldalan a , s TP felteteles valoszintiségsiiriiségek allnak,
amelyeknek az alakjat az el6z6 fejezetben (5.8, 5.9, 5.10) mar meghataroztuk!

A jobboldali egyenletek elsé tagja rendre a P(v) valdszinliség- és /p) , f(r.) striségfiiggvények. Ezek rendre
a lehetséges v allapotok, valamint a p és p, paraméterértékek eldzetes — a priori — valdsziniiségei illetve valosziniliség
stirtiségei. Ezek a mennyiségek nem fiiggenek a mérésektdl. (Ezért nevezziik elozetes mennyiségeknek.) Ezek a
mennyiségek tartalmazhatjak az objektum allapotara vonatkozd — mar a mérés elvégzése el6tt meglevo — ismereteket.
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P(v)

Ilyen eldzetes informacidé mindségi interpretacid esetén ! a v-edik modellallapot eldzetes valoszintisége. (A

mitholdkép osztalyozasi példa esetén, P(v) a v-edik osztaly valdszinlisége a képen, példaul ha a kép felét erdo
boritja, akkor az erdd osztaly a priori valoszintisége 0,5.)

Mennyiségi interpretacio esetén az s Py priori valoszinliségek az egyes paraméterekre vonatkozd eldzetes
ismereteket foglalja magaba. Ilyen feltétel lehet, hogy egy p; paraméter csak egy tartomanyban vehet fel értékeket.
(Példa lehet erre, a mélyfurasi adatok inverzidja sordn a kdzet porozitasa: csak 0 és 30% kozotti porozitas-értékeket
fogadunk el realisnak. Ekkor a porozitast leird paraméter valoszintiség-stiriiségfiiggvénye egy 0 és 30% kozotti
egyenletes eloszlas stirtiségfliggvényével adhaté meg.) Késébb latni fogjuk, hogy az a priori valdszintiségek
segitségével a paraméterek kozotti fiiggvénykapcsolatokat is leirhatjuk. (Amennyiben ezek determinisztikus
fiiggvénykapcsolatot jelentenek, akkor az ilyen fiiggvénykapcsolatot kényszerfeltételeknek nevezziik.)

Az Osszetett interpretacido esetén az Fp.. valosziniségsiiriség a v-edik modellhez tartozd paraméterek

rrrrrr

A hérom interpretacids folyamat mindegyikében tehat a dontési kritérium, az a posteriori valdszinliségbdl és
stirliségfiiggvényekbdl képzett likelihood fliggvény maximalizalasa. Vizsgaljuk meg a likelihood fliiggvény alakjat
a harom interpretacid soran!

V4 =

A maximum likelihood elv alkalmazasa mindségi
interpretacidra

MinGségi interpretacio esetén a likelihood fiiggvény minden lehetséges modell objektumhoz rendel egy szamot
(valészinliséget).

Ekkor az egyes modellekhez tartozo

A =In(P(v)-flu|v)) (5.24)
Ertékek sorozatat kritériumfiiggvénynek nevezziik. A becslési algoritmus tehat abbol 4ll, hogy megkeressiik,
melyik v modellallapothoz tartozik a fiiggvény maximuma.
Tegyiik most fel, hogy az egyes modellek eldzetes a priori valdszinisége megegyezik, ekkor a likelihood
fiiggvényben csak a (5.8) alaka flulv) feltételes valoszintiségek szerepelnek. Ekkor a korabban bemutatott

normalis eloszlasu additiv modell segitségével a kritériumfiiggvény

A ==

"

ba| =
f1

((we=£,.)" R} (u, )] (5.25)

alaku lesz. (Ez a konkrét példa vilagit rd arra, hogy miért célszerii a likelihood fiiggvényt, mint a valdszintiségek
logaritmusat definidlni. Ekkor ugyanis a normalis eloszlas stirtiségfiiggvényében szerepld exponencialis fiiggvényt
logaritmalva, csak a kitevében szereplé 0sszegzés jelenik meg a kritériumfiiggvényben, ami igy matematikalag
jol kezelhet6 fiiggvénnyé valik.)

V4 =

A maximum likelihood elv alkalmazasa mennyiségi
interpretacidra

Vizsgaljuk meg részletesen a mennyiségi interpretacié esetét. frjuk fel a likelihood fiiggvény konkrét alakjat az
additiv, normalis hibaeloszlasti modell esetére azzal a feltételezéssel, hogy az a priori valdsziniis-stiriségek
valamennyi paraméterre megegyeznek. Ekkor a (5.9) egyenlet logaritmalasaval az alabbi képlet adddik:
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E =
)2 :‘ln (det(Ry)+(22. +1)In(27) )+ (u, ~f. (p) "R (u, —f,(p) '|_-]|= (5.26)

b e

Alp)=-

]

Ennek a fliggvénynek a maximuméhoz tartozo P argumentum jelenti a keresett fiiggvényt.

A maximum likelihood becslés azért nevezhetjiik optimalisnak, mert a fiiggetlen kisérleti eredmények (a méréseink)
szamanak hatartalan megnovelése esetén ezek a becslések torzitatlanok (vagyis szisztematikus hibatol mentesek),
effektivek (vagyis a paraméterek szoérasa minimalis) és normalis eloszlasuak.

A mennyiségi interpretacio esetében tehat a likelihood fiiggvény maximumat akarjuk meghatiarozni a
paraméterek fiiggvényében. Ez egy tobbvaltozos fliggvény szélsdértékének meghatarozasat jelenti. (A fiiggvény
annal bonyolultabb lehet, minél tdbb elemli a paramétervektor.) Egy tobbvaltozos fiiggvény szélséértéke az
argumentumaban szerepld paramétervektor elemei altal kifeszitett paramétertér tobb pontjan is felveheti a
maximumat. Ezt a jelenséget ekvivalencianak nevezziik, és azt fejezi ki, hogy a kritériumfiiggvény alapjan nem
tudunk a tobb kiilonb6z6 paraméterkombinacio kozott donteni. A feladat teljes megoldasahoz meg kell talalnunk
valamennyi ilyen maximumbhelyet. A fliggvény szélséértékének megkeresését dltalaban iteracios algoritmusok
segitségével végezziik. Az iteraciot valamilyen kezdd paraméterkombinacidbdl inditjuk el, és az eljaras valamilyen
lokalis maximumhelyre konvergal. Nagyon sok kezd6 paraméterkombinaciobol elinditva az eljarast, csaknem
biztosan meg tudunk talalni valamennyi maximumhelyet.

A maximum likelihood elv alkalmazasa linearis elméleti
terit modellek mindségi interpretaciojara

A P fiiggvény alakja, és a maximumbhely keresése jelentosen leegyszertisodik, ha a direkt feladat megoldast,
mint a paraméterek linearis fliggvényét tudjuk felirni, vagyis linedris elméleti tert modelliink van (lasd fentebb).

Ekkor — emlékezziink vissza — a direkt feladat az alabbi formaban irhato fel:
flp)=A-p (5.27)

Ennek felhasznéalasaval a (5.9) egyenlettel definialt fliggvény maximalizalasa, egy mérési csoport esetén az alabbi
fiiggvény minimalizalasaval egyenértéki:

i (p)=(u-A-p) R (u-Ap) (5.28)

Ennek az egyenletnek a sz¢éls6értéke — vagyis a p vektor P becslése — analitikusan is megadhato:
p=(A"R'(n)-A] -(A"R(n)-u) (5.29)

Ahol A matrix a struktiira matrix, R matrix a mérések véletlen hibakomponens vektorabol (n) készitett kovariancia
matrix, u pedig a méréseinkbdl kialakitott vektor.

Moédositsuk annyiban ezt a kifejezést, hogy a méréseinket egyforma stlytinak tekintjiik, ez annyit jelent, hogy a
véletlen eltérés vektor elemekbdl képzett R kovarianciamatrix egy egységmatrix (I) lesz.

Ekkor a (5.28) egyenletet az alabbi formaban is felirhatjuk:
i(p)=n"n=(u-Ap) (u-A-p) (5.30)

Az egyenletben szerepel a véletlen eltérés komponens vektor (n) sajat transzponaltjaval vett skalarszorzata. Ez a
vektorelemekre felirva:
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N -
A(p)=2(n) (5.31)

Tl

Vagyis a véletlen komponens vektorban szerepld eltérések négyzetosszege.

Ennek a fiiggvénynek a minimalizalasabol adodo feltételt a legkisebb négyzetek elvének nevezziik. Komoly
tudomanyos jelentésége van ennek az eredménynek, ugyanis a fenti becslési forma mar a XIX. szazad elején ismert
volt. Mivel a modszer segitségével a becsiilt paraméterek egy linearis egyenletrendszer megoldasaval megkaphatok
voltak, (ahogyan a 5.29 egyenletbdl latszik) a szamitogepek elterjedése eldtti idoben ez volt a paraméterbecslések
egyetlen gazdasagosan végrehajthatd maodja.

A legkisebb négyzetes becslés csak abban az esetben adja ugyanazt a becslési eredményt, mint a maximum likelihood
becslés, amikor a véletlen komponens normalis eloszlast, centirozott (nulla varhato értékii) és korrelalatlan a
mérési pontokban. (A fenti levezetésben ennek megfeleld feltételeket vezettiink be.)

A legkisebb négyzetes modszert (és annak valtozatait) — egyszerliségiik, és konnyen programozhatésaguk miatt —
részletesen ismertetjiik jelen jegyzet késébbi fejezeteiben.

A maximum likelihood elv alkalmazasa minéségi
interpretaciora a priori valésziniiségek felhasznalasaval

Vizsgaljuk meg a maximum likelihood mddszert a minéségi interpretacio esetén, ha nem tételezziik fel, hogy az
egyes becsiilt paraméterek egyforma valoszinliségiiek, vagyis a becslésben fel szeretnénk hasznalni a paraméterekre
vonatkoz6 el6zetes (a priori) ismereteinket! Ekkor — felhasznalva az a posteriori valdszintiség (5.22) alakjat — a
maximalizaland¢ likelihood fiiggvény logaritmusa:

Alp)=lnlf(p))+ln(f(u|p)) (5.32)

Ahogy emlitettiik, az fip)
valdszinliségsiiriiség-fliggvény.

a paraméterekre vonatkozo elézetes informacié alapjdn megkonstrualt

A maximum likelihood elv alkalmazasa osszetett
interpretacid esetén

Az dsszetett (mindségi-mennyiségi) interpretacio soran a lehetséges modellekhez ki kell valasztani a () direkt
feladat 6sszefliggések tipusat, €s a mérési anyagbol meg kell hatarozni minden tipusra a p,, (s = 1,2, ...,S) paraméterek
becsiilt értékeit.

Ennek soran minden modellre a mennyiségi interpretacional bemutatott folyamatot alkalmazzuk a p,, paraméterek
becslésére. Ennek eredményeképpen minden modellre rendelkezésre allnak a paraméterek becsiilt értékeibdl alld

P. vektorok. Ezeket az egyes modellekhez tartozo, a mindségi interpretaciohoz felhasznalt likelihood fiiggvényekbe

visszahelyettesitve, megkapjuk a likelihood fiiggvények maximum értékeibdl allé szamsorozat ™~ elemeit. A
becslés ezek koziil kivalasztani a maximalis értékit. Ezaltal az dsszetett interpretaciot visszavezettiik egymas utan
elvégzett mindségi és mennyiségi interpretaciora.

Az additiv modellek véletlen eltérés komponensének
analizise

Vizsgaljuk meg a mennyiségi interpretacional a maximum likelihood feltételbdl levezetett maximalizalando
fliggvényt:
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E =
) }1n|'det['_R;_._'|+[‘_21:_.+1_'|-1n [‘_::;'|'|+-_ (u,-f,(p)) R (u, -, [pll} (5.33)

e

|.r|;_-

Alp)=-

Ennek a fiiggvénynek keressiik a maximumat a paraméterek fliggvényében, am utaltunk arra, hogy p paraméterek
megvaltozasa esetén valtozik a direkt feladat megoldas, ezzel valtoznak a véletlen eltérés komponens vektor elemei,
ami visszahat az ezekbdl képzett R, kovarianciamatrixokra is.

A megfigyeléseink 2K+ csoportra osztasanal feltételeztiik, hogy az véletlen eltérés kompones vektor n;;, elemeire
igaz, hogy normalis eloszlasuak, centirozottak, k szerint fiiggetlenek és i szerint stacionariusak. Ekkor a k-adik
méréscsoporthoz egyetlen o, szorasértek tartozik, ami az k-adik csoportra allandd. Ennek segitségével az R,
kovarincia matrixot felirhatjuk a szoras és a korrelacids matrix (3.24) szorzataként: (Figyeljiink az eltérd jelolésekre!)

r,=

R.
= (5.34)

Ennek felhasznalasaval irjuk fel Gijra, a mennyiségi interpretacio esetén maximalizalandoé fiiggvényt (5.22):

. K
f'_[lpzfszr:__.]z—% Z [["’I +1| 1n[(7‘]+1n|det[r ||+["’I +]| ln["’TH-
-
|- B (5.35)
+—(u, —f, (p)) (. —£.(p)) |}
ol :

Pl

Vizsgaljuk el6szor a legegyszeriibb esetet, amikor a Gt szorasnégyzetek és a p paramétervektor elemei ismeretlenek,
¢és az r korrelacids matrix elemeit ismertnek tételezziik fel. Ekkor a fenti fiiggvény %% _ek szerinti maximuma adja
a % ek becslését. (A fenti fliggvényt % _ek szerint lederivaljuk, és ahol a derivalt nulla, az a sz¢élséérték.) A

kapott egyenlet atrendezésével kapjuk a % k becslését:

(w.~£.(p)) 7 -(u, ~£.(p)) | (5.36)

"’Il

A kapott becsiilt szorasokat visszairva a (5.35) egyenletbe, és az egyszeriisitések elvégzése utan:

E
Ap.c?)==3 (2, +1)In(c?) =
' ' P LY
3 ' I - (5.37)
-3 ettt T fw (p)) -r (u,~1.(p)) I

Ez a formula csak az ismeretlen p vektortdl fiigg.

El6szor tehat ennek a formulanak a segltsegevel meghatarozzuk a becslést, és azt visszahelyettesitve (5.36)

egyenletbe szamitjuk ki a % _cknek a “F becslését.

Vizsgéljuk meg azt a specialis esetet, amikor a méréseinkbdl alkotott k-darab csoportban az elemek szama (7))

mindegy csoportban azonos (/-vel egyenld) és az n;;, véletlen komponens pedig azonos szorasu: 95 =9 Ekkor
az egyszer(isitések utan adodik:

) 1 Er TS S ]
=ar ey = Ee)) (- (p)) (538)
- L= L -
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Es ezzel a becsléshez felhasznalt fiiggvény, amelynek a maximumat keressiik:

-

) [E T T 1
A(p.&%)=-In{ X |{u.~f.(p)) v -(u.~£(p)] (5:39)
R =

Ebbdl, felhasznalva, hogy a logaritmusfiiggvény az argumentumanak monoton fiiggvénye, kapjuk, hogy:
E -

A(0.6) == (w,~£(p)) 57 -(w, £ (p)) (5.40)

=K~

Ez az eredmény azt fejezi ki, hogy ismeretlen szérasok esetén is ugyanolyan alaki a maximalizalandé fiiggvény,
mint ismert szorasok esetén. Megjegyezziik, hogy a méréseink korrelaltsagat jellemz6 korrelaciés matrixot itt is
ismertnek tételeztiik fel.

Ezt az eredményt alkalmazhatjuk a linearis additiv teri modelljeinkre is. Minthogy az itt levezetésre keriild
mennyiségek mar atvezetnek minket a legkisebb négyzetes becslések témakorébe, vezessiik be az ott alkalmazasra
keriil6 sulymatrixot:

W=qg; -R? (5.41)

, yo . . . R , F; ,: r y . , oz
Ahol a W stilymatrix a kovariancia-matrix inverzének konstansszorosa. A ~¢ szorzot az egységnyi sulyu méréshez
tartozo szorasnégyzetnek nevezzik.

Ekkor — ismét felhasznalva, hogy a direkt feladat megoldas a paraméterek linearis fliggvénye (5.27 egyenlet) —
kapjuk, hogy :

P=(AT WA (AT Wou) (5.42)

Az egységnyi sulyll méréshez tartozo6 szorasnégyzet (G: ) torzitatlan becslése:

. (u-A.p) W-(u-Ap)
: K-S

(5.43)

A nevezdben a mérések szamanak (K) és a paraméterek szamanak (S) kiilonbsége, vagyis a szabadsagi fokok szama
all.

5.3. A kritériumfuggvény lehetséges alakjai

Ebben a fejezetben lattuk, hogy hogyan lehet a maximum likelihood elv segitségével egy olyan fiiggvényt eléallitani,
amelynek szélséértéke a keresett paraméterck optimalis becslését szolgaltatja. (Optimalisnak neveziink egy becslést,
ami aszimptotikusan torzitatlan és effektiv.) Lattuk, hogy normalis hibaeloszlas esetén a maximum likelihood
modszer a legkisebb négyzetek modszerére vezet. A legkisebb négyzetek moddszerénél is egy fiiggvény
sz€ls6értékének — minimumhelyének — meghatarozasa segitségével szolgaltatja a paraméterek becsiilt helyét.
(Ebben az esetben analitikus formaban tudjuk kifejezni a paramétereket.) Altalanossagban elmondhatjuk, hogy a
becslési eljaras valamilyen fiiggvény szélsé értékének megtalalasabol all.

Altalanositsuk a fenti meghatarozast! Kritériumfiiggvénynek nevezziik a mérési adatok (az u mérések), a p
paraméterek és a rendelkezésre alld informaciok olyan fliggvényét, amelynek a p paraméterek szerinti sz&ls6értéke
a paraméterek becslését szolgaltatja. Ezek a kritériumfiiggvények lehetnek szuboptimalisak is, ha a hasznalatuk
valamilyen szempontbol célszeri.

Vizsgaljuk meg még egyszer a legkisebb négyzetek modszerben szerepld kritériumfiiggvényt:
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oo
Ap)=3(n) (5.44)

Tl

Ebben a fiiggvényben az eltérésvektor (n) elemeinek a négyzeteinek az 6sszege szerepel. Az eltérésvektor elemei
pedig a mérési pontokban a mért érték és az elméleti modell (direkt feladat) altal mondott értékek kiilonbsége.

A kritériumfliggvény azt fejezi ki, hogy a modell mennyire tér el a mért értékektdl, milyen ,,tavol” van téle.

Ha N darab mérésiink van, akkor ezek a mérések egy N-dimenzids teret feszitenek ki. Az N darab mérési adatbol
képzett vektor (u) egy vektor ebben a térben, amelynek elemei: u;, u,..., uy, A mérési helyekre valamilyen
paraméterértékekkel kiszamolva a direktfeladatot ugyancsak egy N dimenzios vektort kapunk (f), amelynek elemei:
I o - [ A (5.44) képlettel kifejezett mennyiség, e két vektor elemeinek kiilonbségeibdl képzett négyzetek
Osszege. Ez pontosan az N-dimenzids térben a Pitagorasz-tétel altalanositasaval nyert Euklédeszi tavolsag négyzete.
A kovetkez6kben megmutatjuk, hogy a fenti moédon képzett mennyiség, a vektortereken altalanosan bevezettet
tavolsagfogalom egy specialis esete.

A tavolsag, és hosszlisag fogalmanak altalanositasa véges dimenzids vektortereken a norma fogalma. A norma
egy vektortéren értelmezett leképezés, ami a nullvektor kivételével minden x vektorhoz egy pozitiv szamot rendel.
Ervényesek ra, az abszolutértékhez hasonlé tulajdonsagok:

d(x)z0
d(x)=0=x=0 (545, 546, 547,
d(x+v)=d(x)+d(v) 5.48)

d(i-x)= |P_|-d['.x:|

d(x] (s .
Ekkor a ! _et az x vektor normajanak nevezziik.

A véges (n-dimenzibs) valos vektortereken a p-normakat hasznaljak:

1

N o
L(x)= Z.|:\r_.|'5 [ (5.49)
\ & )

A (544) ¢és a (549) egyenletek Osszehasonlitasaval latszik, hogy a legkisebb négyzetes becslés
kritériumfiiggvényében a szereplé mennyiség a p = 2 értékhez tartozo, L, norma négyzete. Az L, norma tehat
megegyezik az Euklédeszi terekben definialhatd tavolsadggal. A 2-dimenziés sikon felvett koordinatarendszer
kozéppontjatol egységnyi tavolsagra levo pontok halmaza az origé koré rajzolt egység sugaru kdron van.

Az eltérések négyzeteinek Osszegét tartalmazd kritériumfiiggvényekkel torténd becslést, L, norma szerinti
becslésnek nevezziik. Ehhez abbdl indultunk ki, hogy a hibak normalis eloszlastak, ennek segitségével irtuk fel
a likelihood fiiggvényt, amelynek a széls6értékét (maximumat) meghatarozva kapjuk a legkisebb négyzetek
formulajat.

Emlitettiik a ,,A valosziniiségszamitas alapjai” c. fejezetben, hogy a hibak normalis eloszlasanak feltételezését a
centralis hatareloszlas tétel indokolja, masrészt amennyiben a hibakomponens eloszlasa nem ismert, rogzitett elsé
két momentum esetén a legnagyobb szabadsagi fokkal (mas megfogalmazas szerint a maximalis entropiaval)
rendelkez6 eloszlast, a normalis eloszlas valasztjuk a maximum likelihood fiiggvényben.

Vizsgaljuk meg a p = I esetet, vagyis az L; normat!

¥
L= (5.50)
iml
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Ebben az esetben az eltéréseink abszolut értékeinek Osszegét fejezi ki a fenti norma. Az igy képzett tavolsag a
koordinatatengelyek mentén mért tavolsagok dsszege. Ez 2 dimenzidban olyan, mintha egy derékszdgii utcahalozattal
rendelkezd varosban mérnénk a két pont k6zotti eljutashoz sziikséges tavolsagot, tigy, hogy csak az utcakon tudunk
haladni. Emiatt ez az angol nyelvii szakirodalomban taxicab vagy Manhattan tavolsagnak is nevezik. Ennek a
tavolsagdefinicionak a hasznalataval a sikon felvett 2-dimenzios koordinatarendszer k6zéppontjatol egységnyi
tavolsagra levé pontok egy esetén csticsara allitott négyzet oldalainak pontja, amely négyzet csticsai rendre a (0,1),
(1,0) (0,-1) (-1,0) pontok. Természetesen a fenti szemléletes képet tobb dimenziora is altalanosithatjuk.

Ennek a mennyiségnek a minimalizalasaval torténd becslést L; norma szerinti becslésnek nevezziik.

Amennyiben eldzetes ismereteink alapjan feltételezhetjiik, hogy a hibakomponens Laplace (kétoldali exponencialis)
eloszlasu, akkor a hibakomponens vektor elemeibdl képzett likelihood fiiggvényben a Laplace eloszlas (3.28)
osszefiiggéssel megadott képlete szerepel. Tovabbra is feltételezziik, hogy a méréseink fliggetlenek, a méréseinkbdl
egyetlen csoportot képeziink, amelyben a mérések valtozékonysagat jellemz6 b (skala paraméter) valamennyi
meérésre azonos. Tételezziik fel tovabba, hogy nincsenek elézetes a priori ismereteink a paramétervektor elemeivel

kapcsolatban, igy a lehetséges paraméterkombinaciok valoszintisége egyforma (f lp)= d'r'r'). Irjuk fel a mért (u)
¢s a direkt feladatbol szamolt (f(p)) elméleti értékek kiilonbségeivel a likelihood fiiggvényt:

L1
Lip)=Ff(u|p)=——m0e * (5.51)

2-b

A fliggvény maximuma (a vektorelemekkel kiirva) megegyezik az alabbi fiiggvény minimumaval:

¥ ¥
Z|&__—ﬁ['_p:||=Z|a:-__|:= min (5.52)
=1 =1

Lathatjuk tehat a (5.50) és (5.52) egyenletek Osszehasonlitasaval, hogy az L; norma szerinti becslés a Laplace
eloszlas esetén megegyezik a maximum likelihood becsléssel.

Vizsgéljuk meg a p—oo hataratmenet képzésével kapott eredményt! Ezt L,, normanak nevezziik. Ekkor a vektor
elemek abszolut értékeinek egyre ndvekvd kitevojii hatvanyait képezziik. A kitevé ndvelésével a legnagyobb
abszolut értékii vektorelembdl képzett hatvanyhoz képest kevésbé ndvekszik a tobbi vektorelem, és kimutathatd,
hogy a hatvanyok 6sszegébdl a p-edik gyokvonas hatasara csak a legnagyobb abszolut értékii vektorelem marad
meg:

N
L = mm|x
. = max|x| (5.53)

Ennek a tavolsagdefinicionak a hasznalataval a 2-dimenzids esetben, a sikon felvett koordinatarendszer

kozéppontjatdl egységnyi tavolsagra levd pontok egy olyan négyzet oldalainak pontja, amely négyzet cstcsai a
(1,1)(,-1) (-1,-1) (-1,1) pontok.

Ezt a norméat nevezik angolul chessboard (=sakktdbla) norméanak, mivel azt adja meg két mezd tdvolsdgaként,
hogy az egyik mezore helyezett kiraly hany 1épésben tud eljutni a masik mezdre. Az els6 definialojarol Csebisev
normanak is nevezik.

Az L, normat hasznal6 becsléseket minimax becslésnek is nevezziik. Ezt a becslést el6szor Laplace alkalmazta
a XVIIL. szdzad végén, amikor a kiilonboz6 foldrajzi szélességeken mért meridian ivhosszokbdl a f6ld alakjat
kozelito ellipszoid paramétereit szamolta ki.

Amennyiben a hibakomponens vektor elemeirdl elézetes ismeretek alapjan tudjuk, hogy azok egy egyenletes

eloszlasbol szarmaznak, akkor a hibakomponens vektor elemei segitségével felirt likelihood fiiggvény
sz¢ls6értékének meghatarozasa, azonos az alabbi feltétellel:

max {Ju, — £i(p)|Jes = falp )|y — £ (p)]f:= min (5.54)
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Az L;és L, becslések elonye az L, norma szerinti becslésekkel szemben, hogy sokkal kevésbé érzékenyek a durva
hibakra, altalaban fiiggetlenek a véletlen komponens eloszlasatol. Az ilyen becsléseket robusztusnak nevezziik.

5.4. Minimum kereso eljarasok

Az el6z6 fejezetben lattuk, hogy az inverzid egyik fontos 1épése a direktfeladatban szereplé paraméterek
meghatarozasa a mérési anyag ¢és az a priori ismeretek alapjan. Lattuk, hogy ez altalanossagban valamilyen
kritériumfiiggvény minimumanak (sz¢ls6 értékének) a meghatarozasat jelenti. Az alabbiakban réviden attekintjiik
a tobbvaltozos fliggvények széls6értékét meghataroz6 numerikus eljarasokat. Az eljarasokban a levezetéseket
mell6zziik.

Linearis egyenletek megoldasara visszavezetheto
eljarasok

Lattuk, hogy a linedris elméleti terti modelleknél kiemelt szerepe van az L, norma szerinti becslésnek, ami a
legkisebb négyzetek modszeréhez vezet. A modszer alkalmazasa soran altalaban egy

A-x=h (5.55)

Alak linearis egyenlet x megoldasvektorat keressiik, ahol A egy NxN méretii invertalhaté matrix.

Az egyenlet megoldhato a linearis algebrai bevezetében bemutatott altalanos inverz segitségével. Az eljaras
azonban nem mindig célravezetd nagy dimenziészamu vektorok esetén, ezért az adatok és a paraméterek nagy
szdma esetén iteracids eljarasokat alkalmazunk. Ezek 1ényege, hogy a paramétervektor kiinduld értékét (X(O)-t)
onkényesen megvalasztjuk, és valamilyen eljaras segitségével kiszamolunk egy olyan Ax® vektort, amit a
paramétervektorhoz hozzaadva a kapott vektor (x(l) =xO+ AX(O)) mar kodzelebb van az egyenletrendszer tényleges
megoldasahoz. Ezt az eljarast addig ismételjiik, amig elegend6en kdzel nem keriiltiink az egyenlet megoldéaséhoz.

A kiindulé vektorhoz hozzaadand6 Ax vektor kiszamitasara tobbféle eljaras 1étezik (pl. gradiens modszer, konjugalt
gradiens moddszer, stb.). Ezeknek az eljarasoknak a megértéséhez elészor meg kell ismerkedniink a kvadratikus
fiiggvény fogalmaval.

Definialjuk az = R yektorhoz tartozoé kvadratikus figgvényt:

flx) =%[_3\:T -A-x_]—[_hT x|+ (5.56)

- __nN

Ahol A=R™¥ B.x=R™ 0 4io eoy konstans. A kvadratikus fiiggvény tulajdonsigai megegyeznek az A métrix
tulajdonsagaival, tehat lehet szimmetrikus, pozitiv definit, stb. A fenti egyenlet x szerinti sz€lséértéke ott van, ahol
az egyenlet x szerinti derivaltja nulla. A fliggvény derivaltja:

F(x)=A-x-h (5.57)

Vagyis egy kvadratikus fliggvény szélséértékhelyének meghatarozasa egyenértékiia A-x =h egyenlet megoldasaval.

Ha az A métrix szimmetrikus és pozitiv definit, valamint egy z vektor kielégiti a A-z2=h egyenletet, akkor a
kvadratikus fliggvény az alabbi alakba irhat6:

Flx) =f|l1_|+:|_|_3c—zllT -A-I_x—z.I_J (5.58)

A jobboldali tag nem negativ, ezért a z vektor a kvadratikus fiiggvény minimumbhelye. Kimutathatd, hogy a fenti
esetben a z vektor az egyetlen minimumbhely.
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Gradiens modszer

A fentiek értelmében a A-x=h egyenlet megoldisa azonos a kvadratikus fiiggvény minimumhelyének
meghatarozasaval. Jeldljiik a kvadratikus fliggvény negativ gradiensét egy r vektorral:

r=—f'(x)=h-A-x=A.(z-x) (5.59)

Az r vektor a korabban megismert rezidualvektor.

Talalhatunk olyan a szadmot, amelyre teljesiil az alabbi két feltétel:

Flx)=flx+2-2-r)

) 5.60, 5.61
Flx+or)-f(x)=0 ( )

Egy kvadratikus fiiggvény szintfeliiletei altalanositott ellipszoidok, 2-dimenzidban ellipszisek. A felsé egyenlet
azt fejezi ki, hogy a paramétertér egyik (x) pontjarol a gradiens iranyaban 2-o-r vektorral arrébb mozdulva ugyanarra
a szintfeliiletre (2-dimenzidban szintvonalra) jutunk. Az als6 egyenlet azt fejezi ki, hogy ha ennek a tavolsagnak
a felével megytink csak arrébb, akkor kozelediink a minimumhoz (vagy legalabbis nem tavolodunk téle).

A részletek mell6zésével kozoljik, hogy az a skalar az alabbi médon szamolhato:

(rfor)

_—[.r* — ] (5.62)

Latszik, hogy ennek kiszamitasahoz egy énkényesen vélasztott x hely esetén csak az A ésa ¥ =h — A -¥ mennyiségek
kellenek.

Osszefoglalasként megadhato a gradiens modszer algoritmusa:

Valasszunk egy tetszéleges x(? vektort. Szamitsuk ki hozzaa ¥ =h—A-x” gradiens vektort. Szamitsuk ki az
alabbi mennyiségeket (k=1):

(5.63, 5.64, 5.65)

A fenti szamitast ismételjiik meg k=2,3,4,... szamokra. Az x® vektorok sorozata az A-x=h egyenletrendszer x
megoldasahoz tart.

Az eljaras hatranya, hogy amennyiben a kvadratikus fliggvény szintvonalai nagyon elnyult ellipszisek, akkor a
konvergencia nagyon lassu.

Konjugalt vektor médszer

Emlitettiik, hogy a gradiens moddszer hatranya, hogy rosszul kondicionalt matrixok esetén az r rezidualvektor
iranyaba tett 1épések csak rosszul konvergalnak a minimumhoz. Valasszunk az r vektor helyett egy (késobb
meghatarozandd) p vektort, amit a (5.60) egyenletbe betéve a minimum hely felé konvergalé megoldast kapnank.
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=1 k) E-10

k1) +otp

Eszerint a (5.64) egyenletben az X Yex T ag ot helyett * =x

all. Eszerint sziikségilink
lennek a p(k) vektorok sorozatara.

T g
Valasszuk ugy a p(k) vektorokat, hogy azok a pozitiv definit A métrix konjugaltjai legyenek, vagyis P Ap =0
ha i#j. Ekkor ezek a vektorok egy bazist alkotnak és ezek a vektorok linearisan fiiggetlenek. Ebbdl kovetkezik,
hogy egy tetszdleges y vektor felirhatd az N darab p vektor linearkombinacidjaként (N a vektor dimenzidja).

frjuk fel a kiindul6 x© vektor ¢s az egyenlet megoldasat jelentd z vektor kiilonbségét, mint a p(k) vektorok
linearkombinacidjat!

N-1 N
z-x" =ZO:_._1 - (5.66)
ahol
[lp") -r|
T — (5.67)
[lp) -A-p|

(Ez az eredmény a kvadratikus fiiggvény ** TEP: helyen felvett értékének a Taylor-sorfejtésével kaphatd meg.)

Eszerint ha a p(k) vektorok az A matrixnak konjugalt vektorai akkor a gradiens modszer modositasa (r helyett p
vektorral szamolva) legfeljebb N 1épésben az egzakt megoldashoz konvergal, ahol N az A matrix dimenzidja.

Konjugalt gradiens modszer

A konjugalt gradiens modszer Iényege, hogy a konjugalt vektor modszerben szerepld p(k) vektorokat iterativ modon
allitjuk eld, ugy, hogy az iteracio elsd 1épésében p(o) vektor az r? (gradiens)vektor.

i-1

p=r+> a4 p¥ (5.68)

L

Vagyis az aktualis k-adik iteracios 1épésben felhasznalt vektort allitsuk eld a gradiens vektor (r) és a korabbi p(o),

p(I )., p"“’ vektorok linearkombinacidjaként. Ehhez a By A
egylitthatok biztositjak, hogy a konjugaltsag fennalljon.)

=D egyiitthatok meghatarozasa sziikséges. (Ezek a

B,

A szamitasokat mellézve kimutathato, hogy a

ﬁ:_ -1 A

egyiitthatokra, adott £ esetén az egyetlen nem nulla egyiitthato
a
Ekkor a konjugalt gradiens modszer szerint, egy tetszéleges x¥ vektort valasztva, és kiszamolva hozza a

po=r =h-A-x Jeviorokat, k=1,2,..., N esetén a kiszamolva az alabbi mennyiségeket:

44

render

http:// www.renderx.com/



render

A geofizikai inverzi6 statisztikai megkdzelitése

(S
ai_‘—l = PP N
[(p™'] -Ap™|
= TP :
r = g A (5.69, 5.70, 5.71, 5.72, 5.73)
T \
PO e
o T
1L
P =1 =r 1.'—1-_’_}5,::_1 P ]

Az k+1=N esetén az x™ vektor az egyenlet keresett megoldasat szolgaltatja. Ez az eljaras viszonylag egyszerd,
konnyen programozhato, ezért nagy népszertiségnek 6rvend.

Intervallum keresés

Ennél a modszernél eldzetes ismeretek alapjan meghatarozzuk, hogy a paramétervektor egyes elemei milyen
intervallumban vehetnek fel értékeket. (Egy egyvaltozods fliggvény esetén ez a szamegyenesen egy szakasz,
kétvaltozos fiiggvény esetén ez a sikon egy téglaalap.) Ezutan a paramétertérnek ezt a részét minden paraméter-
tengely mentén felosztjuk kis szakaszokra. (Ez a szdmegyenesen a szakasz felosztasat, a sikon a téglaalapra
beracsozasat jelenti.) Ezutan a felosztas hatarpontjain, (a szakaszok végpontjain illetve a rdcspontokban) kiszamoljuk
a kritériumfliggvény értékét. Ahol a kritériumfliggvény legkisebb, ott annak a paramétervektornak a kérnyezetében
—kisebb szakaszokat valasztva — finomitjuk a felbontast és ezekben a pontokon tjra kiszamoljuk a kritériumfliggvény
értékekeit. Ezt az eljarast tobbszor megismételve, elegendd pontossaggal megkaphatjuk egy tobbvaltozos fiiggvény
minimumat. Az eljaras soran nem sziikséges az egyes paraméterekre megadhato intervallumokat azonos darabszamu
szakaszokra osztani, illetve egy-egy paraméter esetén nem sziikséges, hogy szakaszok egyforma hosszisaguak
legyenek.

Az eljaras eldnye, hogy egyszerlien programozhato, és a direkt feladat szamitasat igényli csak, nem sziikséges az
elméletei valaszfiiggvény derivaltjainak szamitasa.

Hatranya, hogy sokelemii paramétervektor esetén nagyon megnd a szamitasigény: ha az N elemil (dimenzi6ja)
paramétervektor mindegyik elemét M-/ szakaszra (intervallumra) osztjuk fel, akkor M alkalommal kell
kiszamolnunk a fiiggvény értékét egyetlen iteracios 1épésben.

Szimplex médszer

A Nelder-Mead féle szimplex modszer (mas néven amoba modszert) 1947-ben javasoltak lineéris programozasi
problémak megoldasara. (A linedris programozas altalanos feladata tobbvaltozos linearis fiiggvény szélséértékének
keresése adott feltételek mellett. A feltételek linearis egyenletek, vagy egyenlétlenségek alakban adottak. A linedris
programozast eleinte gazdasagi és katonai logisztikai problémak megoldasara hasznaltak.)

A szimplex modszer a sz€lséérték meghatarozasahoz nem igényli a fiiggvény derivaltjainak szamitasat, ezért mar
a szamitogépek hasznalatanak kezdetén alkalmazhatd volt, amikor még nem voltak kidolgozva a numerikus
derivaltakat szamito eljarasok.

A szimplex egy N dimenzids térben egy N+ csucsponttal rendelkezd idom. (A 2-dimenzios sikon ilyen idom a
haromszo6g, a 3-dimenzios térben a tetraéder.)

A szimplex mddszer egy iteracios eljaras, amely képes tobb 1épésben megtalalni a fliiggvény minimumbhelyét, ha
a fliggvény ,,sima” és egyetlen minimumhelye van.

Az inverzio6 soran a paraméterek kiindul6 értéke a paraméterek terének egy pontja. Ezlesza X ” vektor. A médszer

inicializalasa soran megadunk egy ¥ vektort, aminek i-edik eleme azt adja meg, hogy az i-edik paramétert
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mekkora Iépéssel 1éptetjiik arrébb a paramétertérben. A kiindul6 szimplexet ugy képezziik, hogy a paramétervektor
kiindul6 értéke (% 5") lesz a szimplex egyik cstcsa, az (i+1)-edik csucsot pedig ugy kapjuk, hogy ennek a *

vektornak i-edik elemét Ax”' i-edik elemével megnoveljiik. Ekkor a valtozatlanul hagyott paramétervektor és az
Osszesen N darab, egy-egy elemében megvaltoztatott vektor adja a szimplex N+/ darab cstcsat.

Az eljaras roviden gy irhato le, hogy egy kezdetben felvett szimplex csticsaira kiszamoljuk a fliggvény értékeket.
Azt a csucsot, amelynél a fliggvény értéke a legnagyobb, attiikkrozziik a szimplex sulypontjara. Ekkor egy uj
szimplexet kapunk, ugy, hogy elhagyjuk a legnagyobb fiiggvényértékii csucsot és helyére a szimplexbe a tiikrozéssel
kapott cstcsot tessziik. Ennek az eljarasnak az ismétlésével a szimplex ,lépeget”, a szimplex a fliggvény
minimumahoz egyre kozeledik. Ha a tiikrozéssel ijonnan kapott csticsban a fliggvény értéke kisebb, mint a szimplex
barmelyik cstcsaban, akkor egy nytijtast végziink a minimum irdnyaban. Ha a tiikr6zéssel kapott ponton a fiiggvény
érteke nem csokken, akkor a minimumhelyet koriilveszi a szimplex, ezért a szimplexet 0sszehtuzzuk. Ha ennek
hatasara sem talalunk olyan csucsot, amelyiken a fliggvény értéke csokkenne, akkor a legjobb csucsra ,,rahuzzuk”
a szimplexet.

A kovetkez6kben bemutatjuk az eljaras részletes leirasat.

A mddszer inicializalasakor vegylink fel az N-dimenzids térben egy N+ csticsu szimplexet. Ennek csucsait jeloljék

vektorok. (a fels6 index az iteracids 1épések szamat jelenti, az alsé index a csucsok indexe.
Minden vektor N elemi.)

1. Szamitsuk ki ebben az N+1 cstcsban a fliggvény értékét! Ez utan rakjuk sorba a vektorokat ugy, hogy a

hozzajuk szamitott fliggvényértékek nagysag szerint novekedjenek: flm)2f(x) == flxya)

2. Szamitsuk ki az x vektorok x; sulypontjat, ugy, hogy elhagyjuk az x,, ; vektort!

(=X T (X Xy

3. Tiikrozeés: Tiikrozziik a x,; pontot a stilypontra! Ez a tiikkrdzott pont: r Ha a tlikrozott

flx)=f(x)= f[..x.\'.])

pont jobb, mint a masodik legrosszabb pont, de nem jobb, mint a legjobb pont (vagyis
akkor helyettesitsiik az x,,; pontot a x,. ponttal, és ismételjiik meg az 1. 1épést.

>

4. Ha a tiikrozott pont jobb, mint az eddigi legjobb pont, (vagyis fx)<f [-xl-l) akkor szamoljuk ki az

X, =X+ X "Xy elnyujtott pontot. Ha ez az elnyujtott pont jobb, mint a tiikr6z6tt pont (vagyis
flx)<flx,) ), akkor helyettesitsiik az x;; legrosszabb pontot az x, elnytjtott ponttal és ismételjiik meg az
1.1épést.  Ha ez a elnyujtott pont nem jobb, mint a tiikr6zott pont akkor helyettesitsiik az a X, ; legrosszabb
pontot a a X, titkkrozott ponttal és ismételjiik meg az 1. 1épést.

5. Ha a tiikrozott pont rosszabb, mint az eddigi masodik legrosszabb pont, (vagyis =)z f [_x_\-_l) akkor

szamoljuk ki az X = X0 2% "Xy

pont (vagyis flx)=<f [-x-‘"l-l) akkor helyettesitsiik az a x,;;; legrosszabb pontot a x,. dsszehtizott ponttal és
ismételjiilk meg az 1. 1épést. Egyébként 1épjiink tovabb a 6. pontra.

Osszehuzott pontot.  Ha ez az 6sszehtzott pont, jobb mint a legrosszabb

c=x+0-(x,—x

6. A legjobb pont kivételével az dsszes pontot helyettesitsiik az alabbi mennyiséggel: * 1) ahol

i=2,3,..., N. Ezutan ismételjiik meg az 1. Iépést.

Az o a tiikr6zési, y a nyujtasi, p az 6sszehlizasi, o pedig a zsugoritasi egylitthatd. Ezek szokésos értékei: a=1, y=2,
p=-1/2, 6=1/2. A 6. pont abban az esetben fordul el6, ha a minimumbhely fel¢ kdzeledve valamilyen iranybodl a
fiiggvény még novekszik, ekkor a szimplex dsszehuzasa az 5. 1épésben nem csdkkenti a fliggvény értékét.
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Tobb valtozo és Osszetett direkt feladat esetén a fiiggvénynek tobb lokalis minimumhelye lehet. A globalis
minimumhely megtalalasahoz lehetséges, hogy a szimplexet a paramétertér tobb pontjardl kell elinditani, ezzel
feltérképezve az dsszes lokalis minimumot.

A szimulalt hités (Simulated Annealing)

A szimuldlt hiités (Simulated Annealing; SA) modszert, arrdl a folyamatrol nevezziik el, amelyben az olvadt anyag
megszilardulva mas, jellemzden alacsonyabb energiaszintii kristalyallapotba kertil azt kovetoen, hogy lassan vagy

s

matematikai modellezése a tetszdleges fiiggvényalaktl, tn. energiafiiggvények minimalizalasara is alkalmas.

Az olvadt anyagok atomszerkezete és — ennek kovetkeztében — energiaallapota is allanddan valtozik. Amennyiben
az olvadt anyag termodinamikai szempontbol egyensuilyban van, az energia-eloszlasat a Boltzmann-féle valoszintiségi
fiiggvénnyel adhatjuk meg:

g

P(E)xe 7 (5.74)

ahol £ jeloli az energiat, k a Boltzmann-allandot, T pedig a hdmérsékletet. Az energiaallapot valdsziniiségi jellege
miatt az energiaszint akar igen kis hémérséklet esetén is lehet viszonylag magas. Ez szamunkra azért fontos, mert
azaltal, hogy az olvadt anyag energiaszintje alacsonyabbol magasabbra valt, el6fordulhat, hogy a rendszer kilép
egy lokalis energiaminimum-helyzetbdl. Valojaban nem a rendszer energiaszintje fligg a hdmérséklettél, hanem
annak novekedési valdsziniisége:

" E-E)

P(E,>E)=c ! <E, (5.75)

ha 2

gy minél magasabb a rendszer hémérséklete, annal valosziniibb, hogy energiaszintje is novekedni fog. Lasst hiités
esetén az olvadt anyag energiaszintje csokkenni fog, a hiités befejeztével minimalis értéket vesz fel, ,,nulla
hémeérsékleten” pedig ez az allapot rdgziil, az anyag ebben az allapotban fagy meg.

Az SA inverziés moddszer alkalmazasaval ¢ folyamat modellezését hasznaljuk fel a célfiiggvény globalis
minimumanak meghatarozasara. Ebben a modellben az olvadt anyag atomszerkezetének kiilonboz6 értékeit a sajat
modelliink paramétereivel fogjuk megfeleltetni. A fizikai rendszer energiaszintjének megfeleldje a mi eljarasunkban
a minimalizaland6 célfiiggvény lesz. A modszer alkalmazasa soran a modelliink terében hajtunk végre iranyitott
(m |

véletlen 1épéseket, és a minimalizalando o célfiiggvény értékeit pedig a 1épéseket kovetden feljegyezziik. A

D, =D(m,)

kiindulé modelliinket jeldljiik my-lal, pedig jeldlje a célfiiggvény ehhez tartozo értékét. Az iranyitott

véletlen elmozdulés soran a modelltérben egy Am értékkel elmozdulunk és megallapitjuk a célfiiggvény %, értékét

ebben az M1 = Mo ™ Am pontban. A Am 1épés hosszat az adott feladathoz kivalasztva azonos értékként kezeljiik,

iranyat pedig véletlenszeriien adjuk meg. A 1étrejové U my; modell elfogaddsanak valdszintisége pedig a
kovetkezoképpen adhaté meg:

p=1 4, AP=® B, <0 (5.76)

p=e T/ L A®>0 G-77)

amelyben T egy pozitiv paraméter, amelyet a (5.74) egyenlettel analog modon k7-vel azonositunk. A (5.76) egyenlet
azt mondja ki, hogy a 1étrejovo 0j m; modellt akkor fogadjuk el feltétel nélkiil, ha a célfiiggvény értéke csokkent

([IJ1 <P, ). Az my modell elfogadasi valdszinilisége viszont akkor sem nulla, ha a célfiiggvény értéke novekszik;
ez teszi lehetévé, hogy az eljaras ne ragadjon meg a paramétertér egy lokalis minimumaban. Minél kevésbé
novekszik a célfliggvény értéke, annal inkabb elfogadjuk ekkor is az uj paraméter-halmazt.
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Az elfogadas utan az m; modellt mar my-nak tekintve kezdjiik elolrdl a véletlen ugrast, mig ha nem fogadjuk el
az uj paramétersort, az my értéke nem valtozik, és e régi helyrdl kisérliink meg ujabb véletlen ugrast.

A hémérséklet-analog T paraméter értékétdl fiigg, hogy egy lokalis minimumbol hany 1épéssel sikertil kitorni. Itt
nem targyalt elméleti okokbdl T értékének megvalasztasa az alabbi korlatokkal torténik:

Ay

05<¢ T <009 (5.78)

Erre azért van sziikség, mert ha az elfogadasi valosziniiség értéke 1-hez kozeli, akkor barmilyen 1épést elfogadunk,
ha pedig tul alacsony, akkor til sok lépéssel tudunk csak kitdrni egy-egy lokalis minimumbol. A 1épések
abszolutértékeét is gy kell megvalasszuk, hogy a lokalis minimumbol néhany 1épéssel ki lehessen torni.

Az algoritmus ismételt végrehajtasa soran a 7 paramétert — akarcsak a fizikai rendszerbeli hiités soran a hémérsékletet
— fokozatosan csokkentjiik. Ahogy a globalis minimumhoz koézelitiink, a rendszer mintegy ,,megfagy”, és a tal
kicsi 1épések miatt abbol mar nem tud kitdrni. Az egyik legegyszerlibb hiitési modellt a

La=r-1, (3.79)

Osszefiiggés irja le. Itt k az aktualis modell-atmenetet jelzo sorszamozott index, y pedig egy 1-nél kisebb, de ahhoz
kozeli allando érték.

A fentiek 6sszefoglalva megadhatjuk az SA eljarast algoritmikus formaban is:

Legyen mg a modell kiindulé allapota, ®(m) az ehhez tartozd, minimalizaland6 célfiiggvény, T, pedig egy kell6en
magas kiindulé hémérséklet. Az algoritmus 1épései a kovetkezok:

o, =2(m,) , T, =
M) g 4o

1. Legyen "I aholy<1,de~1 (Pl y=0.98).

2. Véletlenszeriien adjunk meg egy eldre rogzitett hosszisagii Am elmozdulasvektort

3. Legyen ™1 = Mo TAm o @ =D(m,)
4. Ha B1= P legyen ™o =™1 Folytatas az 1. 1épéstél.
5.Ha & alili,legyen AP=D,— T, g p=e 77

(a) Generaljunk egy g véletlen szamot a [0,1] intervallumbol.

(b) Ha g<p, legyen ™2 =™1_ Folytatas az 1. 1épést6l.

(c) Ha g>p, folytatas a 2. 1épéstol.

Az genetikus algoritmus

A genetikus algoritmus (Genetic Algorithm; GA) — az el6z6 pontban targyalt szimulalt hiitéshez hasonléan —
egy valddi, a természetben is végbemend folyamatot, az evoltcios kivalasztodast modellezi. A természetben azok
az egyedek és fajok, amelyek egy kiilsé kovetelményrendszerhez jol alkalmazkodnak, talélnek és szaporodni
fognak, a tobbiek pedig kihalnak. A modell-térnek a paraméter-halmazzal jellemzett pontjait esetiinkben a biologiai
egyedekkel azonositjuk. A talélés feltételének azt tekintjiik, hogy a minimalizaland6 célfiiggvény hozzajuk rendelt

crer

kapunk, melynek egyedei a célfiiggvény globalis minimuma kdzelében ,,élnek”.
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m =|m m. J??.,'l
Adjunk meg az M-dimenziés modelltérben egy alteret, megadva az BT modellparaméterek

= 'IT b —I'b]' b b 'IT
a=|a,d,,....4, . =&,b,, .., '
-4y, ul &g SRR PRI TS

lehetséges minimalis és maximalis értékeit megadd vektorokat! Ez az

altér legyen diszkrét: az m; modellparaméterhez tartozo [a;, b;] intervallumot 2% szintre osztjuk. Ezaltal az m;
diszkrét értékei egy N; hosszusagu binaris adatlanc elemeiként allnak el6. Amikor az M modellparaméterhez tartozo

binaris adatlancokat dsszefiizziik, létrejon egy — ™ bitbdl all6 un. , kromoszéma”, amely esetiinkben a modelltér

-
egy pontja lesz. Ez a diszkrét modelltér 22" modellt tartalmaz, a populacio pedig » darab kromoszomabol all.
A kiinduld populécié kromoszémait a modelltérbdl véletlenszertien valasztjuk ki. A természetes kivalasztodast
pedig az alabbi harom folyamattal modellezziik:

Kivalasztas: Valasszunk ki az a meglévd populaciobdl Gigy n darab modellt, hogy az m; modell kivalasztasi
valdsziniisége a P(m,) célfiiggvény értékétdl fiiggjon Ggy, hogy minél kisebb a célfiiggvény P(m,) értéke,
annal valdsziniibb, hogy a modellt ki is valasztjuk. E kivalasztasi valoszinliség egy lehetséges modja példaul:

D, - P(m,)

B(m,)=—

- ( ‘m. ) (5.80)
;l ®:=_'. _[Ill_m:_-_|_|

ahol Do a populacié maximalis célfiiggvény-értéke. Ez az eljards biztositja, hogy a legkisebb célfiiggvény-
értékeket produkalé modellek megmaradnak, mig a nagyobb értékekkel jellemzettek , kipusztulnak”, eltinnek a
populéciobol.

Keresztezodés: A kivalasztast kdvetden a ,,kromoszoémainkat” véletlen parositassal n/2 parba csoportositjuk és a
parok tagjait (a ,,sziil6 kromoszomakat™) keresztezziik egymassal. A keresztezddés bekovetkezési valoszintisége
legyen P,! A keresztezédéskor véletlenszeriien kivalasztunk egy bitet a kromoszémak binaris adatlancéban, és az
ettdl jobbra 1évo biteket a sziild-kromoszomak kozt felcseréljiik, két uj kromoszomat hozva létre ezzel. Amennyiben
nem torténik keresztezddés, akkor az utodok kromoszoémai megegyeznek a sziilokével.

Mutacié: Az igy kapott 4j populacid kromoszomait tovabb valtoztathatjuk véletlenszerli mutacio altal. Ennek
bekovetkezési valoszintisége legyen P,,. Amikor mutacid torténik, a kromoszéma egyik bitjét véletlenszeriien
kivalasztjuk és értékét az ellenkezdjére moddositjuk (0 helyett 1-et, 1 helyett pedig O-t irunk bele). Ezzel a
véletlenszerti beavatkozassal valik lehetdvé, hogy a rendszerben 4j informécio jelenhessen meg. A mutécid teszi
lehet6vé, hogy 1j informacidkat hordoz6 kromoszomak johessenek 1étre. Mindazonaltal a P, valdsziniiség értéke
nem lehet akarmilyen nagy, célszerli azt alacsonyan, 1-2% koriil tartani, egyébként az eljaras inkabb a tisztan
véletlen 1épéseket tartalmaz6d Monte-Carlo-mddszerhez lesz hasonlatos.

A fenti kivalasztas-keresztezés-mutacié miiveleti harmasat addig ismételjiik egymas utan, amig a populacidé nem
lesz homogén, vagyis az egyes ,.kromoszomak” (modellparaméter-halmazok) nem valnak egymashoz nagyon
hasonldva, vagy amig a 1étrejott egyedszam nem ér el egy elére beallitott értéket. Arra azonban nincs garancia,
hogy az eljaras eredményeként a , kromoszomak” tartalma valoban a globalis minimum koézelében lesz. A sok
kiilonbozo helyen elvégzett célfiiggvény-értékelés mellett mindazonaltal egy lokalis minimum-gédorben valo
,beragadas” esélye meglehetdsen kicsi, a végsd helyzetet elérd, ,,talélé” populacio egyedeinek ,.kromoszomai”
altalaban a globalis minimum koézelébe esnek, €s a vizsgalt inverzios probléma megoldasat jelentik.

5.5. A statisztikai becslések minoségét
ellenorzo eljarasok

Az eddig elmondottak 6sszefoglalasabol kiemelhetjiik, hogy a méréseink dsszessége, (a kisérleti anyag) valosziniiségi
valtozok realizaciojanak tekinthetd, igy az ebbdl levezett mindségi vagy mennyiségi jellemzdok (a paraméterek)
maguk is valdsziniiségi valtozok.
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Az el6z0 fejezetben lattuk, hogy ezeknek a jellemzoknek a meghatarozasahoz olyan becslési eljarast valasztottunk
(a maximum likelihood becslést), amely ezeknek a jellemzoknek, a paramétereknek (legalabb aszimptotikusan)
torzitatlan és legkisebb szorasu (effektiv) becsléseit adjak. Ebben a fejezetben, a mennyiségi interpretacion keresztiil
bemutatjuk a becsiilt paraméterek statisztikai jellemzdinek a kiszamitasi modjat.

A statisztikus megkozelités szemszogébol a becsiilt paraméterek statisztikus jellemzéinek meghatarozasa ugyanolyan
fontos eleme az inverzionak, mint a maguknak a paramétereknek a meghatarozasa. Ebbdl a szempontbol az inverzid
nem teljes addig, amig ezeket a statisztikai jellemzoket is meg nem hataroztuk.

......

hasonlosagot mutat a statisztikai probak elméletével, amit ez a jegyzet nem targyal. Az Osszetett (mennyiségi-
mindségi) interpretacid esetét a mennyiségi interpretacio utan, csak vazlatosan targyaljuk.

A mennyiségi interpretacio soran, az alkalmazott maximum likelihood becslés segitségével meghataroztuk a

modelliinkben szerepld paraméterek becsiilt értékeit (P ). Ahogy emlitettiik, ezek maguk is valosziniiségi valtozokbol
(amérésekbdl) szarmaztatott mennyiségek. Az ezekre a valdszintiségi valtozokra vonatkoz6 legteljesebb informaciot
ezeknek a mennyiségeknek (a paramétereknek) az eloszlasfiiggvénye szolgaltatja. A teljes eloszlasfiiggvényt
altalaban nem tudjuk meghatarozni. Feltételezve, hogy a paraméterek normalis eloszlasuak, elegendd az elsé két
momentumukat ismerni az eloszlas pontos leirdsahoz.

Az els6 momentum a varhato érték. Egy becslés torzitatlansaga azt jelenti, hogy a becsiilt paraméter varhat6 értéke
megegyezik a paraméter elméleti értékével. Ez a feltétel altalaban nem teljesiil, hanem csak az aszimptotikus
torzitatlansag. A gyakorlatban sok mérés és kevés meghatarozandé paraméter esetén ez altalaban teljesiil, és egy
paraméter becsiilt varhato értéke megegyezik az adott paraméter elméleti értékével.

A becsléseinkkel szemben a torzitatlansag mellett a masik elvarasunk az effektivitas volt, vagyis hogy a becsiilt
paraméterek szorasa minimalis legyen. Optimalisnak tekintettiik azokat a becsléseket, amelyek ezt (a torzitatlansag
mellett) megvalositottak. Minthogy ilyen becsléseket nehéz konstrudlni, altaldban normalis eloszlastunak tekinthetd
véletlen komponens modell esetén a maximum likelihood becslést hasznaljuk, tudva, hogy az altala szolgaltatott
becslés csak szuboptimalis. Az optimalis (effektiv) becslés tehat az elérhetd legkisebb szorassal becsli a
paramétereket, a gyakorlatban hasznalt maximum likelihood becslés viszont ennél nagyobb szorassal.

Vizsgaljuk meg a paraméterek szorasat leir6 mennyiségeket! Emlitettiik, hogy egy tobbvaltozos normalis eloszlast
egyértelmiien megad a varhato értékek vektora és a centralis momentumokbol képzett kovariancia matrix. Eszerint

. S o D(p)
a paraméterek kovariancia matrixa, %
vizsgalatahoz.

az a mennyiség, amit meg kell hatdroznunk az effektivitas

Egy valoszintiségi vektorvaltozé fiiggvényeként eldallt vektorvaltozo kovarianciamatrixat (3.88) a hibaterjedést
leir6 fejezetben meghataroztuk. Az ottani eredmények a valoszintiségi valtozok lineéris fiiggvényeire vonatkoznak,
igy azokat a linedris additiv teri modellekre valtoztatas nélkiil alkalmazhatjuk. A (3.88) képletet — a jelen fejezetben
hasznalt jelolésekkel — az alabbi alakba irhatjuk:

Dp)=(AT-R*-A (581)

Ahol az A matrix a (5.27) egyenletben szerepl6 alak (struktura) matrix, R pedig a mérés kovariancia-matrixa, ait
a mérési hibakbol képezhetiink. Felhasznalva az linearis additiv modellt, — amelyben a kovarianciamatrixot az
egységnyi stilyd mérés szorasanak és a silymatrixnak a szorzataként irjuk fel —a paraméterek kovariancia matrixa
tehat:

_(u-A-p) -W-(u-Ap)
B K-S

D(p) (ATwea)” (5.82)

A nem lineéris elméleti teri modellekre is felhasznalhatjuk a fenti eredményt. Ehhez hasznaljuk fel a direkt feladat

Taylor-sorfejtését a paraméterek becsiilt (P ) értékénél (az elsrendii tagig végezve a sorfejtést):
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. s o of : o
f[.pll=f[.1:lll+f— Ap-pI+- (5.83)
Plpp

&f L
Mivel az f fiiggvény egy K elemii vektor (K mérésiink van) és ezt az S darab paraméter szerint derivaljuk, a Pl
mennyiség egy KxS méretli matrix. Ez a matrix a (5.81) egyenletben behelyettesithetd az A matrix helyére (ami
ugyancsak a direkt feladatnak a paraméterek szerinti derivaltja), aminek a segitségével tetszéleges alaku direkt
feladat esetén meghatarozhato a paraméterek kovariancia matrixa:

e T . AT

| R ﬂL ;‘ (5.84)
o | Lpl . |
P=F . “ =P .

D(p)= | —

Ez az eredmény kozponti jelentdségii az inverzidelméletben.

A paraméterek kovariancia matrixat szamos esetben csak kozelitdleg tudjuk kiszamolni. A gyakorlatban el6forduld
esetek koziil nagyon sokban, a mérések kovariancia matrixat (R) csak kozelitdleg ismerjiik. Sok esetben csak az
egyes mérések szorasnégyzeteit ismerjiik, a mérések kozotti kovarianciakrol nincsenek elézetes ismereteink. Ekkor
az R matrixot egy olyan diagonalis (csak foatloban elemeket tartalmazo) matrixszal kozelitjiik, aminek a foatlojaban
az egyes mérések szorasnégyzetei szerepelnek. Mas esetekben az egyes mérések kozott a mérési pontok fizikai
tavolsaga, vagy a mérések idépontjai kdzott eltelt id6 alapjan csokkend korrelaciot tételeziink fel. Ebben az esetben
az R matrix a féatlotol tdvolodva egyre kisebb abszolutértékii elemeket tartalmaz.

Az egyenletben szerepld derivaltak meghatarozasa bizonyos feladatok esetén analitikusan is megadhato, de sszetett
direkt feladat esetén numerikus derivaldssal is ki lehet szdmolni a derivaltakat. Amennyiben a direkt feladatban
szerepld fiiggvény kell6en sima, akkor az egyoldali differencidval kozelitjiik a derivaltat. Bonyolultabb esetben a
kétoldali (hdrom pontos) numerikus derivalast kell alkalmazni.

Amennyiben eldzetes ismereteink alapjan feltételezhetjiik, hogy a hibakomponens nem normalis eloszlasu, és az
adott problémara fel tudjuk irni a likelihood fiiggvényt, akkor a likelihood fiiggvény segitségével altalanossagban

fel tudjuk irni a paramétereink kovariancia matrixat, Dip) -t amelynek elemeit az alabbi egyenldség definialja:
e 1
D.(p)= I
Y, c-‘:*i [_:LP_I : (5.85)
caca. |
o P=F

ahol az i és j indexek 7,2, ..., S értékeket vesznek fel (S a modellparaméterek szama). Az L(u.p) fliggvény a
problémahoz felirt likelihood fliggvény, aminek a paraméterek szerinti masodik derivaltjait a paraméterek inverzidval

becsiilt értékénél (P =P) szamitjuk. Az M(...) fiiggvény itt is a varhaté érték képzést jelenti.
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6. fejezet - Linearis inverzio

A linearis inverzio elméletében hasonl6 alapfogalmakat hasznalunk fel, mint az inverzio statisztikai elméletében.

m =(my. my .y, )

Jelolje az a modellparamétereket tartalmazo6 vektort, amely a modelltér egy eleme és

4 amérési adatokat tartalmazo vektort, ami az adattér egy eleme. A linearis inverzio elméletében
abbdl indulunk ki, hogy az adatok és a modell kozott linearis fiiggvénykapcsolat van, amit egy N X M méretii A
matrix fejez ki.

Az A matrix minden olyan informaciot tartalmaz, amit a modellparaméterek meghatarozasa soran fel akarunk
hasznalni. Az adatokat zaj terheli. A zaj egy e vektorba foglalhatd 6ssze, amelynek elemszama megegyezik a
mérések szamdval, vagyis minden méréshez tartozik a zaj-vektor egy eleme. Osszefoglalva:

d=A-m_ +e 6.1)

A modell felépitésének megvalasztasa (vagyis hogy milyen alaktl egyenleteket, hany paramétert hasznalunk) egy
szubjektiv dontés, bizonyos ésszeriiségi hatarokon beliil. Ugyanazon mérési anyagra tobbféle modellt is illeszthetiink,
ez tobbféle linearis direkt feladatot, igy tobbféle A matrixot eredményezhet.

Jeldlje az inverzi6 soran meghatdrozott modellparamétereket m . (A hullamvonal itt a ,,becslés, becsiilt érték”
jelentéssel bir.) Ekkor a fenti egyenletrendszer altalanos megoldasat az alabbi formaban irhatjuk fel:

@=Ac.d 6.2)

Ahol A™% az A matrix altalanositott inverze (vagy pszeudoinverze). (Ennek meghatérozasat a ,,Linedris algebra
osszefoglalo” c. fejezetben talalhatjuk.) Az el6z6 két egyenletbol kdvetkezik:

m=A%Am,  -d+A% e (6.3)

A fenti egyenletben az R =A"-A matrixot felbontas matrixnak nevezziik. Idedlis esetben ™ ~ ™v= . A fenti

egyenletben az R-m,, tag azt fejezi ki, hogy a becsiilt modellparaméterek a valddi modellparaméterek linearis
kombinacidjaként adodnak, azaz az idealis mennyiségeknek csak valamilyen atlagat, elkent értékeit kapjuk vissza.

Idealis esetben R =1 lenne (I az egységmatrix). Ekkor minden paramétert egymastél fiiggetleniil meg tudnénk
becsiilni, vagyis a felbontas tokéletes lenne. Néhany elemi példa kivételével erre kevés esélyiink van. A késobb
bemutatasra keriild elemi példa, az egyenes illesztése azonban ilyen, ott a felbontds matrix megegyezik az
egységmatrixszal.

Az egyenlet masik tagja, az A-e tag azt fejezi ki, hogy az inverzio miként képezi le a zajt a modell térbe.

Az inverzio6 statisztikus elméletében lattuk, hogy a becsiilt modellparaméterek kovarianciait is meg kell hatarozzuk.

Ha a mérések d vektoranak a d; elemét o, szorasu korreldlatlan zaj terheli, akkor az 7': modellparaméter

hibaterjedésbdl eredd hibaja a linearis inverzid elmélete szerint:

wlly 2
Op = %l AFE o (6.4)

I3 &

A gyakorlatban nem lehet olyan A iltalanos inverz matrixot generalni, ami tokéletes felbontast és zérus
hibaterjedést eredményez.
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Linearis inverzio tulhatarozott probléma esetén

Tulhatarozott egy probléma, ha N > M, vagyis a mérések N szama nagyobb, mint a problémaban szerepld
paraméterek M szama. Az adathibdk miatt itt nem feltétleniil sikeriil kielégiteni az d =A-m egyenletet.

Példaként tekintsiik, hogy megmérjiik két targy tomegét kiilon-kiilon (1. és 2. mérés), és megmérjiik egylittesen
(3. mérés) is. Ebbol a harom mérésbdl akarjuk megbecsiilni a két test tomegét. A méréseink eredményei:

d;=1(kg), d,=2 (kg), d3=2 (kg). A két test tomegét jeldlje m; és m,.

Lathato, hogy ellentmondésosak a méréseink és a modelliink, nem tudunk két olyan tdmeget meghatarozni, hogy
mind a harom egyenlet igaz legyen.

Ekkor a (6.1) képlet alapjan, formalizaljuk a méréseinket. A méréseket a paraméterekkel 6sszekapcsold A matrix

alakja:
1 o]
A=|0 1 (6.5)
11

A zaj (hiba-) vektor komponenseit fejezziik ki a (6.1) egyenlet segitségével!
e=d—A-m (6.6)

Ahogy lattuk, esetiinkben nem tudunk olyan m paraméterértékeket meghatarozni, hogy az e vektor elemei nullak
legyenek. Ezért irjuk el azt, hogy az e vektor elemei a ,,lehetd legkisebbek™ legyenek. A lehetd legkisebb fogalmat
definialjuk tigy, hogy az L, normajuk legyen minimalis, vagyis az e vektor elemeinek négyzeteibdl képzett 6sszeg

¢’ -e:=min (6.7)
A fenti feltétel atirhatod
(d-A-m)" (d—A-m):=min (6.8)

alakban. Ennek az egyenletnek a sz€éls6értékénél, az egyenletnek az m paramétervektor szerinti derivaltja nulla.

A derivalast elvégezve, az egyenletrendszert atrendezve kapjuk, az ™ becslését:

m=(AT-A)-ATd (6.9)

Lathato, hogy itt az AT A matrix inverze szerepel. Ez az alak megegyezik a mar levezetett (5.29) egyenlettel, ami
a legkisebb négyzetes becslés. A matrixszorzasok kifejtésével megadhato a két test becsiilt tomege:

{ _1 0_",_1 _1_ 2 1 1 _1_ 2
o 1 | 1 0 1] 3 33 3
= 40 1)) - 12]= 12]=
" [0 1 1|- ‘ [0 1 l|- 1 2 1] | & (6.10)
|~ -1 1)) - -2 |_: - -2 |3
- - -7 2 2 2 - - L2

2 5
Vagyis a két test becsiilt tomege A (kg) és A (kg).

Hatarozzuk meg a felbontas matrixot! Ez a numerikus pontossag értékén beliil:
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Linearis inverzio

R=AS.A= | (6.11)

Vagyis mindkét paraméter jol meghatarozhato.

Linearis inverzid alulhatarozott probléma
esetén

Alulhatarozott egy probléma, ha a méréseink szama kevesebb, mint az ismeretlen paraméterek szama, vagyis N <
M. A korabbi példanal maradva, ez azt jelenti, mintha csak a 3. mérést végeztiik volna el, vagyis a két test tomegét
egyiitt mértiik volna meg. Ekkor egyetlen mért értékiink van, és két meghatarozandd paraméteriink.
Mellékfeltételként el6irhatjuk még, hogy a becsiilt paraméterek L, normaja a legkisebb legyen. Ekkor (a levezetés
mell6zésével) kapjuk, hogy:

=AT-(4-A7)" (6.12)

Az A matrix jelen esetben:
A=[1 1] (6.13)

Ebbdl a paraméterek becsiilt értékei:

- - R | S _

1] ' . M. [1]
i :I - 1 1 - | -2:‘ - 1 I-::l 6.14
B [ ) 2ol e

Vagyis a két test tomege megegyezik, értékiik 1-1 (kg). Ezt az eljarast minimum norma becslésnek nevezziik.

Ugyanezt az eredményt kaptuk volna, ha a (6.2) egyenletnek megfelelden, az altalanositott inverzzel szoroztuk
volna meg az adatvektort.

A felbontas matrix a (6.3) képletnek megfelelden:

NESA

Lh 7

(6.15)

Vagyis a felbontas matrix alapjan latszik, hogy a diagonalis elemek nem 1 koriili értékek, vagyis a paramétercket
nem lehet biztonsagosan meghatarozni.

Linaris inverzi6 egyidejlileg tul- és
alulhatarozott problémak esetén

(Az egyidejlleg tul- és alulhatarozott problémakat kevert hatarozottsaga problémanak is nevezziik.)

A legkisebb négyzetes becslés soran feltételeztiik, hogy elegendd informacioval rendelkeziink ahhoz, hogy az
ellentmondo6 egyenletek ellenére az 6sszes modellparamétert meghatarozzuk. Ez a tisztan tulhatarozott probléma

esete, ahol A" -A gy invertalhaté matrix.
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Linearis inverzio

A minimum norma becslés soran pedig azt tételeztiik fel, hogy az egyenletek k6z6tt semmi ellentmondas sincs,
azonban nincs elegendd informacionk ahhoz, hogy az dsszes ismeretlen modellparamétert meghatarozzuk. Ez a

tisztan alulhatarozott probléma esete, ahol A- AT invertalhato.
A gyakorlatban a masodik eset nem szokott eléfordulni. Altalaban mindig vannak olyan modellparaméterek,
amelyekre vonatkozolag ellentmondé informacidink vannak, és egyidejiileg vannak olyan modellparaméterek is,

amelyekrél semmilyen informaciot sem adnak a mérési adatok. Emiatt sem AT-A ,sem A- AT nem invertalhato.
De ha ezek az inverzek formalisan 1éteznek is, a probléma rosszul meghatarozott (ill-conditioned), azaz az adatok
kis megvaltozasa nagy valtozast okoz a modellparaméterekben. Ez azt jelenti, hogy a megoldas nagyon érzékeny
a mérési hibakra. Ennek elkeriilésére vezette be Levenberg 1944-ben a csillapitott (regularizalt) legkisebb
négyzetes megoldast.

A problémat az okozza, hogy az AT-A matrix zérus, vagy kozel zérus sajatértékekkel rendelkezik. Emiatt a matrix
rangja kisebb mint a matrix dimenzi6ja, igy a hagyomanyos inverz nem értelmezhetd.

Jeloljiik az M matrix sajatértékeit A,,-nel, sajatvektorait pedig v,-nel:
Mv,=4,v, (6.16)
Egy skalazott egységvektor hozzaadasaval megndvelhetjiik az eredeti matrix sajatértékeit:
(M+p-I)-v, =4, +7)-v, (6.17)
Ezt az eredményt felhasznalhatjuk a linearis inverzids probléma megoldasahoz:

m=(AT- A1) AT (6.18)

A kvadratikus formula segitségével levezethetd, hogy AT A matrix sajatértékei nem negativak. Ekkor a pozitiv
y esetén a zarojeles kifejezésben szerepld matrix sajatértékei mind kiilonbozni fognak nullatdl. Ennek kovetkeztében
a matrix rangja megegyezik a matrix dimenzidjaval, és igy invertalhatova valik. Ezzel az eredeti célkitiizést
teljesitettiik.

A fenti eredményre jutunk, a
(d—A- |:|:|.'|T fd—A-m)+ ¥.m"-m=min (6.19)

mennyiség (kritériumfliggvény) minimalizalasakor. A fliggvényen latszik, hogy a bal oldali tag a tisztan talhatarozott
problémak esetén fellépd legkisebb négyzetes illesztést jelenti, a jobb oldali tag viszont a tisztan alulhatarozott
probléma esetén alkalmazott minimum norma becslést a csillapitasi tényez6vel megszorozva. Eszerint ha y = 0,
akkor visszakapjuk a legkisebb négyzetes megoldast, ha y >> 1 esetben viszont a jobb oldali tag dominal, igy a
minimum norma megoldast kapjuk.

Ezt a fenti eredményt a gyakorlatban is alkalmazzuk a ,,Csillapitott (regularizalt) legkisebb négyzetes becslés ’ c.
fejezetben.
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7. fejezet - Az inverzié megoldasa a
legkisebb négyzetek moédszer
segitségevel

Oldjuk meg az alabbi feladatot! Egy felfliggesztett rugora kiilonbozo tomegeket akasztunk, és mérjikk meg a rugo
teljes hosszat a raakasztott tomegek hatasara. Ebbdl hatdrozzuk meg a rugdallandot és a rugd nyugalmi hosszat!
(a nehézségi gyorsulas értékét vegyiik 9.81m/sz—nek.)

A rugbn €ébredd rugderd (Fr ) nagysaga a rugéallando (K) és a rugé megnyulasanak (Al) szorzata. A rugd
megnyulésa (A/) a rugo6 hosszanak (/) és a nyugalmi hossznak (/) a kiilonbsége. A rugoerd tart egyensulyt a rugora
akasztott tdmeg (m) sulyerejével (m-g). A két eré egyensulya az alabbi forméban irhato:

m-g=K-(1.-1,) (7.1

Ahol az i als6 index az egyes mérések sorszamat jelenti. Az egyenletet atrendezhetjiik az alabbi formaba:

. K
" == —+— 'il (72)

A képletet megvizsgalva latszik, hogy az m; tdomegek az /; hosszusagok linearis fiiggvényének tekinthetok.

A mérési adatokat egy koordinatarendszerben abrazolhatjuk, amelynek vizszintes tengelyére az /; hosszusagokat,
a fiiggdleges tengelyre pedig az m; tomegeket mérjiik fel. Idealis esetben, a mért tomegek a rugd hosszanak
fiiggvényei lennének, vagyis a koordinatarendszerbe felvitt mérési pontok pontosan egy egyenesre esnének. Az
egyenes meredeksége a fenti képlet alapjan K/g, tengelymetszete pedig -K-/y/g lenne. Az egyenes ezen két paraméterét
ha leolvassuk a grafikonrdl, azokbdl kiszamolhatjuk K €s [, értékét.

Tényleges mérési adatok esetén a mérési pontok varhatéoan nem esnek egy egyenesbe. Ennek egyik oka a mérés
pontatlansaga. Ilyen példaul a leolvasott rugéhossziisag hibdja, illetve a méréshez hasznalt tomegek nem pontosan
egyeznek meg a rairt értékekkel. Ezeket a hibakat, ebben a helyzetben, sszefoglaldan mérési hibaknak nevezziik.

A masik ok lehet példaul, hogy a rugdé nem pontosan koveti a linearis megnytlési térvényt, és nagy raakasztott
tomegek esetén a vartnal jobban megnyulik. Az ilyen tipusu hibakat modellhibaknak nevezziik.

Lehetséges, hogy a mérés vagy a jegyzokonyv elkészitése soran egy sulyértéket rosszul olvasunk le, vagy az adatok
szamitogépes rogzitésénél egy helyiértéket tévedésbdl rosszul irunk. Ekkor olyan pontot kapunk, ami nem illeszkedik
atrendbe, az ilyen tipust hibat durva hibanak nevezziik. Az ilyen tipust hibakat el kell tavolitani az adatrendszerbdl,
mivel a bemutatasra keriilé legkisebb négyzetek elvét hasznalo médszer érzékeny a durva hibakra.

A mérési pontokra grafikusan is illeszthetlink egy egyenest. Ekkor egy olyan egyenest probalunk rajzolni, amely
a pontok ,,kozott” huzodik, illetve leginkabb a pontokon megy at. A grafikus illesztésnél azt probaljuk elérni, hogy
nagyjabol ugyanannyi pont legyen az egyenes alatt, mint folotte. Az igy berajzolt egyenes tengelymetszetébdl és
meredekségébdl szamitjuk ki a K és /[, értékeit. Ezzel a feladatot visszavezettiik egy — a mérési pontokra legjobban
illeszkedd — egyenes tengelymetszetének és meredekségének meghatarozasara.

A konkrét mérésiinktdl elvonatkoztatva, egy olyan adatrendszert vizsgalhatunk, amelyben N darabadatparunk van
¢s amelynek elemeit x;-vel és y;-vel jeldljiik, és ezekre az adatokra szeretnénk egyenest illeszteni.

Az egyenes egyenlete:
y=a,+ta-x (7.3)

Amelyben a és a; az egyenes meghatarozand6 paraméterei a tengelymetszet és a meredekség.
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Az inverzi6é megoldasa a legkisebb négyzetek modszer segitségével

A problémat Gauss 1808-ban gy fogalmazta meg, hogy a legjobban illeszkedé egyenesnek azt tekinthetjiik,
amelyik egyenes esetén a mérési pontokban (az x koordinatakhoz) tartozé y koordinatak a lehetd legkozelebb
vannak a pontokra illeszkedd egyeneshez (illetve az egyenes azon pontjahoz, ami ugyanahhoz az x koordinatahoz
tartozik). A feladat megfogalmazasaban szerepld ,,lehetd legkdzelebb” kitétel tulajdonképpen egy minimumfeltétel.
Gauss — elméleti megfontolasokbdl kiindulva — és ahogy késobb latjuk majd, a szamitasi egyszeriiség miatt is,
ezen eltérések négyzeteinek 6sszegének a minimumat irta eld, ezért a modszert a legkisebb négyzetek modszerének
nevezziik.

Egyetlen mérési pontban az x;-hez tartoz6 mért y; mennyiség és ugyanahhoz az x; ponthoz az egyenes egyenletébol
szamolt elméleti y érték kiilonbsége:

1!.' =V~ [l_ai + ap - 'T.'_ll (74)

Ahol ¥ mennyiségek a rezidualok. (Nevezziik még maradékhibanak vagy késobb részletezett okokbol javitasoknak
is.) A legkisebb négyzetek modszere szerint tehat az

Yoo -2
2y —(ay+a-x) [ =min (7.5)
i=l

feltétel kell teljesiiljon, vagyis a fenti 6sszeg minimalis kell legyen az a, és a; paraméterek fliggvényében.

A legkisebb négyzetek modszerét elvnek tekintjiik, az el6z6 fejezetben lattuk a kapcsolatat a maximum likelihood
becsléssel. A késdbbiekben latni fogjuk ennek a modszernek a széleskorli alkalmazhatosagat és az alkalmazas
korlatait. A legkisebb négyzetek moddszere — ,,A geofizikai inverzio statisztikai megkozelitése” c. fejezetben
részletesen targyalt esetekben — azonos eredményt ad az inverzidoelmélet valosziniiségelméleti megalapozasabol
levezethetd modszerekkel.

A fenti feltétel, vagyis hogy a négyzetdsszeg minimalis legyen az a és a| paraméterek fiiggvényében, azt jelenti,
hogy az 6sszegnek ezen két paraméter szerint derivaltja nulla legyen. (Sziikséges tovabba, hogy a masodik derivaltja
negativ legyen de ezt most nem vizsgaljuk.)

- Lo

& r . 2
—T l— - -3 =

a, ﬁll_l la;+a-%)| =0

E‘ N _ . (76, 77)
—Ylyv—-(a+a-x) =0

oy T

Az 6sszeg derivaltja a derivaltak 6sszegével egyezik meg. A derivalast elvégezve és az 6sszegzés elé kiemelve a
benniik szerepld tagokat kapjuk:

[ ]

(7.8,7.9)

[ ]

(7.10,7.11)

A fenti két egyenlet matrix alakban irva:
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Az inverzi6é megoldasa a legkisebb négyzetek modszer segitségével

A fenti egyenletet normalegyenletnek nevezziik. Ez egy linearis egyenletrendszer, amelynek megoldésa szolgaltatja
az a ¢és a; elemekbdl allo ,,paraméter vektor”-t.

Az egyenletet altalanos alakja:
N.x=n (7.13)

Ahol a vastag szedés nagybetii esetén matrixot, kisbetii esetén vektort jelent.

N a normalmatrix, €s itt x vektor jeloli a meghatarozand6 paraméterek vektorat. Az N matrix mindig szimmetrikus.
A normalegyenletet megoldasat az

<=N1.n (7.14)

egyenlet szolgaltatja. Az N maétrix az N matrix inverze. (Ha det(N) = 0, akkor az altalanositott inverzek segitségével
kapunk megoldast.)
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8. fejezet - A legkisebb négyzetek
modszerének altalanos felirasa

8.1. A legkisebb négyzetek moédszer —
alapfogalmak

A legkisebb négyzetek modszerét a geodéziaban kiegyenlité szamitasnak nevezik. Ismerkedjiink meg a kiegyenlité
szamitasokban alkalmazott fogalmakkal.

A méréseinket itt is valosziniiségi valtozok realizacidjanak tekintjiik. Jelentsék a mérendé mennyiségeket a
¢1.&,, ..., Ey valoszinliségi valtozok, a minta elemeit (vagyis a tényleges mért értékeket) a L;,L,,...,Ly valoszinliségi
valtozok. A mérések feldolgozasanak célja a valoszinliségi valtozok jellemzdinek, a varhatod értékének és a
kovarianciamatrixanak a meghatarozasa.

Ha egyetlen mennyiségre végziink méréseket (példaul egy tavolsagot akarunk meghatarozni a mérést tobbszor
elvégezve) akkor a &; valtozok varhato értéke megegyezik az L; mintaelemek varhato értékével.

M(&)=M(L)=a (8.1)

A vérhaté értékek % becslése lesz a kiegyenlitett mérési eredmény: U;. A legkisebb négyzetek modszerének
alapelve, hogy a kiegyenlitett mérési eredmények és a mérési eredmények kiilonbségeire, a

v,=a-L=U-L (8.2)

javitasokra, fennalljon a kovetkezd Osszefiiggés:

v’ Py - vi=min (8.3)

ahol a v a v; elemekbdl képzett vektor. (A ,javitas” kifejezés értelmét, késébb targyaljuk.)

A P matrix a sulymatrix. A sulymatrix — ahogy a statisztikus elméletben lattuk — az alabbi kapcsolatban van a
mérések kovarianciamatrixaval:

—

Crr :E'Pr_

L

(8.4)

=

ahol a ¢ mennyiség az egységnyi silyld mérés szorasnégyzete, amit a sulyegység kozéphibajanak négyzetének
is neveznek.

Amennyiben egyforma silyd mérésekre akarjuk elvégezni a kiegyenlitést, akkor a Py; matrix egy I
egységmatrixszal helyettesithetd, amit behelyettesitve az alabbi egyszeriibb alakot kapjuk,

v! v =min (8.5)

vagyis a kiegyenlités soran a v vektor elemeinek négyzetdsszegét kell minimalizalni. A négyzetdsszeg megegyezik
a vektor sajat magéval vett skalaris szorzatadval, ami formalisan a sorvektorként felirt, illetve egy oszlopvektorként
felirt vektornak a matrixok és vektorok szorzasi szabdlyai szerint eldallitott szorzata: egy skalar szdm. (A v vektort
oszlopvektornak tekintve a transzponalas segitségével allitottunk eld beldle sorvektort.)
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A legkisebb négyzetek mdodszerének altalanos felirasa

A legkisebb négyzetek modszerének alkalmazasakor a kiillonboz6 feladatok megoldasakor felhasznalunk nem
mért mennyiségeket is. Ezeket a tovabbiakban paramétercknek nevezziik. (Ez a megfogalmazas a geofizika
inverzi6 szempontjabdl trivialis, azonban tanulsagos példat latunk majd arra, hogy a kiegyenlit6 szamitasok soran,
csak mért mennyiségek kozotti osszefiiggés segitségével is végezhetiink kiegyenlitést a mért mennyiségekre,
amelyben nem szerepelnek paraméterek.)

A paramétereket Xj-vel jelolik. A j in'dex 1,2,...,P értékeket vehet fel, ahol P a paraméterek szama. A paramétereket
vektor formaban is felirhatjuk: X. Altalaban a paramétereket is felhasznald kiegyenlitések soran a paraméterek
Xjpelozetes (kiinduld) értékéhez meghatarozzak a paraméterekyjavitasait, amelyek Osszege adja a
paramétervektor kiegyenlitett értékét.

X=X,+x (8.6)
A kiegyenlit6 szamitasok elméletében a direkt feladatot funkcionalis modellnek, ennek tényleges alakjat kozvetito
egyenletnek nevezik.

A legegyszerlibb alaki kozvetitd egyenletben (a mért mennyiségeink ,,joslasat” jelentd) elméleti fiiggvényértékek
a paraméterek linedris fiiggvényei. Ekkor a direkt feladat megoldasa az X vektornak egy matrixszal vald szorzasat
jelenti:

U=AX (8.7)

Vizsgéljuk meg eldszor az egyenletiink jobb oldalat. Az A matrix a mar korabban megismert alakmatrix. Az X
vektor a paramétereink kiegyenlitett értéke.

Az egyenldség bal oldalan allo U vektor nem mas, mint a méréseink kiegyenlitett értéke. Ez az egyenlet azt fejezi
ki, hogyha nem lenne semmilyen hiba (sem mérési, sem pedig modellhiba) akkor a méréseink a paramétereinkkel
szigoru (algebrai) fliggvénykapcsolatban lennének. Rendezziik at az elébbi egyenletet, ugy, hogy a mért értékek
¢és a javitasok segitségével fejezziik ki kiegyenlitett mérési eredményeket, a paraméterek eldzetes értékének és a
paraméterek javitasanak segitségével fejezziik ki paraméterek kiegyenlitett értékeit:

L +\'=:‘1.-['_X£,+I:I =A.X,+A-x=a,+A x (8.8)

Az ag vektor a direkt feladat megolddsa a paraméterek kiindulé értéke mellett.

Fejezziik ki a mérések javitasat (a v vektort) a fenti egyenletbol.
v=A.x—(L-a;)=A-x-1 (8.9)

Ezt az egyenletet javitdsi egyenletnek nevezziik. Az elnevezés magyarazat az, hogyha a v vektor elemeivel
,megjavitanank” az L. mérési adatokat (vagyis v-t hozzaadnank L-hez), akkor a megjavitott értékekre a modell (a
megjavitott paraméterekkel szamolva) tokéletesen illeszkedne. A v vektor elemei a rezidualok, a vektor mérete
N, vagyis megegyezik a mérések szamaval.

A fenti képletben szerepld 1 vektor a tisztatag vektor. Latszik, hogy elemei a mérések (L) és a direkt feladatnak a
paraméterek kezdo értéke melletti megoldasanak (ag) a kiilonbsége.

A (8.3) képlettel megadott minimumfeltételbe mar be tudjuk irni a javitasvektor (8.9) képlettel megadott alakjat.
Az adott kifejezetésnek ott lesz minimuma (szélséértéke), ahol az x vektor szerinti derivaltja nulla.

A minimumalizalando fliggvény felirva a javitasok szorzataként:

(Ax—1)"-P,, -(Ax-1)=Ax"-P,, -Ax—1"-P, -A-x—A-P, -x"-1-17 - B3,10)
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Ennek a mennyiségnek az x szerinti parcialis derivaltja (amely csak az x-t6] fliggd tagokat tartalmazza) nulla, az
elégséges feltétel a sz¢éls6értékhez. A derivalast elvégezve, figyelembe véve, hogy a derivaltak dsszege nulla, és
az egyenletet atrendezve kapjuk:

AT.P, A x=ATP, 1=

N-x=n

(8.11 -8.12)

A fenti formulaval tehat ismét megkaptuk a normal egyenletet, amibdl 1atszik, hogy az N normal matrix megegyezik
(egyenl6 stlyt mérések esetén) az AT.A mennyiséggel, ami az alakmatrix sajat transzponaltjaval vett szorzata,

valamint az n vektor el6allithat6 az alakmatrix transzponaltjanak a tisztatag vektorral vett szorzataként ( ATl ). A
paraméterek javitasa kifejezve a normalegyenlet (8.12) segitségével:

x=NT.n=(AT-P, AT (A7) (8.13)

8.2. Egyenes illesztése

Vizsgaljuk meg ismét az el6zd fejezetben targyalt egyenes illesztést, de hasznaljuk fel az el6z6 alfejezetben
bevezetett fogalmakat!

Az egyenes illesztése soran x-y pontparokra hatarozzuk meg a legjobban illeszkedd egyenes tengelymetszetét és
meredekségét. Ugyanazon x-y pontparokra megprobalkozhatnank akar magasabb fokszamu polinom illesztésével
is. Az hogy egyenest illesztiink a mi dontésiink. (Dontésiinket természetesen befolyasoljak korabbi tapasztalataink
¢és ismereteink.) Az hogy egyenest illesztiink ez a modellvalasztas. Az egyenes lesz tehat a modell, az egyenes
egyenlete a direkt feladat, és az egyenes egyenletében szerepld tengelymetszet és meredekség a modell paraméterei.
A levezetés soran az x értékeket mérési helyeknek, az y értékeket mért értékeknek tekintjiik.

Definialjuk most is a maradék hibat a (8.9) képlethez hasonléan! Ekkor a maradék hibak (rezidualok):

V=ata-xn—)

Vy=d, a2 — 1,

V,=a, +a-x—y, (8.14)
Vi =+ - X — Ve
Ezek a fenti egyenldségek matix-vektor formaban is felirhatok:
v=A.x-1 (8.15)

Ez az el6z6 fejezetben megismert javitasi egyenlet. Az x vektor elemei a meghatarozandé paraméterek javitasai,
esetiinkben a s a;. (Sajnos a tovabbiakban x nem koordinatakat, hanem a paraméterek vektorat jelenti.) A jelen
esetben azzal a feltételezéssel €liink, hogy a paraméterek elézetes (kiindulo) értékei (X vektor elemei) nullak.
Ekkor a paraméterck javitasat tartalmazo x vektort a kiegyenlitéssel meghatirozva, egyben a paraméterek
kiegyenlitett értékeinek X vektorat kapjuk (8.13) egyenlet!

Azlvektort a tisztatag. A tisztatag vektort ugy definialtuk, hogy az a mért értékekbdl kivonva a kezdd paraméterekkel
szamitott direkt feladat megoldast. Jelen esetben is ellendrizhetjiik a definicio helyességét az adott feladatra. A
meért értékek az y értékek. A modell paraméterek eldzetes értékeit nullanak tekintettiik (ay= 0 és a; = 0), igy azokbol
az x mérési pontok sorozatara kiszamolva a direkt feladatot, nulla értékeket kapunk. Ezeket a nulla értékeket
kivonva az y mérési értékekbdl visszakapjuk az y értékeket, tehat az 1 vektor az y értékekbdl all.)

Vizsgaljuk meg az A alakmatrix alakjat!
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[1 =x

11 x
A=| o (8.16)

1 x

|_1 Xy,

Vegyiik észre, hogy a matrix egy-egy soraban a direkt feladatnak — az egyenes (7.3) képlettel adott egyenletének
— a paraméterek javitasai (estiinkben a €s a;) szerinti derivaltjai szerepelnek!

Altalanossagban elmondhatjuk, hogy az alakmétrix a direkt feladatnak az egyes mérésekre vonatkozoan (a matrix
sorai) az egyes paraméterek szerinti (a matrix oszlopai) derivaltjait tartalmazza. Mivel ez a matrix, egy vektort

......

néven, Jacobi-matrixnak is nevezziik.

Sziikségiink van még a mérések P;; stlymatrixara. A méréseinket egyforma sulytinak tételezziik fel, igy a silymatrix
egy egységmatrix, ekkor a paraméterek javitasanak x vektorara az alabbi egyenletet irhatjuk fel:

(AT -A)lx=AT1 (8.17)
amelybdl az x vektort az alabbi egyenlet megoldasaval kapjuk:

x=(AT-A[".AT (8.18)

8.3. A legkisebb négyzetek médszerében
szerepld mennyiségek kovarianciamatrixai

A legkisebb négyzetek modszer nem csak a kiegyenlitésben szereplé mennyiségek varhato értékeinek, hanem
ezeknek a mennyiségeknek a kovarianciamatrixanak a meghatarozésara is felhasznalhatok.

A kiegyenlitésben szereplé mennyiségek: X a paraméterek kiegyenlitett mennyiségei, U, a mérések kiegyenlitett
mennyiségei, v a javitasok, és L a mérések. Ezeknek a mennyiségeknek a kovariancia matrixat altalanossagban a

M;; =c¢” 'Q”,ahol F=XUxyL (8.19)
képlettel adhatjuk meg. A Qyy matrixot altalanossagban sulykoefficiens matrixnak nevezziik.
Ac’ mennyiség becslésre az egység sulyd mérés szorasnégyzetét hasznaljuk:

fl=r I (8.20)

a képletben N a mérések szama, R pedig a direkt feladatban szerepld paraméterek szdma. (A kett6 kiilonbsége a
rendszer szabadsagi fokainak szdma, amit foléosmérésnek neveznek.)

A kiegyenlitett paraméterek (X) sulykoefficiens matrixa (a levezetés melldzésével):

Q. =IAT P, -A_'I'l (8.21)

62

render

http://www.renderx.com/



A legkisebb négyzetek mdodszerének altalanos felirasa

Ennek a mennyiségnek a €~ -tel vett szorzata adja a paraméterek kovariancia matrixat.

A Kkiegyenlitett mérési eredmények (U) silykoefficiens matrixa (ugyancsak mellézve a részleteket):

Quu=A-Qu -AT (8.22)

ahol felhasznaltuk az eldzdleg kiszamitott Q yy matrixot.

A mérési javitasok (v) sulykoefficiens matrixanak altalanos alakja az alabbi:
Q. =P} -A-(AT.P, A -AT (8.23)
Ennek kiszdmitasahoz felhasznalhatjuk, hogy a mérések sulykoefficiens matrixa (Q;;) a silymatrix inverze:
Qu=P; (8.24)

valamint, hogy a javitasok stulykoefficiens matrixa a mérések és a kiegyenlitett mérések stilykoefficiens matrixabol
az alabbi modon szamolhato:

Q. =Q —Q:r (8.25)

A kiegyenlitett paraméterek stulykoefficiens matrixabol szamolhatd matrixot, a paraméterek kovariancia matrixat
minden kiegyenlitési feladat soran ki kell szdmolni, az eredmények megbizhatdsdganak szamszeriisitése céljabol.

8.4. Masodfoku fuggveény illesztése

Az elébb bemutatott egyenes illesztési problémaval 6sszehasonlitva belathatjuk, hogy bonyolultabb fiiggvény
illesztése esetén tobb paraméteriink van.

Az elébbi x-y pontparokra probaljunk masodfoku fiiggvényt illeszteni, irjuk fel az alakmatrixot, és segitségével
oldjuk meg a normalegyenletet!

Ebben az esetben a direkt feladat (vagyis az alkalmazott modell) egyenlete a masodfokt fiiggvény altalanos
egyenlete, ami a kdvetkez6:

v=a ta-xta,-x (8.26)

A paraméterek vektora itt harom elemdi:
i=|q (8.27)

A (8.14) képlethez hasonldan felirhatjuk a rezidualokat, mint a paraméterek fliggvényét. Az 1 tisztatag vektor itt

is az y mért értékekbol all, az A alakmatrixot itt is a direkt feladatnak a paraméterek szerinti derivaltjabol allithatjuk
eld, amelynek alakja az alabbi:
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(1 x _\'1:
I x X
A=l T (8.28)
1 x =x
[1 x, =3
A paraméterek vektorat itt is az
x=(AT-A)7- (AT (8.29)

Egyenlet segitségével szamolhatjuk ki.

8.5. Legkisebb négyzetes becslés eltéro sulyu
meérések esetén

Eddigi példainkban a méréseinket egyforma sulyunak tekintettiik. El6fordulhat azonban, hogy valamely méréseket
nem gondolunk megbizhatonak, azokat nagyobb zajjal terheltnek tekintjiik. Ezeket a méréseket kisebb sillyal
szeretnénk szerepeltetni a minimumban, mig a megbizhaté méréseket nagyobb sullyal.

Tekintsiik az alabbi feladatot! Két kard tavolsagat 4-szer megmértiikk egy mérdszalaggal. Az alabbi tablazat
tartalmazza a mért adatokat.

10,13
0.86
10,04
10,21

8.1. tablazat. Ugyanarra a tavolsagra vonatkozo négy tavolsagmeérés eredménye

Tekintsiik ismeretlen meghatarozandé paraméternek a karok tavolsagat (a), eszerint az ismeretlenek vektora egy
1 elemt vektor.

A modell szerint, a tavolsag a paraméter értéke. Eszerint a direktfeladatnak a modell paraméter szerinti derivaltja:
1. Ezminden mérésre igaz, eszerint az A alakmatrix egy / oszlopbdl és 4 sorbol allo, csak /-eket tartalmazo vektor.
Az 1 tisztatag tartalmazza a mért adatok és a modell kiilonbségét, ha a modellparaméter 0, vagyis az 1 tisztatag-
vektor a mért tdvolsagokbdl allé 4 elemii oszlopvektor.

r10.137

| 9.86
710,04

110,21

(8.30, 8.31, 8.32)

A (8.29) egyenlet segitségével hatarozzuk meg a paraméter értékét, ami 70,06 lesz. (A legkisebb négyzetek
modszerébdl levezetett megoldas — egyforma sulyll mérések esetén — megegyezik, a mérések atlagaval.)

Modositsuk az el6bbi feladatot! Egy tijabb mérdcsoport ujabb 4 alkalommal megméri a két karo tavolsagat, de 6k
pontosabban mértek. A méréseik eredménye az alabbi tablazatban van:
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10,02
0.97
10,01
10,00

8.2. tablazat. Ugyanarra a tavolsagra vonatkozo ujabb négy tavolsagmérés eredménye

Latszik, hogy ezeknek a méréseknek kisebb a szordsa. (A mérések atlaga: 10,00) Szeretnénk mind a 8 mérésiinket
felhasznalni, a paraméter értékének meghatarozasahoz, de figyelembe szeretnénk venni, hogy az els6 négy mérésiink
,,pontatlanabb” az utols6 négy ,,pontosabb”.

A legkisebb négyzetek elvének levezetésénél abbol indultunk ki, hogy minimalizaljuk a rezidulalok négyzeteinek
Osszegét:

¥

> (%) =min (8.33)

]

Jelen esetben, az eltérés négyzeteket sulyozni kellene:
.

Ep:-v_.: =min (8.34)

iml

A p, sulyokat a tapasztalat alapjan altalaban az adott mérés szordsnégyzetének reciprokanak valasztjak:
p=— (8.35)

A fenti feladatban ez azt jelenti, hogy az els6 négy mérésre meghatarozzuk a szérasnégyzetet és azt hasznaljuk
sulynak az els6 négy mérés mellé, majd az utols6 4 mérésbdl meghatarozott szorasnégyzet reciproka lesz az utolsé
4 mérés sulya. A sulyok szamitasahoz a tapasztalati szorasnégyzet (3.54) képletét hasznaljuk fel.

Eszerint a sulyok:
1
¥ ;
LS (¥,—¥) (8.36)

N-1%

p:

A képletben ¥ az elsd négy mérés atlagit jelenti, N pedig a mérések szama, vagyis 4, amibél a szoras: 6;= 0,150.
Ugyanez a képlet hasznalhatd a masodik 4 mérés szorasanak kiszamitasdhoz, természetesen itt az utobbi négy
meérés ¢és azok atlaga szerepel, aminek a segitségével a szoras: 6;,;= 0,021.

A minimumfeltételt matrix-vektor forméban felirva kapjuk:
ve -P;; - vi=min (8.37)

Ahol a P;; matrix a sulymatrix, amely a mérések kovarianciamatrixanak inverze elosztva az egységnyi stilyl mérés
szorasnégyzetével (8.4). Abban a specidlis esetben, ha a mérések fiiggetlenek, csak a féatloban lesznek elemek, a
szorasnégyzetek reciprokai:

Esetlinkben a sulymatrix elemei: p;= 44,24 és p;;=2142,85.
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P, = : (8.38)

=
=

(g
0

A stlymatrixot is tartalmazé minimumfeltétel kifejtésé¢hez felhasznaljuk a javitasi egyenelet (8.9) alakjat. Ekkor:
(Ax—1/P,, (Ax —1):=min (8.39)

Egyenletnek az x paramétervektor szerinti derivaltjat képezziik, és ahol ez a derivalt nulla annal az x vektor értékénél
van a fliggvénynek szélsdértéke.

x=(AT-P, A" (AT.P, 1 (8.40)

Az adott feladatnal az egyenletben szereplé A alakmatrix most egy 1-esekbdl allo 8 elemii oszlopvektor, az 1
tisztatag vektor tartalmazza a 8§ mérést. A P;; sulymatrix a (8.4) képlet segitségével hatarozhaté meg a mérések
kovariancia matrixabol. A sulyozott atlag: 10,0012 sokkal kdzelebb esik a masodik 4 mérés atlagahoz.

8.6. A mérések szorasanak becslése a mérési
anyagbol

Vizsgaljuk meg Gjra a fenti példat! Lattuk, hogy az elsé négy mérés atlagat képezve, megkaptuk a varhato értek
becslését, és ennek felhasznalasaval kaptuk az els6é négy mérés szorasat. Ugyanezt a miiveletet megismételve a
masodik négy mérésre, megkaptuk a masodik négy mérés szorasat. Ezeknek a szorasnégyzeteknek a reciprokjait
alkalmaztuk a mérések P;; stlymatrixdban, amit a kiegyenlitéshez felhasznaltunk.

A fenti esetben szerencsésen felhasznalhattuk, hogy az egyes mérési csoportok szorasat konnyen kiszamithattuk,
ehhez kiilon-kiilon elvégeztiik az inverzidt, ami jelen esetben az atlagolast jelentette. A gyakorlatban el6forduld
esetekben azonban nem tudjuk, vagy nem akarjuk szétvalasztani az egyes mérési csoportjainkat, €s azokra kiilon-
kiilon elvégezni az inverziot.

Ebben az esetben, az inverzi6 elvégzése utan, lehetdségiink van az egyes mérési csoportokhoz tartoz6 szérasok
becslésére, de csak az inverzid elvégzése utan.

Ennek levezetéséhez irjuk fel ismét az egység stlytl mérés szorasanak képletét:
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=t ¥ (8.41)

ahol r a f6losmérések szama. Az r mennyiség értelmezhetd Ggy, mint az egyes mérésekre jutd »; redundancia

komponensek dsszege, ahol ; az egy mérésre jutd redundancia. Ez a mennyiség megkaphaté mint a 0. P, ,
NxN méretl matrix féatloban levo elemeibdl képzett vektor. A redundancia komponenseket valamennyi mérésre
Osszegezve kapjuk a folosmérések szamat:

.
r=2r (8.42)
iml

A méréseinkbdl képezziink K darab csoportot tigy, hogy a k-adik csoportban azonos py, sulyt tételezhessiink fel a
csoportba tartozo mérésekhez. Ennek segitségével felirhatjuk az egységnyi stilyt mérés szorasnégyzetét:

. z [1". : -pi:_'.'—_s=':=7 ] -pi_'_;‘—_:-:?: : Z ".
G:‘ - =1 - - - fml (843)
2n 2
iml i=l

ahol n;, a mérések szama a k-adik csoportban. Ha a e ncrminn sulyokat jol valasztjuk meg, akkor a fenti képlettel

valdban az egységnyi sulyt mérés szorasat kapjuk meg, barmelyik k csoportra szamolva.
Az eljaras alkalmazasa soran az iteracio elso 1épésében egyforma sulyokat feltételezve elvégezziik a kiegyenlitést.

Ekkor a (8.41) képlet alkalmazasaval becslést kapunk 9 _re. Ennek és a (8.43) egyenlet atrendezése segitségével
kifejezziik az a posteriori sulyokat:

(8.44)

Ezutén a £#a-m=sn stlyokat Prarwri stlyoknak tekintjiik a kiegyenlités ijabb elvégzése soran. Néhany iteracios
1épés utan azt kapjuk, hogy sem a sulyok, sem a becsiilt mennyiségek nem valtoznak.

A fenti modszer gyakorlati alkalmazasara tekintsiik a korabban bemutatott 4-4 hossziasagmérés esetét. A modszer
alkalmazasa soran elso 1épésben a két mérési csoportot azonos sulytinak tekintjiik.

. . javitasok javitasok
Mérések | 1 és pr=1 | pi=0,374 p:=16.48
If] 15 Vi 2 Vi V2

10,13 10,02 ]-0,10 | 0,01 | -0,128 | -0,018
0.86| 9097| 0.17 | 0,06 | 0,141 | 0,031
10,04 ] 10,01 | -0,01 | 0,02 | -0,038 | -0.008
10,21 10,00 -0,18 | 0,03 | -0.208 | 0,001
T [40,.24]40,00]-0,12 [ 0,12 [ -0,234 [ 0,005

8.3. tablazat. A ket mérési sorozatban mért hosszusdagok talalhatok a baloldali oszlopokban. A kézépsé oszlopokban
az egyforma sullyal végzett kiegyenlitések esetén a maradékhibak, a jobboldali oszlopban a mérési adatokbol
becsiilt mérési hibakkal végzett kiegyenlités maradékhibdi lathatok.

67

render
http://www.renderx.com/



A legkisebb négyzetek mdodszerének altalanos felirasa

Az elsé iteracios 1épéshez a méréseket azonos sulytaknak tételezziik fel. Ekkor a P;; matrixot és annak inverzét
(a Q; matrixot) is egységmatrixnak (I) vehetjiik. A kiegyenlités elvégzése utan ki kell szamolnunk a redundancia

egylitthatokat, amik a \Qu Py ) szorzatmatrix féatloban levo elemei. Ehhez felhasznaljuk még a Q.
amit a (8.23) egyenlet segitségével szamolunk. Ehhez az

matrixot,

M
A:. : Q.. =| AT P _'i'-l-l :l (8.45, 8.46)
[y, == v B g
L és
matrixokat hasznaljuk fel. Ennek segitségével:
r - _ )
T 0,875
Q,.=1- . =| (8.47)
. 1) | 0.875 |
' 8

A redundancia komponens elemei eszerint 0,875 értékiiek. (Ezt elemi meggondolasbol is megkaphattuk volna,
ugyanis 8§ mérésiink van, és 1 meghatarozand6 paraméteriink, amibdl a redundancia komponens a szabadsagi fokok

és a mérések szamanak hanyadosa vagyis f8=0.875 . Az Gijabb iteracios 1épések soran a redundancia komponensek
valtozni fognak!)

A 8 darab mérésre az egyforma sulyokkal torténd kiegyenlitésbél megkaptuk, hogy a kiegyenlitett tavolsag (x)
10,03 lesz. Az egységnyi sulyt mérés szorasa (8.41) alapjan 0,104-nek adddik, szordsnégyzete (G:‘) pedig 0,011.

Az egységnyi sulyt mérés szorasnégyzete és a redundancia komponensek segitségével a (8.44) az elsé iteracios
1épés utan kiszamolt sulyok:

—001— 4085 gs3s
(=0.1)" +(0,17)" +(-0.01)" +(-0.18)"
40,875

(0.01)° +(0.06)" +(0.02)" +(0.03)°

-pLa—_z:c:zP:r:

(8.48, 8.49)
= 7.634

p:.;~—_z:c:z=':=': = 0= 011-

A masodik iteraciés 1épésben a sulyokat beirjuk a P;; matrixba, és ezzel az 0j matrixszal elvégezve a kiegyenlitést,
megkapjuk az 0j kiegyenlitett tavolsagot (x). A P;; matrix segitségével kiszamoljuk a Q,, matrixot, majd az r;

redundancia komponenseket. Kiszamoljuk az egységnyi sulytl mérés szorasnégyzetét (Gﬁ. ), majd a stlyokat (p;
és pz)

A fenti példaban a harmadik iteracios 1épés elvégzésére is sziikség van. Ennek soran megismételjiik a masodik
iteracios 1épést.

A bemutatott példa esetén a harmadik iteracios lépésben a kiegyenlitett tavolsag (x) 10.0013 lesz (ami gyakorlatilag
megegyezik az ismert silyokbol szamolt eredménnyel) a stlyok pedig:

p,=0374
b 16,48 (8.50, 8.51)

A tovabbi iteracids 1épések soran mar a stilyok nem valtoznak. A 8.3. tablazat utolsé két oszlopaban lathatok a
javitasok, amik megegyeznek a maradékhibakkal.
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A legkisebb négyzetek mdodszerének altalanos felirasa

Az inverzié mindségének meghatarozasahoz meg kell hatarozni a kiegyenlitett paraméterek kovariancia matrixat.
Jelen esetben egyetlen ismeretleniink van: a,. A paraméterek kovariancia matrixa az egységnyi sulyu mérés és a
kiegyenlitett paraméterek sulykoefficiens matrixanak szorzata:

07 Qe =0 -(AT-P,-A) = 0,000113 (8.52)

amibél az 9 becsiilt paramétere szdrasa: 0,0106.

A fenti modszernek, vagyis a szorasok a posteriori becslésének a két sz€éls6séges esetét vizsgaljuk meg!

Az elsé esetben a valamennyi mérésiinknek azonos szorast tételezhetiink fel, ekkor a Farwr  szoras 1-nek
valaszthato, és visszakapjuk az azonos sulyu mérésekre felirt egyenleteket, amik a fenti példaban az x = 10,03
eredményre vezet.

A masodik esetben a minden méréshez kiilon szorast akarunk meghatarozni, vagyis annyi mérési csoportunk van,
ahany mérésiink. Ezt a fenti szamitas modszer atalakitasaval meg tudjuk valdsitani.
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9. fejezet - A nem linearis direkt feladat
esete

Az ¢el6z0 fejezetben targyalt példakban (egyenes és masodfok fliggvény illesztése) a direkt feladatok a paraméterek
linearis fiiggvényei voltak. Ez szamos esetben teljesiil, példaul valamely mérési pontokra torténd polinomfiiggvények
illesztésekor. Az altalanos geofizika teriiletén szamos olyan eset van, amikor egy fiiggvényt sorfejtés alakjaban
irjuk fel, ekkor a fliggvény a sorfejtés egyiitthatoinak linearis fliggvénye, ezért a sorfejtés egyiitthatéinak a mérési
adatokbdl torténé meghatarozasa az el6z6 fejezetben targyalt modszer segitségével elvégezhetd.

Az ilyen tipust direkt feladat nagy eldnyt jelentett az A alakmatrix szamitasdhoz, mivel az alakmatrix a direkt
feladatnak a paraméterek szerinti derivalasaval jon 1étre, ezért ha a direkt feladat a paraméterek linearis fiiggvénye,
akkor az alakmatrix nem tartalmazza a paramétert. Ez azt jelenti, hogy az alakmatrix fiiggetlen a paramétertdl, igy
annak szamitasahoz nem kell ismerniink (vagy feltételezniink) a paraméter (elézetes) értékét.

Ez a fenti feltétel mar néhany viszonylag egyszerli esetben sem teljesiil.

Tekintsiik az alabbi példat! Illessziink sinus fiiggvényt, a 9.1. tablazatban talalhato x-y pontparokra!

x[1|2]3]4(5|6 |7 (8 (9 (10|11 12|13 |14 |15|16|17 |18
y(0]|2]3]6(9 |11 (12 (11 (9|6 (2 (0 |2 |5 |8 |10|11 |10

9.1. tabldzat. x-y pontparok.

A direkt feladat az alabbi alaku lehet:
v=a,+a -sin(a,-x+a) 9.1

A paraméterek koziil a egy konstans y iranyu tolast jelent, a; a sinusos jel amplitadodjat, a, a kérhullamszamot,
as pedig a jel fazisat. Képezziik (9.1) egyenletnek a mérési helyeken vett derivalasaval az alakmatrixot!

|1 sin(a,-y+a,) a-cos(ay,-q+a,)-q a-cos(ay-x+a,)
|1 sin{ay,-x+a,) a-cos(ay-x+a,)-xm a-cosla,-x+a)
A= . . . . . . 9.2)
1 sinfa, -x, +4a, | a -cos(a,-x +a, |-x, o -cos (4, -x, +a, )
]_1 sin(a@,-x,+a ) a-cos(a,-x +a,)-x, a-cos(a, -x +c:r:_'|_

Jol latszik, hogy az alakmatrixban szerepl6 mennyiségek a paraméterek fiiggvényei.

A problémat ugy orvosolhatjuk, hogy a paramétereknek kezddértéket (el6zetes értéket vagy kiindulo értéket) adunk.
Ezek a kezddértékek lehetdség szerint a tényleges megoldashoz kozelitd értékek legyenek.

A sinus fiiggvény illesztés esetén, ha a pontokra kézzel sinusgorbét rajzolnank, meghatarozhatnank a paraméterek
kezddértékeit. Leolvashato lenne az illesztett fliggvény atlagértéke, vagyis az a, paraméter kezd6értéke. A rajzolt
gorbe amplitadojat tekinthetjiik az a; paraméter kezddértékének. 2n-t elosztva a leolvasott hullimhosszal kapjuk
az a, paraméter kezdoértékét. Megbecsiiljiik végiil, hogy a fliggvényt vizszintes iranyban a hullimhossz hanyad
részével kellene eltolni, hogy a sinushullam kezddpontja (az inflexios pontja) az x = 0 pont f61¢ essen, €s ebbdl
kiszamoljuk az a; paraméter kezd6értékét. A tovabbiakban a paraméterek kezddértékeit a felso indexbe, zarojelbe
irt 0-val jeldljiik. Ezzel a jel6léssel a paramétervektor kezd6értéke: x©.

Ezeknek a mennyiségeknek a segitségével mar ki tudnank szamolni az A alakmatrixot.
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A nem linearis direkt feladat esete

Az el6z0 fejezetben emlitettiik, hogy az 1 tisztatag vektort ugy definidlhatjuk, hogy az a mért értékekbdl kivonjuk
a kezd6 paraméterekkel (elézetes értékekkel) szamitott direkt feladat megoldast. Ezt a definiciot most is alkalmazzuk.

| }'1_[‘1:“"“5‘1:"Siﬂ[azsl '1'1+a_=:l]|

Y _| c;r::'-i-c;rl:'-sin | a::' ~Xn +a_=:'i||

- 5 (9.3)

Cri-la e sinl @ - +al |

| Yy - a::l""al:l'sm | a::I "Xy +a_=:l]|

Alkalmazzuk ezt a felirast a jelen feladatra! A direkt feladatot egy f(...) figgvénnyel jeloljiik. Keressiik azt az x
értéket (a paraméterek javitas vektorat) amelyre igaz az, hogy az értékeit hozzaadva a paraméterek kezdo értékeihez
(x(0)+x), az f(x(0)+x) fliggvény értékei a méréseink kiegyenlitett mennyiségeit szolgaltatjak (U). Ekkor a direkt
feladat megoldas a legjobban megkozeliti a méréseinket (L). A mérésekhez hozzdadva a javitdsok vektorat (v)
kapjuk a mérések kiegyenlitett értékeit (U).

L+v=U=f(x"+x| (9.4)
A fiiggvény kiegyenlitett értékét irjuk fel a fliggvény Taylor-sorfejtése segitségével:
flx”+x|=f(x" )+ (=" |-x+.. 9.5)

A fliggvény elso derivaltja az A Jacobi matrix. Ennek felhasznalasaval — kifejezve a javitasok vektorat — kapjuk,
hogy

v=A-x-1 9.6)

ahol az 1 tisztatag vektor alakja:
I=L-f(x"] ©.7)

Lathato, hogy a kapott (9.6) egyenlet formailag megegyezik a linearis esettel.

Visszatérve a sinusfiiggvény illesztési feladathoz, a paraméterek kezdd értékeivel kiszamolt A alakmatrix és 1
tisztatag vektor segitségével a (8.29) képlettel kiszamoljuk az x vektor. Az x vektor itt nem a paraméterek konkrét
értékét jelenti, hanem a paraméterek javitasat. A paraméterek javitott értéke az x vektor és az x vektorok Osszege.

Amennyiben tehat a direkt feladat a paramétereknek nem a linearis fiiggvénye, ugy az Taylor-sor els6 két tagja
nem adja meg pontosan a fliggvény értékét az (x(0)+x) helyen, ennek kovetkeztében a kapott x vektorral javitott
paraméterek még nem adjak meg az eltérés négyzetek minimumat.

Ennek a problémanak a megoldasara iteraciot végziink. Ennek soran az elsd iteracios 1épésben a fenti miiveletekkel
felirjuk az A alakmatrixot és az 1 tisztatag vektort, amib6l kiszamoljuk paraméterek x javitasvektorat. A masodik
iteracios 1épésben a megjavitott (x(0)+x) paramétervektort tekintjiik a paraméterek kezdoértékének, ezzel szamoljuk
ki az A alakmatrixot és az 1 tisztatag vektort, majd ezekbdl a paraméterek javitasat leird x vektort. Ezt a 1épés
tobbszor megismételve altaldban azt latjuk, hogy a javitasok x vektora egyre kisebb abszolut értékii szamokat
tartalmaz, az ijabb 1épésekkel a kiegyenlitett paramétervektor elemei konkrét értékekhez konvergalnak. Az iteraciot
altalaban néhany 1épés utan leallitjuk. A leallitas feltétele altalaban az, hogy a kapott javitdsvektor normaja az
ujabb iteracios 1épés hatasara mar kevesebbet véltozik, mint egy elére megadott kicsiny kiiszobérték.
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A nem linearis direkt feladat esete

”r

Probléma lehet, hogy a normal egyenlet csak azt irja eld, hogy a fiiggvény szélséértékét keressiik, ahol a fiiggvény
els6 derivaltja nulla. Az, hogy egy minimumbhely, vagyis itt a rezidualok négyzetdsszege minimalis, a fliggvény
masodik derivaltjanak vizsgalatabol deriil csak ki.

A minimalizalando fliggvényiink tehat a rezidualok négyzetosszege. Ez egy skaldr mennyiség. Esetiinkben ezt

s

elméleténél targyaltuk.) A kritériumfiiggvény altal visszaadott skalar mennyiség, valdban a paraméterek fiiggvénye,
és mi azt a paraméterkombindciot (paraméter vektor elemeinek azon értékeit) keressiik, ahol ez a fliggvény minimalis.
Ezt a fiiggvényt jeloljiik g-vel.

glx)=g(x...xp) (9.8)

Itt x; —k a paramétervektor elemeit — nem pedig a javitasukat — jelenti. Legyen a g(x) fliggvény kétszer derivalhato!
Képezziik a g(x) fiiggvénynek a paraméterek szerinti masodik derivaltjait tartalmaz6 matrixot!

cog cog

c'g g g
Ex; &, Che, CCop
g &g g
H(g)=| exdg &g B, Cp 9.9)
g g &g
| Sheplog  Chopling éxp

A H matrix neve Hesse matrix. A parcialis derivalas sorrendjének felcserélhetdsége miatt a Hesse matrix mindig
szimmetrikus. A Hesse matrix vizsgalata mutatja meg, hogy az adott fiiggvényérték minimum, maximum, vagy
nyeregpont.

A minimum feltétele, hogy a Hesse matrix pozitiv definit legyen.

A pozitiv definitség tobb megfogalmazasa koziil kiemeliink két definiciot. Az elsé szerint egy matrix pozitiv definit,
ha valamennyi sajatértéke pozitiv. Ezzel egyenértékii definicio, hogy valamennyi, a matrix bal felsé sarkabol
képzett négyzetes matrix determinansa pozitiv legyen. (Konkrét szamitas soran barmelyik definicio felhasznalhato
a pozitiv definitség vizsgalatara.)

A nemlinedris direktfeladat esetén lattuk, hogy a rezidualok négyzetdsszegének minimumahoz tartozo
paraméterértékek megtalalasa csak tobb iteracios 1épésben lehetséges. Ennek az az oka, hogy a direkt feladat
fiiggvényt a kiindul6 paraméterek kornyezetében egy Taylor-sor els6 tagjaig bezardlag irtuk fel.

A kritériumfiiggvényt felirhatjuk a kiindul6 paraméterek kdrnyezetében a Taylor-sor masodik tagjaig bezarolag:
L)) L] ] 1 T ]
glx +x|=g(x 7 |+I(x |-x+;-x -Hix ™ |-x (9.10)

A fenti képletben a J Jacobi-matrix a g skalar fiiggvény gradiense (jelen esetben egy vektor), a H matrix pedig
az elobb megismert Hesse matrix. Mivel ezt az egyenletet a kritériumfiiggvényre irtuk fel, ennek a fliggvénynek
a paraméterek (az x vektor elemei) szerinti minimalizalasa adja a keresett paraméterek javitasait. Az egyenletben
szerepld J vektor és H matrix a gyakorlati problémak esetén altaldban numerikus derivalassal hatarozhatok meg
a paraméterek kiindulo értékeinél (X(O)). Az egyenlet megoldasa nagy matrixok esetén altalaban a ,,Minimum keresé
eljarasok” c. fejezetben bemutatott iteracios eljarasok valamelyikével torténik.

9.1. Gravitacios meérés

Tekintsiik az alabbi gravitacios mérési problémat, amelynek valamilyen valtozatat tobb inverzios konyv is felhasznal
az inverzi6 alapelveinek bemutatasara.
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A nem linearis direkt feladat esete

Egy megadott sik teriilet egy pontjan egy nagytomegii gdmb van elasva. Graviméterrel mérjilk meg a nehézségi
gyorsulast a teriileten egy (kozel) egyenkozii racsban, és ebbdl hatdrozzuk meg a gomb tomegét, felszin alatti

mélységét s az elasas helyének sikkordinatait!

Tételezziik fel, hogy egy jolképzett geofizikus elvégezte a mérést, tehat nekiink nem kell foglalkoznunk a mérés
megtervezésével és végrehajtasaval, rendelkezésiinkre allnak a mérési helykoordinatdk és a graviméterrel mért

nehézségi gyorsulas értékek.

Iranyitsuk a koordinatarendszeriinket ugy, hogy az X tengely észak felé, az Y tengely kelet felé, a Z tengely pedig
lefelé iranyuljon. A felszin a Z = 0 magassagban legyen. A felszin egy pontjanak koordinataja igy: (x, y, 0). A
nehézségi gyorsulas hattér étéke — vagyis amit a gombtdl olyan tavolsagban mérnénk, ahol a gdmb hatasa mar
elhanyagolhatd — legyen g, . A teriileten mért nehézségi gyorsulas értékekbdl vonjuk ki a nehézségi gyorsulas
hattér értékét, az igy kapott anomaliaértékeket tekinthetjiik a gomb hatasanak. A mért adatainkat a (9.2.) tablazat

foglalja 6ssze.

Mérés sorszama

X[m]

Y[m]

E)

—_

Ag[m/sz]

1 100 | 300 | O |-1,68922e-014
2 100 | 310 | O | 2,08384¢-013
3 100 | 320 | O | 9,11552e-014
4 100 | 330 | O 1,3398e-013
5 100 | 340 | 0 | 1,35904e-013
6 100 | 350 | O | 7,48595e-014
7 110 [ 300 | 0 | 1,07663e-014
8 110 [ 310 | 0 | 1,71658e-013
9 110 [ 320 | 0 | 3,90526e-013
10 110 [ 330 | 0 | 9,64405e-013
11 110 [ 340 | 0 | 6,26942e-013
12 110 | 350 | 0 | 3,54347e-013
13 120 | 300 | O | -7,3977e-014
14 120 | 310 | O | 2,87387e-013
15 120 | 320 | 0 | 6,87852e-013
16 120 | 330 | 0 | 2,7552e-012
17 120 | 340 | 0 | 1,52322e-012
18 120 | 350 | O | 2,83205e-013
19 130 | 300 | O | 1,87324e-013
20 130 | 310 | O | 3,69917e-013
21 130 | 320 | 0 | 4,54991e-013
22 130 | 330 | 0 | 1,26672e-012
23 130 | 340 | 0 | 1,08389¢-012
24 130 | 350 | O | 4,87435e-013
25 140 | 300 | O |-1,34739e-013
26 140 | 310 | O |-3,68395e-015
27 140 | 320 | 0 | 1,58061e-013
28 140 | 330 | 0 | 4,50285e-013
29 140 | 340 | 0 | 1,37541e-013
30 140 | 350 | 0 | 1,24567e-013
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31 150 | 300 | 0 | 1,61628e-013
32 150 | 310 | O | 6,26579¢-014
33 150 | 320 | 0 | 1,30561e-013
34 150 | 330 | O | 7,56786e-014
35 150 | 340 | 0 | 1,80268e-013
36 150 | 350 | 0 | 1,66113e-013

M
9.2. tablazat. Gravitacios anomaliaértékek (‘\‘g ). Az anomaliaértékek szimulalt adatok, azokat egy ismert helyii
és tomegii hato terének szamitasaval, majd a szamitott anomaliaértékekhez véletlen jellegii zaj hozzdadasdval

kaptuk.

A fenti tablazat adatait egy kétvaltozos fliggvény értékeinek tekinthetok. Ennek vizualizacidjat — a mérési pontokra
illeszked6 szintfeliiletet — az alabbi abran lathatjuk.

w10

150

300 100

M
9.1 abra. A ,,mért” gravitacios anomaliak (‘\‘3 : ) megjelenitése szintfeliiletkent.

A 9.1 abran egy aszimmetrikus anomalia cstcs latszik. Ebbdl kovetkeztethetiink, hogy a haté nem pontosan a
racspont alatt helyezkedik el.

Az inverzi6 végrehajtasara, el6szor irjuk fel a direkt feladatot! Egy tetszbleges felszini, (x, v, 0) koordinataja
pontban az elasott gdmb altal okozott nehézségi gyorsulas (az un. anomalia), az alabbi képlettel szamithato:

G-p-‘yr‘:.—’f-z
o 3
Ag = ©.11)

[(x—2x; _'|: +(v=u, _'|: +z; ]:’{

A képletben szerepl6 G, a gravitacios allando, x és y a mérési pont koordinatai. A képletben szerepld m, xg, Vg, zg
étékek azonban a feladat kiirasaban szereplé meghatarozandoé ismeretlenek, vagyis a paraméterek.

A fenti képlet tehat azt fejezi ki, hogy ha ismernénk a paraméterek m,x,,y,z,, értékeit, ki tudnadnk szamolni, hogy
egy tetszbleges (x,y,0) koordinataju helyen a gdmb mekkora anomaliat okozna.
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Az A alakmatrix meghatarozasahoz tehat a (9.11) egyenletnek a mérési helyeken a paraméterek szerinti derivaltjait
kell képezni. Esetiinkben ezek a derivaltak analitikusan is szamolhatok:

é(Ag.) 3-(x—%) -Ag
cAg.) _ 3-(y=%) -Ag
N R E = (9.12,9.13,9.14,9.15)
¢(Ag,) —3-z -
- Il . — - o Y -jg‘_
2y |(x—x) +Hy—w) +z)
=T .-I 1
C[_H—\&. =_ Ag.
cm m

Latszik, hogy ezekben a derivaltakban szerepelnek a paraméterek, tehat ahhoz hogy ezeket a derivaltakat szamitani
tudjuk, a paramétereknek valamilyen hihet6 kiindulé értékeket kell adnunk.

A paraméterek kiinduld értékeit tehdt nekiink kell megadnunk. Valasszuk az anomalia-térkép maximumbhelyét a

A0 _ 12 (0 _
sikkordinatak el6zetes értékének: = = 120m és 0T 330m . A mélység elbzetes értékét az anomaliakép félérték-

5

szélességébdl becsiilhetjiik: %o 7 A gomb tomegének kiindul6 értékét valasszuk az 1 méter sugart dlomgomb

tomegének: értéke: 7 =37866kg
stirliségkiilonbségét hasznaltuk.)

. (Az 6lomgomb tomegének szamitasanal az 6lom és a felszinkozeli kézetek

A felvett elozetes értékek alapjan mar a mérési helyekre ki tudjuk szamolni az A alakmatrixot. A matrix 4 oszlopbol
(a paraméterek szama) és 36 sorbol (a méréseink szama) all. Az 1 tisztatag vektort a 36 pontban mért anomaliaértékek
(9.2. tablazat) és felvett el6zetes paraméterértékek alapjan kiszamolt elméleti értékek (9.11 képlet) kiilonbségébol
képezziik.

A paraméterek javitasat a
x=(AT-A)7- (AT (9.16)

alapjan szamoljuk. A szamolt javitasok:

0.097
| 0.21
x= 021 9.17)
| 33523,10 |

A javitisokat hozzdadva az eldzetes értékekhez megkapjuk a paraméterek kiegyenlitett értékét. Ujabb iteracios
1épést végezve, a paramétereink tovabb javulnak. Néhany iteracios 1épés utan a paramétereink mar keveset valtoznak,
ekkor ledllitjuk az iteracidt. A paraméterek becsiilt értékei:

121547
. 332,62
X= loe (9.18)

| 4748.75 |

A paraméterek kovariancia matrixat a
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vioP, v

(AT.pAT (9.19)

képlet segitségével szamolhatjuk, ahol N a mérések, P pedig a paraméterek szama. A szamitashoz a P;; matrixot

egységmatrixnak tételeztiik fel.

0.137 0,005 -0.044
0.005 0,105 -0.047
-0.044  -0.047 0,170
| -14,152 -15.232 79377

f
[
™

amibdl a becsiilt paraméterek szorasai:

0.3706]
0.3238
| 04122
| 232.0600

-14.152]]
-15.232
29377 (9.20)
53851.000 |
9.21)

A gravitacios mérés feldolgozasahoz hasznalt adatok nem valddi gravitacids adatok voltak, hanem szimulalt
adatok. Ezeket az adatok ugy alltak eld, hogy egy rogzitett paramétervektor segitségével kiszamoltuk az
anomaliaértékeket a feltételezett mérési pontokban, €s az anomaliaértékeket 10710 szorasu, normalis eloszlasu,
korrelalatlan zajjal szortuk meg. A paraméterek rogzitett értékei: x, = 121, yo = 133,z =10 és m = 4733 kg.

Jelen esetben a paraméterek becsiilt értékei a ,,valodi” értékeket az egyszeres szorasnal jobban megkdzelitik.
Amennyiben a szimulalt mérésekhez nagyobb hibat adtunk volna, ugy a paraméterek szorasai is jelentdsen

megndvekedtek volna.

Ebben a feladatban az anomaliaértékeket — gravitacios gyakorlattdl eltéréen — SI mértékegységben adtuk meg. A

geofizikaban szokasos mértékegységek esetén a maximalis hatas 3-107 m/s’ nagysagrendbe esett, ami kozel
egyharmad mikrogal. Ez a legmodernebb — a szupravezetés elvén mikddoé — graviméterekkel mar jol mérhetd

pontossag.
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10. fejezet - Kényszerfeltételek
alkalmazasa

Az inverzi6 soran, amikor egy modell paramétereit hatarozzuk meg, lehetséges, hogy vannak eldzetes — a priori
— ismereteink a modellparaméterekr6l. Ezeket az eldzetes ismereteket valamilyen matematika formaban kell
megfogalmaznunk.

Amennyiben ezek az el6zetes ismeretek determinisztikusak, vagyis mindenképpen teljesiilniiik kell, ezeket
Osszefoglaloan kényszerfeltételeknek nevezziik. Van olyan kényszerfeltétel, amit valamilyen egyenlétlenség
form4jaban tudunk megfogalmazni. Ilyen feltétel lehet, hogy egy paraméter csak egy bizonyos tartomanyba es6
értéket vehet fel. Mas esetben egy egyenléség formajaban tudjuk megadni, a fiiggvénykapcsolatot, vagyis hogy a
paraméterek valamilyen fiiggvénye egy konkrét értéket vegyen fel.

Eszerint a kényszerfeltételek alkalmazasa az inverzid soran azt jelenti, hogy ugy szeretnénk a paramétereket
meghatarozni, hogy a kritériumfiiggvényiink (a rezidualok négyzetdsszege) minimalis legyen, de kdzben az vagy
tobb kényszerfeltételi egyenletiink is teljesiiljon. Ez egy feltételes szélsdérték keresési probléma, amit Lagrange
oldott meg a XIX szazad elején.

10.1. A feltételes szélsoérték keresés

Tekintsiink egy E fiiggvényt, amely két valtozo (x és y) fliggvénye: E(x,y). (Egy kétvaltozos skalarfiiggvény egy
feliiletként abrazolhato, ahol a fliggvény értéke egy z magassag az x-y sik felett.) Minimalizaljuk ugy az E fiiggvényt,
hogy kozben az x és y valtozokra teljesiil,a =" = implicit alakban felirt kényszerfeltétel. A kényszerfeltételnek
egy gorbe felel meg az x-y sikon. Amennyiben ebbdl a kényszerfeltételbdl ki tudnank fejezni akar y(x)-t akar x(y)-t,
azt visszahelyettesithetnénk az E fiiggvénybe, és ezutan egyetlen valtoz6 szerint kellene £ minimumat meghatarozni.
Sajnos ezt az esetek tobbségében nem tudjuk megvaldsitani, ezért az alabb vazolt modszert kell kdvetniink.

10.1 abra: Az E(x,y) kétvaltozods fliggvény szintvonalai (kék szaggatott vonalak) és egy, a valtozok kozotti, O(x,y)=0
kényszerfeltételnek eleget tevd pontok halmaza (piros gorbe). Abban a pontban, ahol a fiiggvény értéke a gorbe
mentén minimalis, a fiiggvény gradiense és a gdrbe normalisa parhuzamosak.

77

http://www.renderx.com/



render

Kényszerfeltételek alkalmazasa

A 10.1 abran latszik, hogy az F fliggvény minimumanal a fliggvény gradiense nulla.

Az E fiiggvény gradiense az alabbi vektor:

(8E 2E)
VE= =2 (10.1)

Lo Cy )
Latszik, hogy a gradiens merdleges az E fliggvény egyenld értékeket felvevd szintvonalaira (ekvipotencialis
gorbéire).

Az abraba berajzoltunk egy kényszerfeltételi egyenletnek megfelel6 gorbét. A gorbe normalvektora a gorbére az
adott pontjaban htizott érintére merdleges vektor, amely a kényszerfeltételi egyenletnek a valtozok szerinti parcialis
derivaltjaibol képezhetd:

fed o)

n= —,—
L ox &y )

(10.2)

Az abran latszik, a D gdrbe azon pontja, ahol az E fiiggvénynek minimuma van, ott az E fliggvény gradiense, és

a D gorbe normalisa parhuzamosak. Ezt ugy fejezhetjiik ki, hogy a
VE=—4-n (10.3)

ahol 4 egy skalar, aranyossagi tényezo. Ezt elemenként kiirva, és nullara rendezve az alabbi két egyenletet kapjuk:

(éE | &
.H_+f'---_|=0 (10.4)

Lo e}

(eE . é@)
—+A-—|=0 (10.5)

Loy gy )

Ez a két egyenlet annak felel meg, mintha az

Elx,y)+ A-®(x,y):=mn (10.6)

Osszegfliggvénynek keresnénk a minimumat, ugyanis ennek az osszegfiiggvénynek az adott pontban a valtozok
szerint parcialis derivaltja nullak, tehat ennek az 6sszegfiiggvénynek sz¢éls6 értéke van.

: (xv)= .
A fenti két egyenlet mellé felhasznalva a Tlx.y)=0 kényszerfeltételi egyenletet, 6sszesen harom egyenletiink

van, €s harom ismeretleniink (x,),4), amivel a probléma mar megoldhato.

A fenti eredményeket p=1,2, ..., P valtozobol allo x paramétervektor, és r=1,2,...,R darab kényszerfeltétel esetére
is altalanosithatjuk. Valamennyi p esetére teljesiilnie kell az alabbi feltételnek:

EE & . iD,
—+> A ——L=0
E A, . (10.7)
Valamint valamennyi » esetére:
D, (x)=0 (10.8)
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Kényszerfeltételek alkalmazasa

Ez 6sszesen P+R szami meghatarozando ismeretlent jelent, P+R egyenletbol.
A fenti eredményeket felhasznaljuk a tovabbiakban.

A fenti példaban egy E skalarfiiggvény szélsértékét kerestiik. A legkisebb négyzetek alkalmazasanak bevezetdjében
lattuk, hogy a minimalizaland6 skalarfiiggvény a rezidualok négyzetdsszege. Ha tehat az F skalarfliggvényt
megfeleltetjiik a rezidualok négyzetosszegének és a kényszerfeltételeinket fel tudjuk irni (10.8) alakban, akkor
ennek segitségével meg tudjuk oldani a kiegyenlitést kényszerfeltételek alkalmazasa mellett.

A korabbi fejezetekben lattuk, hogy a rezidualokat (javitasokat) fel tudjuk irni, mint a paraméterek linearis fliggvényét
(8.9 egyenlet).

Sziikségilink van még a kényszerfeltételi egyenletek atalakitasara, hogy azok is a paraméterek linearis fliggvényei
legyenek. Lattuk, hogy r=1,2,...,R darab kényszerfeltételi egyenletiink van. Minden egyenlet az alabbi alaku:

D, (x)=0 (10.9)
A paramétervektor az alabbi alaki:
X =060, X, | (10.10)

Amennyiben a fenti egyenlet az x paramétervektor linearis fiiggvénye, az r-edik lineéris kényszerfeltétel az alabbi
alakba irhato:

Co-X, T C, - Xyt FC, X, Tt Cp-xp—w, =0 (10.11)

Ahol a ¢,;,¢,,..., ¢,p egyiitthatok az x paramétervektor szorzodi, a w, mennyiség pedig a konstans tag.

Az R darab linearis kényszerfeltételt az alabbi matrix-vektor formaba is atirhatjuk:

[fu ‘n C1p Cip || |
[ €31 €m v Gy vt Cap | |1 -_“'1_ o]
' R 10.12
T ) X, | | B (10.12)
[wz| [0O]
I_cm Cpp " Cp "t Cpp | | Xp |
Ezzel a kényszerfeltételi egyenletet
C-x—w=0 (10.13)

alakban sikerilt felirnunk.

A nemlinearis kényszerfeltételek esetében, csakiugy, mint a nemlinearis direktfeladat esetén, fel kell vegyiink a
paramétereknek eldzetes értéket xq-t, és az x vektor ezeknek az eldzetes paramétereknek a javitasa.

A kényszerfeltételek linearizalasakor tehat abbol indulunk ki, hogy az x vektor a paraméterek kiindulo értékeibdl
képzett x© kezdeti paramétervektorhoz hozzdadando javitas. Ekkor a kényszerfeltételi egyenletet x© Kkoriil, x
szerint sorbafejtve, és a sorfejtést csak a linearis tagig meghagyva kapjuk:

o, (x"+x|=, (" |+ @ (x| -x+.. (10.14)
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Kényszerfeltételek alkalmazasa

A fenti mennyiség a kényszerfeltétel definicigjabol adodoan nulla. Az (10.14) egyenletet nullara rendezve, és a
linearis esetnél targyalt (10.12) matrix-vektor formara hozva, kapjuk az alabbi alakot:

ed, P @, e L

cx £, £x Cxp :’1 __:i:l |1 o |_ .

&, &b, £, &b, | | o
= ot =t ] x| |0

O cx, cxp |- - T A= (10.15)
| . . , , x, | | : [ :

. B . . | : {0 L0

cb, &b, D, e, | T (x|} -

x.| L d

| & £, éxy | - F-

A fenti (10.15) és a linedris esetben kapott (10.12) alakok 6sszehasonlitasabol latszik, hogy:
w,=—@ [x") (10.16)

Visszatérve az 0sszegfliiggvényhez, most mar a minimalizalando fiiggvényt felirhatjuk a linearizalt javitési- és a
feltételi egyenletek segitségével:

@=v -P, -v-2.k'-(C-x—w)-=min (10.17)
A minimalizalando fliggvényben itt a A helyett — célszerliségi okokbol —a i tag szerepel. A k vektort korrelata-

vektornak nevezzik.

A fiiggvénynek ott lesz széls6értéke, ahol a teljes differencial nulla lesz. A teljes differencial alakja a kovetkezo:
2v' P av -2k Cax -2k’ (Cx —w ) =0 (10.18)
Felhasznalva a linearizalt javitasi egyenletet:
v=A-x-1 (10.19)
Kapjuk, hogy
dv=A-dx (10.20)
Amit visszairva a teljes differencialba, a kovetkezd parcialis derivaltakhoz jutunk:

vi.P,-A-Kk'-C=0
-C-x+w=0

(10.21 -10.22)

A fenti egyenletbe visszairva a (10.19) javitasi egyenletet, kapjuk:

(AT.P,-A)x-CT - k—(AT-P, 1J=0
-C-x+w=0

(10.23 -10.24)

A fenti két egyenlet hipermatrix forméban is felirhatd:
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Kényszerfeltételek alkalmazasa

[AT-P,-A —C"[[x| [AT.P, 1]
- = | (10.25)
| =C 0 [kl | -w

Ez a feladat megoldasadhoz sziikséges normalegyenlet. Amennyiben a normalegyenlet egyiitthatomatrixa nem
szingularis (invertalhato), a fenti egyenletbdl kifejezhetjiik a paraméterek és a korrelatak vektorat:

_ _ - __1 —_ _
‘x| |AT.P,-A —-C'| AT.P, -1
= - | -| l (10.26)
k -C ] —w

A feltételes szélsoértékkeresési feladat megoldasara itt kapott eredményeket nem csak a kényszerfeltételek, hanem
a csak mért mennyiségeket tartalmaz6 kiegyenlitési feladatban is felhasznaljuk.

10.2. Egyenes illesztése — linearis
kényszerfeltétel

Feladat: Illessziink egyenest az alabbi pontokra, tigy, hogy az egyenes az y tengelyt egy elére megadott pontban
metssze:

x| v
1] 6
2] 7.1
3] 8
4] 9.1

10.1. tablazat. Negy pont sikkordinatdi
frjuk el6, hogy az egyenes az y tengelyt az y=5 pontban metssze!

A direkt feladat megoldasbol latszik (8.16), hogy az A alakmatrix alakja:

I x
A=l ® 1027
B (10.27)
_1 'T;_
A tisztatag vektor
[ M1 1
| ¥2
1= (10.28)
&
L]
Az ismeretlen paraméterek vektora tartalmazza az egyenes egyiitthatoit:
[a ]
x=| (10.29)
4
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Kényszerfeltételek alkalmazasa

A kényszerfeltételi egyenletiinket kell tehat linearizalt forméaban felirni:

a, =5 (10.30)
ezt a sziikséges C-X—w =0a]akba hozva adodik, hogy:
C=[1 0] [ w=s (10.31,10.32)

Az egyenlet megoldasakor feltételezziik, hogy a mérések egyforma sulytak, vagyis Py =1 A (10.26) egyenlet
felhasznalasaval a paramétervektor javitasai, (amik a nulla kiindul6 értékek miatt) egyben a kiegyenlitett értékei
X =[5 1,02] lesznek, a korrelata k = -4.44- 1075 lesz.

10.3. Egyenes illesztése — nem linearis
kényszerfeltétel

Illessziink ismét egyenest az el6bbi 4 pontra. Ebben az esetben az egyenes egyenletét ne a megszokott
v=a,+a-x (10.33)
alakban adjuk meg, hanem hasznaljuk fel a koordinatageometriabdl ismert
n-x+n - y+e=0 (10.34)

alakot. Ez utobbi alakban, az egyenes implicit megadasaban szerepld n, és n, mennyiségek az egyenes
normalvektoranak komponensei, a ¢ konstans abszolut értéke pedig az egyenes és az origd tavolsagat adja meg.
(A c egyiitthato értéke negativ is lehet, ha a normalvektor abba a térfélbe mutat, amelyik nem tartalmazza az origot.)
Az itt alkalmazott implicit megadas elénye az, hogy olyan esetben is tudunk egyenest illeszteni a pontokra, ha az

illeszkedd egyenes az y-tengellyel (kozel) parhuzamos.

Ebben az esetben a modell felirasanal nem tételezhetjiik fel a modellparaméterek zéro értékét, mivel a normalvektor

egységnyi hosszusagu. Ebben az esetben felvesziink a paramétereknek valamilyen kiindulo értéket. Valasszunk

olyan kiindul6 paramétereket, hogy azok egy az x tengelyre es6 egyenest irjanak le: nx(o) =0¢s ny(o) =1, valamint
(0)_,

c’=0.

Ezeket a paramétereket visszahelyettesithetjiik a direkt feladat (10.34) egyenletébe. Az egyenletet a megadott x-y
pontpérokra alkalmazva, kapjuk a javitasi egyenleteket. Az egyenletek jobb oldalan azonban nem nulla érték
szerepel, ezeket a mennyiségeket tekinthetjiik a tisztatag vektor elemeinek. (Vegylik észre, hogy ezek az egyes
pontoknak az egyenestl mért — eldjeles — tavolsagai.)

._J:-x" -3 +J:-_._.:'-}'1+f. o]
[ o L T
1= - y N (10.35)

ML exp tH, Vit

|, -xy+m, -y e

Sziikségiink van az alakmatrixra, vagyis az egyes feltételi egyenleteknek a paraméterek szerinti parcialis
derivaltjaira. Mivel az egyenletek a paraméterek linearis fliggvényei, az alakmatrixot konnyen megkapjuk az alabbi
formaban:
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Kényszerfeltételek alkalmazasa

x 3 1
% ¥y, 1
A=| © 7° (10.36)
(% 1
La vy 1]
A kényszerfeltételiink az, hogy a normalvektor hossza egységnyi:
7 -1=0 (10.37)

Ennek az egyenletnek a paraméterek kiinduld értékeinél vett derivaltja alkotja a C matrixot:

i'i.,‘ i

C=| 0

el
[ \[| n |+ | ,J| n |+ n

Latszik, hogy a matrix harmadik eleme, vagyis a kényszerfeltételi egyenletnek a ¢ paraméter szerinti derivaltja
nulla, mivel a ¢ paraméter nem szerepel a kényszerfeltételi egyenletben.

(10.38)

A —jelen esetben — egy elemii w vektor értéke a (10.15) egyenlet alapjan:

(10.39)

Ezeket a mennyiségeket felhasznalva az x vektor szamitasahoz (10.26 egyenlet) kapjuk, hogy:
n,=-1,02;n,=-7,26:10'% ; ¢ = -5 és a korrelata: k =-0,008.
Ezeket az értékeket hozzaadva a paraméterek kiinduld értékeihez kapjuk:

nx(l) =-1.02; ny(l) =1;cV=-5A javitott paraméterértékekbdl latszik, hogy a normalvektor iranya mar kozelitéleg
jo (merdleges az y = x egyenesre) de a hossza nem egységnyi. A szamitast megismételjiik ezeket az értékeket
felhasznalva. Ekkor:

n=0,305; n,=-0,300; ¢ = 1,502 és a korrelata: k = -0,00391.
Ezekkel az értékekkel megjavitva a paramétervektort kapjuk:

nx(z) =-0,714; ny(z) =0,699; = -3,497. Ezekkel az értékekkel szamolva mar az egyenes normalvektora csak a
hetedik tizedesjegyben tér el egységtdl. Az tjabb iteracios 1épések mar nem javitjak szamottevden az eredményeket,
az egyenes illeszkedése nem lesz jobb.

A fenti példa jol szemlélteti, hogy nemlinearis kényszerfeltételi egyenleteknél tobb iteracioban talaljuk meg azt a
megoldast, amelynek a pontossaga mar megfeleld. Az elsé iteracids 1épés a normalvektor iranyat korrigalta, a
masodik iteracio pedig a hosszat. Természetesen, ha a kiindulasnal, mar egy a pontokra jobban illeszked6 egyenest
leiré (-0,7; 0,7; -3,5) paraméterkombinaciobol indultunk volna ki, akkor egy vagy két iteracios 1épés utan mar nem
javult volna szamottevden az eredmény.
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11. fejezet - Kiegyenlités csak meért
mennyiségeket tartalmazo feltételi
egyenletekkel

Az ebben a fejezetben bemutatésra keriilé probléma — mivel nem tartalmaz meghatirozandé paramétereket —
altalaban nem targya a geofizikai inverziot targyalo konyveknek. A téma targyalasat az indokolja, hogy segitségével
be tudjuk mutatni az egyes mérések kdzvetlen stlyozasat.

Meérjiik meg két pont koordinatait GPS segitségével (valamely vetiileti koordinata rendszerben, amely esetben a
vetiileti egyenletekbdl kovetkezod hossztorzulast elhanyagolhatonak tekinthetjiik). Mérjiik meg ugyanezen két terepi
pont tavolsagat mérészalaggal is!

Az esetek nagy részében, a két pont koordinatakiilonbségeibdl Pitagorasz-tétellel szamitott tavolsag, és a
mérdszalaggal mért tavolsag kiillonbozni fog. Igaz tovabba, hogy ezen 5 mérés (két-két koordinata és a tdvolsag)
kozil egyet elhagyva a hidnyz6 6tddik mennyiséget kiszdmithatjuk. (Ez nyilvanval6 a mérdszalaggal mért tavolsag
elhagyasa esetén. Valamely koordinata elhagyasa esetén nulla, egy, vagy két lehetséges koordinataértéket kaphatunk
a rendelkezésre 4116 4 adatbol szamitéassal.) Ez azt jelenti, hogy egy darab, folosmérésiink van.

Az az igényiink, hogy a mért tavolsag megegyezzen a koordinatakiilonbségekbdl szamitott tavolsaggal, egy feltételi
egyenlettel fejezhet6 ki. Ez a feltételi egyenlet azonban a mért értékeinkre nem teljestil:

JE-EF+(M-N) -dy=0 (1L.1)

A fenti egyenlet jobb oldalan, a nullatél kiilonb6zé mennyiséget itt is tisztatagnak nevezziik és [-lel jeloljiik.
Amennyiben t&bb feltételi egyenletet tudunk felirni, a tisztatag mennyiségeket az 1 vektorba rendezhetjiik.

Tételezziik fel, hogy valamilyen formaban sikeriilt meghatdroznunk azokat a mennyiségeket (a javitasokat),
amelyeket a mért értékeinkhez hozzaadva olyan javitott (kiegyenlitett) mennyiségeket kapunk, amelyek mar
kielégitik a feltételi egyenleteket:

'J[ |-_£: +vr; _-| - |I_£1 + ""1_-I l]: +|:. |-_ Ny +v _-| - |'__\"1 + "'.\'1_.| .]: _I-_d-li + ¥V _-| =0 (11.2)

£

Az egyenletben szerepld javitasokat a — a fenti példaban Stelemii — javitas vektor (v) elemeinek tekintjiik.

A problémat az jelenti, hogy egyetlen feltételi egyenletiink van, azonban 5 meghatarozandé mennyiségiink, a
javitasvektor 5 eleme. Emiatt a feladat alulhatarozott. A problémat egy tovabbi feltétel bevezetésével orvosolhatjuk,
ha el6irjuk, hogy a javitasok (a v vektor elemei) a lehetd legkisebbek legyenek, vagyis a négyzetdsszegilik minimalis
legyen, ugy, hogy kozben a feltételi egyenlet is teljesiiljon a javitasokkal korrigalt mérési eredményekre.

Elfogadjuk-e azonban azt a megoldast, amelybdl az jon ki, hogy mind a GPS méréseket, mind a mérészalagos
mérést 2-2 méterrel kell modositanunk, hogy a feltételi egyenlet teljesiiljon? Nyilvanvalo, hogy a mérészalagos
mérésrol nehezen fogadjuk el, hogy 10 cm-nél pontatlanabb lenne, a GPS mérésnél akar 10-20 méteres hibat is
elhisziink. Ezt ugy tudjuk figyelembe venni, hogy az egyes méréseket sulyozzuk, €s a javitdsok sulyozott
négyzetosszegét minimalizaljuk.

A sulyozashoz altalaban hasznalhatjuk az egyes mért mennyiségek szorasnégyzetének a reciprokjat. Egy nagy
szorastu mérést — a szoras négyzetekkel osztva — tehat kis stllyal vessziik figyelembe, egy kis szorastt mérést pedig
nagy sullyal. A sulyokat egy négyzetes matrix foatlgjaba is elhelyezhetjiik, ekkor a diagonalis matrix féatlojaban
az egyes mérések szorasnégyzeteinek reciprokai allnak. Ez abban az esetben kozeliti jol az adott problémat, ha az
egyes mérések korrelalatlanok. Korrelalt mérések esetén a mérések kovarianciamatrixanak inverzét hasznaljuk
sulymatrixnak.
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A mérések sulyait a mar korabban megismert sulymatrix eleme tartalmazzak. A stlymatrix segitségével a
minimumfeltétel alakja:
v P, v = min (11.3)

A példanal maradva a GPS mérések szorasanak tekinthetjiik a GPS altal a kijelz6n megjelenitett HDOP értékeket

T

(példankban 5 méter). A mérészalagos mérés hibajat 2 cm-nek tekinthetjiik. Ebben az esetben a P*'—L matrix alakja:

M1 Y004
o} - 0.04
' [= 2500 _ (11.4)

1 ] |
ov) | 0.04

Ahol a mérések sorrendje: E\.N.dy. By Ny , emiatt a matrixban is ebben a sorrendben tiintetjiik fel az egyes

mérések szorasat.

Fontos megjegyezni, hogy mivel a Py matrixot diagonalis matrixként irtuk fel, ezzel azt tételezziik fel, hogy az
egyes méréseink fiiggetlenek egymastol!

Ahogy korabban megfogalmaztuk, az (11.3) egyenlet minimumat Ggy keressiik, hogy kdzben az (11.2) egyenlettel
kifejezett feltétel is teljesiiljon. Ehhez az (11.2) egyenletet olyan formaba hoznunk, hogy az a javitasok linearis
fiiggvénye legyen. Ehhez az (11.2) egyenletet Taylor-sorba fejtjiik a javitasok szerint az aktualis mérési értékek
koriil, és csak a nullad-, és elsérendl tagokat hagyjuk meg. Egy feltételi egyenlet esetén ez altalanossagban az
alabbi alaku:

flL+v)=fIL)+ f(L)- v+ (11.5)

ahol az egyenlet baloldala nulla (a nullara rendezett feltételi egyenlet miatt). Az egyenlet jobb oldalan az f (LJ
mennyiséggel mar talalkoztunk, ez a mennyiség all a (11.1) egyenlet jobb oldalan. Az egyenlet jobb oldalan az

f fLJ mennyiség a feltételi egyenletnek a mérések szerinti parcialis derivaltja. Amennyiben tobb feltételi egyenletet
tudunk felirni, akkor a feltételi egyenletek egy vektorfiiggvény elemeit képezik, amelynek elemeire a Taylor-
sorfejtés:

fiIL+vi=f(LI+f(Li-v+ (11.6)

ahol fr(LJ a feltételi egyenleteknek a mérések szerint parcialis derivaltjaibol képzett Jacobi matrix, amit B-vel
jelolink. A v vektor a méréseink javitasai, amit meg akarunk hatdrozni. Az L) mennyiség minusz egyszeresét

nevezziik tisztatagnak, I=—f(L I, ugyanis formalisan megegyezik a paraméterek javitdsainak meghatdrozasara

felirt egyenletekben szerepld tisztataggal. Felhasznalva az | tisztatag vektor (11.2) egyenletét, a feltételi egyenletet
az alabbi linearizalt alakba irhatjuk at :

Bv—-1=10 (11.7)
A jelenlegi példankban a B matrix 1x5 elemii, a ¥ vektor 5x1 elemii (oszlopvektor), az | vektor 1 elemii.)

A feltételes széls6érték kereséséhez az alabbi egyenletet irhatjuk fel (hasonloan a 10.17 egyenlethez):
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vIP,v—2-k' (Bv—1):=min (11.8)

Ahol kvektor az in. Lagrange-multiplikator (korrelata).

Minthogy a (11.8) egyenleteknek V illetve kszerint széls6értéke van, ezért az egyenlet ¥ illetve k szerint derivalja
nulla kell legyen. A derivalast elvégezve majd az elsé egyenletet atrendezve az alabbi egyenleteket kapjuk:

P.v—B'k=0
= (11.9- 11.10)
Bv-1=0

A (11.9-11.10) egyenletek hipermatrix formaba rendezhet6k:

(11.11)

A javitasok Vvektorat megkaphatjuk az (11.11) egyenlet megoldasaval, vagy akar az (11.9) képletben szerepld
fels6 egyenletbdl kifejezziik a ¥ vektort az alabbi alakban:

v=P B’k (11.12)

L

Majd azt a (11.10) képlet als6 egyenletébe helyettesitjiik:
IBP;B" | k-1=0 (11.13)

A (11.13) egyenlet a megoldandd normalegyenlet, amelybdl kifejezve kvektort, majd visszairvaa (11.12) egyenletbe
kapjuk a keresett javitasokat.

11.1. A feladat modositasa: tobb mérés két
allaspont kozott

Modositsuk ugy a feladatunkat, hogy a mérdszalagos mérés mellett, kompasz segitségével meghatarozzuk az
allaspontok kozotti iranyszoget is!

Ezek alapjan két mérési pont kozott a pontok kiilonb6z6 modszerekkel mért tavolsagara felirt feltételi egyenlet
(11.1) mellé felirhatunk még egy feltételt: az allaspontok GPS-sel mért koordinatainak kiilonbségébdl szarmazo
iranyszog, ¢s a kompasszal mért iranyszog (azimut) kiillonbségére:

arctan ([N, — N, J/(E, —E, |- @, =0 (11.14)

Az egyenletbe a mért mennyiségeket behelyettesitve az egyenlet jobb oldalan nullatol kiilonbozo értéket kapunk.
Ennek minusz egyszeresét tekintjiik a tisztatagnak.

A mért szogek eldzetes hibajat 5°-nak tekintsiik, és a magneses ¢északi irany valamint a vetiileti rendszer északi
iranya kozotti kiilonbséget hanyagoljuk el. A gyakorlati szamitasok soran az atan() fliggvény helyett az atan2()

fiiggvényt alkalmaztuk, argumentuma nem az (NI -Mf [‘E »—Ey) hanyados, hanem az (N =N 6 az (E, - E)

koordinatakiilonbségek. Ennek segitségével az atan2() fliggvény automatikusan kezeli a térnegyedek problémajat.
A szogkiilonbség értékkészlete (a tisztatag) -180° és 180° kozotti értékeket vehet fel.
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Ekkor tehat a két allaspont 2-2 mért koordinataja mellé jon a pontok mérdszalaggal mért tavolsaga és a kompasszal
meért irdnyszog, dsszesen tehat 6 mérésiink van. Mivel ennyi mérésiink van, amit meg akarunk javitani, tehat a
javitasok vektora 6 elemi lesz. Ehhez 2 feltételi egyenletet irunk fel. A B matrix tehat 2x6 méretd.

11.2. A feladat ujabb modositasa: tobb
allaspont kozotti vonal

Modositsuk most azzal a feladatot, hogy a 2. allaspont utan tovabb folytatjuk a mérést, és ujabb allaspontok
koordinatait mérjiik meg GPS segitségével, és egy-egy ujabb allasponthoz mérdszalaggal tavolsagot, kompasszal
iranyszoget mériink az el6z6 allasponttol.

A kiegyenlités soran a mért mennyiségeket az alabbi sorrendbe rendezziik:
B\ Nydy @0 By Ny odys 003, B3 N3y @ae Ep Ny (11.15)

Ez a felirasi sorrend megkdnnyiti a szamitasok tetszdlegesen hosszi adatsorra torténd alkalmazasat.

Minden két allaspontpont kozott 2 darab feltételi egyenletet tudtunk felirni: egyet a tavolsagra, egyet pedig a szogre.
Ez N allaspont esetén 2N-2 darab feltételi egyenletet jelentett. A feltételi egyenletekbe behelyettesitve a mért
koordinata, tavolsag és szogértékeket szamitjuk ki a javitasok v vektorat. A feltételi egyenleteknek a — benniik
szereplé mérések szerinti — derivaltjait (vagyis a B matrixot) akar analitikusan, akar numerikusan is szamithatjuk.

A mérGszalaggal mért és a GPS mérésekbdl szamolt tavolsagokra vonatkozo (11.1) feltételi egyenletnek analitikusan
is megadhatok az egyes mért mennyiségek szerinti derivaltjai:

el g _ _El
5 \gl.. E,-L) T+ (N =M :
cl E

By B -E) +(N,-N)

el -N

—_—= = = (11.16)
tivy .VI(|'_E: —El_'|‘ +|'_ N —_\"1_'|‘

el N,

J{_Ez - Elf +(N, - _x"l_'f

A kompasszal mért illetve a GPS-sel mért koordinatakbol szamolt azimutszogekre vonatkozo feltételi egyenlet
(11.14) az egyes mérések szerinti parcialis derivaltjai —felhasznalva hogy a (11.14) egyenlet helyett atan2()
fiiggvényt hasznalunk —:
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E.Iil-r:; — El
€E,  (E,~E) +(N,-N)
E'.Iil-r:; _E:
CE, (E,-E) +(N,-N)’
Ve ai 11.17
&N, (E,—E ) +(N,-N,) (1L.17)
E.'r'.'!; — _'\'._I
éN; (E,-E) +(N-N)
cl
F] =_1
oy
A B matrix alakja:
rer, &, o, cl, &l 1
— = = 0 — = 0 0 0 0
| cE, N} dd; cE, &N,
al, al, el
| —= —= 0 —= = 0 0 0 0
| CE, SN, ce, CcE; &N,
B= A el cl; cl. . (11.18)
0 0 0 0 — — — 0 — — .
cE, &N, ddy; oE; &N,
cl al i cl,  d,
0 0 0 0 — — 0 — — =
. cE, &N, de,; CcE; AN,
| : :

A (11.4) egyenlet mutatja a Py matrix alakjat. Aktualis mérete (IV allaspont esetén): (4N-2)x(4N-2). A kizarolag
diagonalis elemeket tartalmaz6 matrix inverze az elemek reciproka.

Az igy kiszamitott mennyiségeket az (11.13) képletbe beirva szamithatjuk a kkorrelata vektort, majd ennek értékét
behelyettesitve az (11.12) képletbe kapjuk a javitasok V vektorat.

11.3. Eredmények

A hagyomanyos geodéziai mérések kiegyenlitése soran a fent bemutatott kiegyenlitési eljaras altalaban kielégito
pontossaggal megadja a javitott (kiegyenlitett) értékeket, mivel a méréseink eleve kdzel vannak a kiegyenlitett
értékekhez, és a (11.7) képletben alkalmazott linearis 6sszefliggés érvényesnek tekinthetd.

A tapasztalatok szerint az eljaras egyszeri alkalmazasa egy valddi adatsoron, nem hozza meg a kivant eredményt.
A kapott javitdsokkal korrigalva a méréseket, egyetlen iteracios 1épésben csak egyetlen mérési pont koordinatai
javulnak szamottevéen. Emiatt az eljaras ismétlésével, megkdzelitleg a mérési pontok szimaval azonos szamu
iteracios lépést kell alkalmaznunk. Az utols6 1épések soran, — mint az a nemlinearis kiegyenlitések soran megszokott
— az eredmény nem javul szamottevden, és ilyenkor megtalaltuk a minimalizaland6 fliggvény minimumhelyét. A
kiindulo és a kiegyenlitett koordinatak térképi abrazoldsa az 11.1 &bran lathato.

Az eredményeket vizsgalva elmondhatd, hogy a kapott nyomvonal — a térképi pontossag hatérain beliil —illeszkedik
a topografiai térkép nyomvonalara. A kiegyenlitési folyamat soran a GPS mérések gondoskodnak a nyomvonal

V4
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11.1 abra: A Piliscsév telepiilés hataraban huzodo volgyben végzett szintezés allaspontjainak GPS-sel mért (kék)
¢és kiegyenlitett (fekete) sikkoordinatai az EOTR térképszelvényen megjelenitve.
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12. fejezet - Csillapitott (regularizalt)
legkisebb négyzetes becslés

Vizsgaljuk meg az alabbi kiegyenlitési feladatot, amelyben mérésekkel azonos szamu paraméter értékét akarjuk
meghatarozni a legkisebb négyzetek modszer segitségével.

A Balatonon egycsatornas vizi szeizmikus mérést végziink tobb idépontban. A kiilonb6z6 idépontokban mért
mérések nyomvonalai tobb helyen elmetszik egymast. Az egymast metsz6 szelvényeken egy jol azonosithato
réteghatar mélysége nem egyezik meg a kiilonb6zo szelvényeken a szelvények metszéspontjaban, aminek a
kiilonbdzé idépontokban eltéré vizallas az oka. Korrigaljuk a 3 szelvényt egy-egy, szelvényenként konstans
magassagtolassal, hogy a szelvények metszéspontjaban a korrigalt mélységek lehetéleg megegyezzenek!

Szelvények | Szelvény szama Magassag Szelvény szama Magassag
metszéspontja
I 1 101,57 2 101,83
I 1 100,23 100,39
I 2 99,82 3 99,71

12.1. tablazat. Harom szelvény, Osszesen harom metszéspontjaban az egyes szelvénypdrokon azonosithato
szintfeliiletek magassagai

Hatarozzuk meg eldszor a direkt feladatot és a javitasi egyenletet!

A harom meghatarozand6 paraméter az egyes szelvények magassagi korrekcio értékei x=(x;, x,, X3). Ezeket a
korrekcidkat hozzaadva az adott szelvényen mért magassagokhoz, akkor a korrigalt magassagokat kapjuk.

A korrigalt magassagokra irhatjuk fel a feltételi egyenleteket: A szelvények metszéspontjaban a korrigalt magassagok
eltérése minimalis kell legyen.

(10157 +% )~ (101,83 + 3, ) =1,
(100,23 +2)—(100.39+x) =1,
(99.82+1,) (99, 71+ ) =1,

(12.1)

A feltételi egyenletekbe behelyettesitve a paraméterek kiinduld értékeit (nullakat) az egyenlet jobb oldalan all a
tisztatag vektort (1) kapjuk (amelynek elemei: /; = -0,26 [, = -0,16 /3 = 0,11) Elemezziik a tisztatag vektort! Az
els6 mennyiség azt fejezi ki, hogy a 1. szelvény és az 2. szelvény kdzott mennyi a magassagkiilonbség, a masodik
tag az 1. és 3. szelvény, a harmadik tag pedig a 2. és 3. szelvények kozotti magassagkiilonbséget fejezi ki. Idealis
esetben a harom tag 0sszege nulla lenne, vagyis az egyes szelvényekhez lehet talalni olyan eltolast, hogy azok
hatasara a magassagkiilonbségek eltlinnek. Ezzel ellentétben latni fogjuk, hogy kozel 1 cm-es, maradék ellentmondast
nem lehet feloldani. A mérési és leolvasasi hibak miatt nem meglepd, hogy a kiegyenlités ellenére is marad
ellentmondas a magassagokban.

Készitsiik el az A alakmatrixot, a feltételi egyenleteknek a paraméterek szerinti derivaltjat!

M -1 0
A=1 0 -1 (12.2)
o 1 -
Probaljuk meg meghatarozni a paraméterek x vektorat a (8.29) egyenlet segitségével!
x=(AT-AT (A7) (12.3)
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A problémat az jelenti, hogy az AT Amatrix determinansa nulla, igy nem invertalhato.

Probaljuk meg elemi megfontolasok alapjan meghatarozni, hogy mi lehet a probléma. Tételezziik fel, hogy ha az
elsd szelvényhez 0,1 méter, a masodik szelvényhez 0,2 méter, a harmadikhoz 0,3 méter korrekciot adnank hozza,
¢és ezeket a korrekciokat a (12.1) egyenletbe beirva a kiszamolhatnank a tisztatag vektor. Ha a szelvényeket ehelyett
rendre 1,1 1,2 és 1,3 méterrel korrigalnank, akkor ugyanazokat a tisztatag vektor elemeket kapnank az egyenletek
alakjabol kovetkezoen. Ez azt jelenti, hogy tobb kiilonb6z6 paraméterkombinacio esetén is a (12.1) feltételi egyenlet
jobb oldalan ugyanazok a mennyiségek szerepelnek, ami egyenértékii azzal, hogy a fentebbi (12.1) egyenletnek
nincs egyértelmii megoldasa.

Az adott probléma esetén két lehetséges kezelési mod rogton kinalkozik.
Az elsé lehet6ség, ha rogzitjiik az elsd szelvény magassagat, vagyis x; = 0.

Innent6l megint két iranyba mehetiink tovabb: vagy atfogalmazzuk a feladatot, hogy csak 2 paramétert becsliink,
vagy pedig kényszerfeltételként eldirjuk, hogy x; = 0, ekkor a ,,Kényszerfeltételek alkalmazasa” c. fejezetben leirt
utat kovetjiik.

A masodik lehetdség, hogy valamilyen tovabbi feltételt vezetiink, be, példaul, hogy a paraméterekre eldirjuk,
hogy a négyzetdsszegiik legyen minimalis. (Ezt altalanossagban nevezhetjiik a paraméterek normajara vonatkozo
feltételnek.) Ez a konkrét példa esetén azt jelenti, hogy mind a harom szelvényhez meghatarozunk korrekciod
értékeket, ugy, hogy ezeknek a négyzetdsszege a lehetd legkisebb legyen. Ekkor az

viv+xTx:=mn (12.4)
feltételnek kell teljesiilni.

A gyakorlatban ilyen esetekben lehetséges, hogy fontosabbnak talaljuk a kis rezidualértékeket elfogadva a
paraméterck nagyobb javitasértékeit (és ezzel egyiitt nagyobb valtozékonysagukat) de az is lehet, hogy nagyobb
rezidualértékeket is elfogadunk a paraméterek kis (vagy kevésbé valtozékony) javitasértékeiért cserébe.

Ezt a két véglet kozotti kompromisszumot egy y csillapitasi tényezoé (trade-off paraméter) bevezetésével érhetjiik
el. Ekkor a felirhato feltétel:

T -—min (12.5)

viv+ VX

Ebbdl a feltételbdl vezethetjiik le (6.17-6.18) egyenletekhez hasonléan, hogy a paraméterek az alabbi modon
szamithatok:

x=(ATA+7-EI"-(AT]) (12.6)
Oldjuk meg az egyenletet y = 1 esetben, és vizsgaljuk meg a kapott megoldast!
Ekkor a paraméterek javitasai:
T 0.1200]
x__,=|-0.0925 12.7)

10,0375 |

A paraméterek javitasaival kifejezett eltolasok hatasara a metszéspontok magassaga az egyes szelvényeken:

magassag magassag
I 101,675 101,738
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II

100,335

100,378

III

99,728

99,698

12.2. tablazat. A harom metszéspontban az egyes szelvénypdarokon azonosithato szintfeliiletek korrigalt magassdagai
y=1 esetén.

A metszéspontokban a maradékhibak:
[—0,06237
v, = —0,0425 ‘ (12.8)
| 0.0300 |
Vagyis mind a paraméterek javitasai, mind a maradékhibdk a centiméteres nagysagrendbe esnek.
Ha gamma értékét nagynak valasztom (pl. y = 10000), akkor a paraméterek javitasai:
[ 4.197-10°

X, 0000 =| 3.697-10° (12.9)
4397-10':'_

vagyis a milliméter tort része. Ennek kovetkeztében, a korrigalt magassagok is csak kicsit modosulnak a kiinduld
magassagadatokhoz képest:

magassag magassag
I 101,570 101,830
II 100,230 100,390
111 99,820 99,710

12.3. tablazat. A harom metszéspontban az egyes szelvénypdarokon azonosithato szintfeliiletek korrigalt magassdagai
y=10000 esetén.

Ennek hatasara a maradékhibak kevéssé térnek el a kiindulé tisztatagvektor értékeitdl:

[-0,260
Vym10000 = | —0.160 (12.10)
| 0.110 |
Ha gamma értékét kicsinek valasztom (pl. y = 0.00001), akkor a paraméterek javitasai:
r-0.140
X 000001 = | 0.123 (12.11)
| 0017
Aminek a hatasara a korrigalt magassagok:
magassag magassag
I 101,710 101,707
11 100,370 100,373
I 99,697 99,693
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12.4. tablazat. A harom metszéspontban az egyes szelvényparokon azonosithato szintfeliiletek korrigalt magassagai
y=0,00001 esetén.

Jol latszik, hogy a korrigalt magassagok csak néhany milliméterrel térnek el egymastol, amit a feltételi egyenletekbdl
szamitott reziduadl is kifejez:

[ 0.0033]
Vym000001 = | -0.0033 (12.12)
| 0.0033]

A rezidualértékeket vizsgalva jol latszik, hogy a kozel centiméteres hiba, ami nem feloldhato ellentmondasként
van jelen az adatokban, a harom feltételi egyenlet kozott egyenletesen oszlik el.

Ez a tapasztalat 6sszhangban van tehat a feladat elején megfogalmazott elvarasainkkal, vagyis hogy talalunk majd
olyan megoldast, ahol a feltételi egyenletekkel kifejezett maradékhibédk kicsik. Ez annak a kovetkezménye, hogy
kis y értéket valasztottunk, emiatt a rezidualokra vonatkozo feltételt nagy sullyal, a paraméterek normajara vonatkozo
feltételt pedig kis sullyal vettiik figyelembe.

Az itt bemutatott példanal az volt a feltételiink, hogy a modellparaméterek javitasvektoranak elemeibdl képzett
négyzetdsszeg a minimalis legyen, Ggy, hogy a modellparaméterek kiindul6 értékei nullak voltak.

A gyakorlatban el6fordulnak olyan esetek, amikor azt a feltételt tessziik, hogy a modellparaméterek egy elézetesen
megadott x© paramétervektortdl valo eltérése legyen minimalis. Ilyen eset fordul el6 multielektrodas szelvények
inverzi6janal, ahol a a szelvényre merdlegesen elhelyezkedd, rogzitett geometridjii félvégtelen hasabok fajlagos
ellenallasai a modellparaméterek. A modellparaméterek szama Osszemérheté a mérések szamaval, ezért az itt
bemutatott regularizalt megoldast alkalmazzak, tigy, hogy a hasabok vezetdképességének kiindulo értekeéiil a mért
latszolagos fajlagos ellenallas értékeket valasztjak.

A regularizalt megoldast nagy sikerrel alkalmaztak szeizmikus tomografiai problémak esetén. A tomografiai
problémak esetében a rugalmas hullamokkal atjart térrész racsfelbontasaval nyert celldk szeizmikus sebessége a
meghatarozando6 paraméterek egyiittese, a mérések pedig az ismert keltési és észlelési hely kozotti futasidok. A
korlatozott mérésszam miatt lehetséges, hogy vannak olyan cellak, amelyeken nem halad at hullam, igy nem
befolyasoljak egyetlen hullam terjedési idejét sem. Tovabbi probléma, hogy olyan mérési geometria is lehetséges,
amelyben egy cellan athaladé hullam mindig athalad a mellette levd cellan is, igy nincs lehetdség a két sebesség
kiilon-kiilon meghatarozasara. A probléma kezelésére alkalmazott regularizalt megoldas azokra a cellakra, amelyeken
nem halad at hullam, a teriiletre vonatkoz6 atlagos sebességet rendeli, a nem elkiilonithetd cella parokhoz viszont
az adott Utszakaszhoz tartozo atlagos sebességet.
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13. fejezet - Osztalyozas

Az osztalyozas azon eljarasok osszefoglaldé neve, amely nagyszamu, tobbcesatornas (ugyanarra az objektumra
vonatkoz6 tobb fliggetlen) mérési adatbdl olyan csoportokat képez, amelyre igaz, hogy az ugyanazon csoportba
tartozo adatok ,,hasonloak” egymashoz, a kiilonb6z6 csoportba tartozé adatok pedig ,.kiilonboznek” egymastol.

Az osztalyozasi eljardsokat az inverzio statisztikus elmélete alapjan targyalhatjuk. Az inverzid statisztikus
elméletében az osztalyozast minéségi interpretaciénak nevezik, és azt fejezi ki, hogy a mérési adatok alapjan,
az objektum lehetséges allapotai k6zott dontiink. Ez a mitholdkép osztalyozasa esetén annak felel meg, hogy egy
képpontot csatornankénti intenzitas (fényesség, radiancia, reflektancia vagy digitalis jelszint —-CN-) értékei alapjan
valamilyen felszintipusként hatarozzuk meg.

A hasonlosag definialasahoz felhasznalhatjuk a kordbban megismert tavolsag definiciok (normak) valamelyikét,

s

13.1. Egyszeru példa

Tekintsiink egy harom csatornas, valddi szines mitholdképet! Egy ilyen felvétel készitése soran minden egyes
képponthoz megmérik, hogy mennyi sugarzas érkezik a kék, a zold és a piros hullamhossztartomanyban. A
mitholdképiink legyen 4x4 képpont (pixel) méretii! A képen négy ,,felszintipus” legyen lathato: a kép bal felsd
sarkat egy felh6 foglalja el, a kép kdzepén homok latszodjon, a kép jobb also sarkaban egy mélyvizii td, a kép bal
also sarkaban pedig egy erd6 latszodjon. A kép valahogy igy néz ki:

13.1. abra. Egy 4x4 képpontbol all6 ,,miiholdkép”. A bal fels6 sarokban felhd, a bal alsé sarokban erdd, a jobb
also sarokban egy t6, a kép kozepén homokos talaj latszik.

A kép egyes képpontjain 1atjuk, hogy mit abrazolnak, ezért ebben az esetben szemre el tudjuk végezni az osztalyozast.
Az alabbi abran az osztalyozas eredménye lathato

f |h
h |h |h |h
e |e |h |V
e |e |h |V

13.2. abra. A 13.1. abran lathaté mitholdkép osztalyozasanak eredménye. Az egyes képpontok kiilonboz6 osztalyba
sorolodtak.

A képen az ’f” a felhdt, a "h’ a homokot, az e’ az erddt, a *v’ a vizet jeloli. Egy szines képen a felhd fehérnek, a
homok sarganak, az erd6 z6ldnek, a viz pedig feketébe hajlo sotétkék szintinek latszik.

Ezek a hétkoznapi tapasztalatok 6sszhangban vannak a felszinek visszaverd képességének (reflektancidjanak)
hulldmhossz szerinti menetével. A kovetkez6 abran latjuk a képen lathato felszinek reflektanciajat a lathatod
hulldmhossztartomanyban.
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reflektancia

i i i i L i j

hullamhossz [micron]

13.3. abra. A viz (kék), homokos talaj (sarga), vegetacio (zold) és a felhdzet (fekete) reflektanicaja a hullamhossz
fiiggvényében a lathato tartomanyban. A 0,4-0,5 pm a kék, a 0,5-0,6 um a z6ld, 0,6-0,7 pum a piros szinnek felel
meg.

Készitsiink egy tablazatot, amely az egyes felszintipusoknak az egyes csatornakon jellemz6 reflektanciajat
tartalmazza! A reflektanicaértékeket skalazzuk at, ugy hogy a 0-10% reflektanciértékhez a 0 nulla, a 10-20%
reflektanciahoz 1, stb. értékek tartozzanak. Ekkor a tdblazat az alabbi alakot olti:

Kék Zold Piros

0,4-0,5 um | 0,5-0,6 um | 0,6-0,7 pm

Felh6 8 8 8
Erd6 2 4 2
Homok 1 2 3
Viz 0 0 0

13.1. tablazat. A tablazatban a fiiggdleges oszlopokban az egyes csatorndkon (szineknek megfeleltetheto
hullamhosszakon), az egyes felszintipusokhoz rendelheto dtskaldzott elméleti intenzitasértékek talalhatok.

A tablazat alapjan szintetikusan is el6 tudjuk allitani, hogy mekkora reflektancia értékeket mérnénk az egyes
csatornakon.

gl818 |1 gl 8182 gl 8|18 |3
111]1]1 21212])2 3131313
212111]0 4 1412]0 2121310
212 )|11|0 414]121|0 2121310
Kék Zold Piros
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13.4. abra. A ,,miiholdkép” egyes csatornai, a felszintipusoknak megfelel6 atskalazott intenzitasértékekkel.

Hogyan tudnank egy egyszert eljarast mondani, ami az egyes pixeleket csoportositani tudné az intenzitasértékek
alapjan? Hogyan lehetne algoritmizalni azt az eljarast, amit mi szemmel meg tudunk csinalni, hogy egy képpontra
nézve el tudjuk donteni a szine alapjan, hogy az melyik felszintipusba (osztalyba) tartozik?

Ehhez végezziik el az adatok (képpontok) statisztikai elemzését! Készitsiik el az egyes csatornak hisztogramjat.
A hisztogram — a valdszintiségszamitast 6sszefoglalo fejezetben leirt definicionak megfeleléen — egy gyakorisagi
diagram, amely megmondja, hogy egy adatsokasdgban a mérési értékek egy-egy meghatarozott tartomanyaba hany
mért érték esik. A hisztogram vizsintes tengelyén a lehetséges intenzitas értékek, a fliggdleges tengelyen pedig az
adott intenzitasértékii képpontok darabszama van feltiintetve. Ezen definici6 alapjan az egyes csatornakra szamitott
hisztogramok a kovetkezok:

[
o

o L Oy ] 00 D

| %]

—

0123456789 0123456789 01234567829
Kék Zold Piros

13.5. abra. Az egyes csatornak hisztogramjai.

A hisztogrammok vizsgalataval latszik, hogy a Z6ld csatornan valnak el legjobban egymasbol az egyes felszintipusok,
itt ugyanis annyi cstics van a hisztogramon, ahany osztalyunk van. A z6ld csatorna alapjan kiiszobértékek
megadasaval egyszerlien el tudnank hatarolni az egyes felszintipusokat: Az ,,1” reflektanciaértéknél kisebb
reflektanciaértékti képpontok a viz, az ,,1” és ,,3” reflektanciaiaérték kozotti pontok a talaj, ,,3” és ,,6” kozotti
értékek a novényzet és ,,6”-ndl nagyobb értékek a felhdk. A novényzet és a felhdzet elhatarolasara itt a két csucs
(ndvényzet a ,,4”-nél és felhdzet a ,,87-ndl) kdzotti ,,tavolsag” feléhez huztuk a hatart.

Vizsgaljuk meg, hogy milyen lehetdségiink van arra, hogy a tobbi csatornaban levé informaciot is felhasznaljuk
az osztalyozashoz!

Ehhez készitsiik el két-két csatorna reflektanciaértékeinek egylittes gyakorisagi diagramjat a szkattergramot! A
szkattergram két tengelyére felvessziik az egyes csatorndkon eléforduld intenzitas (reflektancia) értékeket. A
szkattergramot ugy készitjiik el, hogy végigmegytiink a kivalasztott két csatorna képén a bal fels6 saroktol kezdédden,
és kiolvassuk az egyes képponthoz tartozo intenzitas érték part. Ez esetiinkben a K&k és a Z61d csatorna esetén, a
bal fels6 képpontra: (8; 8). A szkattergram (8;8) cellajaban (a példaban egy ponttal) jelezziik, hogy talaltunk a
képen egy ilyen intenzitas érték parral rendelkez6 pontot.
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13.6. abra. A Kék és a Z6ld csatorna adatainak hisztogramja. A hisztogramba még csak a mitholdkép bal felsé
képpontja keriilt be a (8,8) intenzitasértékekkel jellemzett mezdbe.

A miiholdképen végighaladva, a szkattergramba bejeloljiik minden képpont intenzitas érték part. Miutan ezzel
elkésziiltink a szkattergram egyes cellaiban a pontokat megszamolva kapjuk a Kék és Zold csatorna
szkattergrammyjat:

B
[#H
=
(=W

O o= ko o s L O =] 00 MDD

>
01 23 456 7 8 9 Kék

13.7. dbra. A Kék és a Z6ld csatorna szkattergramja.

Az elkésziilt szkattergramba beirt szamok 0sszege megadja kép képpontjainak szamat (2+7+4+3=16). A fenti
modszer segitségével el tudjuk késziteni, a Kék-Piros és a Z6ld-Piros csatornak szkattergramjait is.

A szkattergram segitségével el6 tudjuk allitani a szkattergram elkészitéséhez felhasznalt csatorndk hisztogramjat.
A szkattergramban szerepld szamok oszloponkénti dsszegzésével, és az oszloponkénti dsszegeket a vizszintes
tengelyen levo intenzitasértékek rendelve megkapjuk a Kék csatorna hisztogramjat. A szkattergramban szerepld
gyakorisagok soronkénti 0sszegzésével, és az Osszegeknek a fliggbleges tengelyen felvett intenzitasértékekhez
rendelésével kaphatjuk a Zold csatorna hisztogramjat. A mivelet nem fordithaté meg: a hisztogramokbol nem
allithato eld a szkattergram.

Az elkészitett Kék-Z61d szkattergramon latszik, hogy a négy osztély jol elkiilonithetd egymastol. Vizsgaljuk meg,
hogy el tudnank-e kiiloniteni egymastol a felszinosztalyokat, ha nem a Kék-Z61d, hanem a Kék-Piros csatornak
hisztogramjat vizsgalnank!
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13.8. dbra. A Kék és a Piros csatornak szkattergramja.

A Kék-Piros csatornak hisztogramjan latszik, hogy a (2,2) intenzitasértékkel jellemzett ndvényzet és az (1,3)
intenzitasértéki homokos talaj egymashoz ,,kozelebb” van, mint a Kék-Z61d hisztogram esetében. A tapasztalat
szerint a kiilonb6z6 hisztogramok segitségével eltérd pontossaggal tudjuk elkiiloniteni a felszintipusokat.

Vizsgaljuk meg, hogy hogyan tudnank valamennyi csatorna adatat felhasznalni egy gyakorisag diagram
elkészitéséhez! Az eddig eredményeket altalanosithatjuk, ugy, hogy tovabb noveljiik a gyakorisag diagramon
egyiittesen feldolgozott csatornak szamat, ezzel novelve a diagram dimenziéjat. Altalanositva tehat a diagram a
csatornak absztrakt terét mutatja. Harom dimenzio (harom csatorna) estén még tudjuk az eredményeinket
grafikusan is dbrazolni:

. _/

@ Piros

Kek

13.9. &bra. A csatornak absztrakt tere, benne a négy felszinelem intenzitasértékeibol képzett 3-dimenzios vektorokhoz
tartozo cellak jeldlésével.

Az abran latszik, hogy a négy felszintipust jol el tudjuk kiiloniteni egymastol. Mivel valodi 3-dimenzids adatrendszert
nem tudunk 2-dimenzidban abrazolni, a ,,Piros” tengelyen elfoglalt helyzet érzékeltetésére az egyes cellakat
levetitettiik a Kék-Zold csatornaadatok sikjara.
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Az eddigi eredményeket tovabbi csatornak adataira is altalanosithatjuk. A miiholdfelvételeink ugyanis nem csak
a lathaté tartomanyban, hanem a kozeli és tavoli infravords hullamhosszoknal is késziilhetnek, igy egyetlen
képponthoz tobb (<10, multispektralis) vagy akar nagyszamu (>20, hiperspektralis) fiiggetlen csatorna tartozik.

13.2. Valédi miholdkép vizsgalata

Valodi mitholdkép vizsgalata soran felhasznaljuk az eldbbi egyszeriisitett mitholdkép vizsgalataval szerzett
ismereteinket.

13.10. abra. Landsat TM mitholdkép 1,2 és 3. csatornjabol készitett valodi szines kép részlete

13.11. abra. Landsat TM mitholdkép részlete a 3. csatorna intenzitasértékeinek sziirke skalas megjelenitésével.
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1] 143
13.12. abra. A 13.11 éabra adataibol készitett hisztogram

Az (13.12) abraa (13.11) aran megjelenitett miitholdkép csatorna hisztogramjat abrazolja. A miiholdképen latszodik
viz, betakaritott mez6gazdasagi teriilet és erdd. Azonban a hisztogramon csak a viz jelentkezik 6nall6 csucsként,
a kiilonb6z6 mezdgazdasagi teriiletek és az erd6k a hisztogram alapjan nem kiilonithetdk el egymastol.
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13.13. abra. A Landsat TM kép 3. és 4. csatornaibdl képzett szkattergram.

A valodi mitholdkép szkattergramjan mar nem kiiloniilnek el jol lathatdé modon az osztalyok. A bemutatott
szkattergrammon az egyes intenzitasértékekhez tartozo gyakorisagokat szinekkel abrazoljuk. A piros szin a nagy
gyakorisagot jelenti. A szkattergramon tobb ilyen stirisodési pontot talalunk, ezek az egyes felszintipusok jellemz6
pontjai. A szkattergram also felén latszo két kis siirlisddési pontot a tavak és a folyok képpontjai alkotjak. A folt
baloldalan latsz6 tobb lokalis csucsot tartalmazo piros teriilet az erddk és a mezogazdasagi teriiletek képe. Ennek
a foltnak a 45°-0s egyeneshez elnytlo része az elobb emlitett felszinek feletti 1égkori para, felhGzet és fiist hatasanak
tulajdonithato.

A miholdképen — felhasznalva a térinformatikai rendszer vektorizalo (rajzol6d) funkcidjat — rajzoljunk koriil egy
olyan felszindarabot (objektumot) amelyrdél biztosan tudjuk, hogy melyik felszintipushoz tartozik. Egy
koriilrajzolt, sokszogvonallal hatarolt felszinelemet poligonnak nevezziik.
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A térinformatikai rendszerrel készittessiik el az ebbe a poligonba esé képpontok statisztikai vizsgalatat. A
program kiszamolja a pontok szamat, az egyes csatornakon az eldfordulé minimalis és maximalis értékeket, az
egyes csatorndkon az atlagot, és az egyes csatorndkon a tapasztalati szorast, és valamennyi csatorna-parra a
tapasztalati kovariancia matrixot. Egy koriilrajzolt felszindarabot, melynek neve (egyedi azonositoja) a
felszintipusra utal, tanuléteriiletnek nevezziik.

Egy felszintipushoz tartoz6 tanuléteriilet statisztikai vizsgalatabol nyert adatokat vizualizalhatunk is. Elkészitve a
tanuloteriilet poligonjaba esé képpontok csatornankénti hisztogramjat, altalaban egy egycstcsu hisztogramot
kapunk. A tanuloteriilet pontjaibol kivalasztott két csatorna szkattergramjat elkészitve latjuk, hogy a slirlisodési
pont koril ellipszis alakban helyezkednek el az adott tanuldteriilethez tartozé pontok, a stirlisédési pont koriil
nagyobb szamban, attol taivolodva egyre csdkkend szamban.

A hisztogram ¢és a szkattergram az 1- és 2-dimenzios tapasztalati valésziniiség-siriiségfiiggényeknek felelnek
meg. A hisztogram és szkattergram segitségével meg tudjuk becsiilni egy eloszlas paramétereit. Vizsgaljuk meg
részletesen, hogy minek az eloszlasat tudjuk meghatarozni a hisztogrambdl és a szkattergrambol!

Nézziink egy példat! Egy harom csatornas mitholdképen kijelolt 10 képpontbol allo tanuldteriilet csatornankénti
értékei lathatdok a 13.2 tablazatban.

1. csatorna x| 2. csatorna x?|3. csatorna x| U5V U —x A —xd
12,32 28,97 14,79 -0,7348 -0,0756 -3,7796
12,36 28,09 15,62 -0,6923 -0,9529 -2,9482
13,52 29,91 22,32 0,4669 0,8661 3,7450
15,61 29,55 22,26 2,5520 0,5034 3,6851
13,05 28,65 18,40 -0,0088 -0,3919 -0,1738
12,47 28,51 19,06 -0,5822 -0,5307 0,4929
14,45 30,45 19,42 1,3934 1,4086 0,8433
11,96 28,92 19,20 -1,0937 -0,1203 0,6231
13,36 29,64 18,85 0,3097 0,5937 0,2750
11,44 27,74 15,81 -1,6101 -1,3004 -2,7628
atlag 13,06 29,05 18,57
négyzetosszeg 13,9150 6,3945 59,6631

13.2. tablazat. Egy 3 csatornds miiholdképen kijelolt, 10 képpontbol allo tanulodteriilet képpont-adatai, csatornankenti
dtlagai, és az atlagtol valo eltérései.

A tablazatban a csatornankénti adatok alatt szerepelnek a csatornankénti atlagértékek is:

—(1)

0| 13,06
| ¥ =| 29,03 (13.1)
(2% | [18.57]

Az atlagok és az atlagoktol vald eltérések segitségével ki tudjuk szamolni a mérések kovarianciamatrixat, (R,)
amit kis mérésszam esetén a (3.57) képlettel adott korrigalt tapasztalati kovarianciamatrixszal helyettesitiink:

e =— 2 (! -F ) (- (13.2)

Fon-147
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A tablazatban szerepld, csatornankénti atlagtol valo eltérésekbdl a (13.2) képlet segitségével szamolt kovariancia
matrix:

[1.54 078 2307
R,=| 078 071 143 (13.3)
| 230 143 663

Az osztalyozasi eljarasok sordn annyi tanuléteriiletet rajzolunk koriil a mitholdfelvételiinkdn, ahany osztalyba a
képpontjainkat sorolni szeretnénk, kiilon poligonba rajzolva az erdét, vizet, felhot stb.

Ezeknek minden tanuloteriiletnek a fent bemutatott modon kiilon-kiilon kiszamoljuk a statisztikai jellemzdiket.

A kovetkezokben bemutatjuk azokat a kiilonféle eljarasokat, amelyek segitségével a tanuloteriiletekre kiszamolt
statisztikai jellemzok felhasznalasaval a képpontjainkat osztalyokba sorolhatjuk. Ezeket a modszereket — mivel az
egyes osztalyokat a tanuléteriiletek megadasaval mi magunk definialtuk — 6sszefoglaldan iranyitott osztalyozasnak
(supervised classification) nevezziik.

13.3. Maximum likelihood osztalyozas

Azzal hogy egy altalunk ismert felszintipusu teriilet képpontjainak a statisztikajat készitettiik el, az erre a teriiletre
es6 képpontokbol késziilt hisztogram azt jellemzi, hogy mi a valdszinlisége annak, hogy egy képpont pont egy
adott intenzitasértéket vesz fel, ha a felszin egy adott tipust. Ez pontosan az a feltételes valosziniiség, amit a
normadlis hibaeloszlasu, linearis additiv terti modelleknél az inverzi6 statisztikai megkozelitését targyald fejezetben
mar felirtunk (5.8):

;_ 1 \

lz ,-f, TR u £
fluvi=T] = e (5.8)
A fenti képletet egyetlen mérési csoportra vonatkoztatva kapjuk:
o 1 Liueg TRot g
Slulv)=—7 ¢° (13.4)

(27)7- fdet (R,)

A fenti képletben n a dimenzid, vagyis a csatornak szama, az u vektor pedig a mérésiink, vagyis egy képpont
csatornankénti intenzitasértékeibdl képzett vektor. Az f, vektor, az adott v-edik osztalyhoz tartozo ,,elméleti”
értékekbdl képzett vektor. Ez nem mas, mint az adott felszintipus tanuloteriilet poligonjaba esé pontok
csatornankénti atlagai (13.1.). A kett6 kiilonbsége a hibavektor, amelyr6l feltételeztiik, hogy normalis eloszlasu.

A Rimatrix az adott osztalyt jellemz6 kovarianciamatrix, amit a tanuléteriilet poligonjaba es6é képpontokbdl a
(13.2) képlet segitségével szamithatunk.

Ez a feltételes valoszinliség tehat megadja, hogy egy adott csatornankénti intenzitasértékekkel jellemzett képpont
mekkora valdsziniiséggel tartozik az adott osztalyba. A csatornak absztrakt terében vizsgalva, az osztalykozéppont
kozelében levo pontok nagy valdsziniiséggel, az attol tavolabbi pontok kisebb valdszinliséggel tartoznak az adott
osztalyhoz. Az azonos valosziniiségeket n-dimenzios ellipszoid feliiletek jellemzik. (Két csatorna esetén ezek
ellipszisek). Az ellipszoidfeliilet kozéppontjaban van az osztalykézéppont. Az ellipszoid csak akkor kanonikus
helyzetli, ha a kovarianciamatrix inverze diagonalis, kiilonben az ellipszoid tengelyei szoget zarnak be a
koordinatatengelyekkel. A kisebb valoszintiségekhez nagyobb tengelyekkel jellemezhetd ellipszoid feliiletek
tartoznak, amelyek koncentrikusak, és tengelyiranyaik megegyeznek. Ha valamelyik csatorndn nagyon nagy szorasa
van az adatoknak, akkor annak a tengelynek az irdnyaba elnyulik az ellipszis. Ha csatornanként azonos a szoras,
¢és a kovariancia matrix nem diagonalis elemek kicsik, akkor az ellipszoid egy n-dimenziés gombbé fajul.
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A fenti feltételes valésziniiség (13.4) segitségével tehat ki tudjuk szamolni, hogy egy adott képpont ebbe az
osztalyba tartozik (v), akkor mennyi a valdszinlisége, hogy az egyes csatornakon pont a mért intenzitasértéket
mérjik (u).

Ahogy korabban lattuk, a Bayes-tétel alapjan ezzel a feltételes valdsziniiség segitségével ki tudjuk fejezni, hogy
mi a valosziniisége annak, hogyha az adott képpont esetén ezeket az intenzitasértékeket mértiik a csatornakon,
akkor a képpont éppen ebbe az osztalyba tartozik:

L Pv)-fulv)

P(v|u) —
(viu Flu) (13.5)

A képlet szerint annak a valoszintisége, hogy adott intenzitasértékekkel jellemzett képpont az adott osztalyba
tartozik, az adott osztalyba tartozas elézetes (a priori) valoszinliségének €s az adott osztaly esetén a mért értékek
megvalosulasat leiro feltételes valoszinliségsiiriségek szorzata.

(Korabban emlitettiik, hogy a nevezdben szerepld valdszinliség, vagyis hogy egy mérés soran pont a mérési
eredményeket mérjiik, minden v osztaly feltételes valoszinliségében szerepel, ezért ezt egységnyinek valaszthatjuk.)

AP (L’J valészinliség az elézetes ismereteinket fejezi ki. A miitholdkép esetén, ilyen eldzetes ismeret, ha tudjuk,
hogy az adott osztaly a kép altal lefedett teriilet hanyad részét foglalja el. Példaul ha tudjuk, hogy a teriilet 50%-a
erdd, 30%-a talaj, és 20%-a viz, akkor az ezekhez az osztalyokhoz tartozé a priori valosziniiségek rendre: 0,50
0,30 0,20.

A maximum likelihood osztilyozas soran a tanuldteriileteinkre elvégzett statisztikai szamitdsbol meghatarozzuk
minden osztialyhoz az osztalykozepek f, vektorat és az R, kovariancia matrixot.

Ezutan minden képpontra kiszamoljuk, hogy mekkora a valosziniiség, hogy az adott képpont az egyes osztalyokba
tartozzon. Ezt, egy adott osztalyra az adott osztaly eldzetes valdszinlisége ¢s a (13.4) képlettel definialt feltételes
valdszinliség szorzataként allitjuk eld. Az adott képpontra megvizsgaljuk, hogy melyik az az osztaly, amelyikhez
a legnagyobb valosziniiséget szamoltunk, és a képpontot abba az osztalyba soroljuk.

Vizsgéljuk meg, hogy mekkora a valoszintisége, hogy a (13, 28, 18) intenzitasértékekkel jellemzett pont, a 13.2
tablazatban talalhaté pontokkal jellemzett osztalyhoz tartozik, ha tudjuk, hogy az adott osztaly elézetes (a priori)
valdszintisége 0,4.

A feltételes valoszinliség (13.4) képletébe behelyettesitve a mért pont és az osztalykozéppont tavolsagvektorara:

137 T13.067 [-0.06]

u—f, =|28 [~ 29,05 | =| -105 (13.6)
|18 ] [18.57] [-0.57]
Sziikséglink van az R, matrix (13.3) determinansara, ami:
det(R, ) =143 (13.7)
Az Rumatrix inverze:
T 16 -135 0357
R = -135 346 027 (13.8)

| 035 -027 033

Ezeket a mennyiségeket, valamint a dimenzidszamot (n = 3) visszahelyettesitve a feltételes valoszintiség képletébe,
kapjuk:
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1 e TRt

flujy)j=— &7 =0.0097

] 13.9
(27)7 - fdet(R,) (139

A fenti eredmény és az eldzetes valosziniiség segitségével tehat:
Piviu)=P(v)- flu|v)=0.4-0.0097 =0.0039 (13.10)

A gyakorlati alkalmazas sordn az igy kapott valoszintiséget kell 6sszehasonlitani az adott képpont (13, 28, 18) mas
osztalyokra vonatkozo valoszinliségével, és abba az osztalyba besorolni, amelyik osztalyba tartozas valoszinilisége
a maximalis.

13.4. Mahalanobis osztalyozas

A feltételes valoszintiség (13.4) képletében, az exponencialis fiiggvény argumentumaban az alabbi mennyiség
szerepel:

i L
P T_R—l_ u—f 112 (1311)
Ezt a mennyiséget egy irdnyok szerint sulyozott tavolsagnak, a Mahalanobis-féle tavolsagnak nevezziik. Ennek

a tavolsagdefinicionak a segitségével is meg lehet megfogalmazni egy osztalyozasi algoritmust:

A Mahalanobis osztalyozas soran, a képpontot abba az osztalyba soroljuk, amelyik osztaly osztalykdzéppontjatol
(f,) a fenti képlettel (13.11) definialt tavolsaga a legkisebb.

Ez az osztalyozas — hasonldoan a maximum likelihood osztalyozashoz — figyelembe veszi az egyes osztalyok alakjat
csatornak absztrakt terében. A tavolsagdefinicié kdvetkeztében egy osztalykdzépponttdl egyenld tavolsagra levd
pontok itt is egy ellipszoidfelszinre esnek.

Ez az osztalyozas — eltéréen a maximum likelihood osztalyozastol — nem veszi figyelembe sem az egyes osztalyok
elézetes valdszinliségeit, sem pedig az egyes osztalyok jellemzo kiterjedését a csatornak absztrakt terében, amit a

mennyiség fejez ki.

13.5. Minimalis tavolsag (minimum distance)
osztalyozas

Egy intenzitasértékeinek vektoraval (u) jellemezhet6 képpont (Euklédeszi, L, norma szerinti) tavolsagat egy adott
f, osztalykdzépponttol a

'Ii:.-e'i:z.'zi'u_fr-r_ U_f._- 12 (1312)

tavolsaggal jellemziink.

A minimalis tavolsag osztalyozas soran egy képpontot abba az osztilyba sorolunk be, amelyik osztaly
kozéppontjahoz a fenti (13.12) tavolsagdefinicié szerint a legkozelebb esik.

Két csatorna és két osztaly esetén a szemléletes hatar, amely elvalasztja egymastol a két osztalyt, a két osztaly
kozéppontjat 6sszekotd szakasz felezémerdlegese. 3- dimenzidban a hatarfeliiletek az osztalykoézéppontokat
0sszekotd szakaszok felezdjében a szakaszra mer6leges sikok.
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A minimum tavolsag osztalyozas elonye a Maximum likelihood és a Mahalanobis osztalyozassal szemben, hogy
nem igényli a tanuldteriiletek statisztikaszamitasa soran a kovariancia matrixoknak a szamitasat, hanem elegendd
az osztalykdzéppontok szamitasa, valamint a képpontok osztalyozasa soran kevesebb szorzasi miiveletet igényel.

13.6. Paralelepipedon osztalyozas

Lattuk, hogy a csatorndk absztrakt terében az egyes felszintipusok jellemzd térrészeket foglalnak el. A
paralelepipedon osztalyozas esetén, a tanuloteriiletek statisztikai vizsgalata soran a térinformatikai program kikeresi
az adott felszintipushoz, valamennyi csatorndra a minimum ¢és maximum értékeket. Ezek az értékek egy
felszintipusokhoz egy csatorna esetén az egyes felszintipusokhoz egy intervallumot, két csatorna esetén egy
téglaalapot, harom csatorna esetén egy téglatestet jelolnek ki. (Altalanositva n-dimenziés, nem derékszogii
koordinatarendszerre ezeket az n-dimenzids paralellogrammak altal hatarolt idomokat paralelepipedonnak nevezziik.)
Az osztalyozas soran a kép egy pontjat abba az osztalyba soroljuk, amelyik osztaly paralelepipedonjaba esik.
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14. fejezet - Osszefoglalas

A ,Linearis algebra 6sszefoglalo” c. fejezetben 6sszefoglaltuk a matrixszamitast, és megismerkedtiink a matrixok
altalanositott inverzével, amit a ,,Linedris inverzio” €s a ,,Csillapitott (regularizalt) legkisebb négyzetes becslés c.
fejezetben alkalmazunk.

»A valosziinliségszamitas alapjai” c. fejezetben bevezetjilk a mintavétel fogalmat, és bemutatjuk a maximum
likelihood becslési eljarast, amit az ,,A geofizikai inverzi6 statisztikai megkozelitése” c. fejezetben alkalmazunk.

»A geofizikai inverzid altalanos megfogalmazasa” c. fejezetben néhany geofizikai példa segitségével
megismerkediink a mérés, mérési hiba, modell, paraméter és direkt feladat fogalmakkal.

,»A geofizikai inverzio statisztikai megkdzelitése” c. fejezetben abbdl a feltevésbdl kiindulva, hogy a méréseinket
normalis eloszlasu hibak terhelik, a maximum likelihood elv felhasznalasaval levezetjiik a minket érdekld
modellparamétereket becslo eljarast. Mas hibaeloszlasokra példaként bemutatunk mas becslési eljarasokat, amelyek
mindegyike a mért, €s a modellbdl szamolt mennyiségek — valamilyen norma szerinti —eltérésének minimalizalasat
jelentik. A megoldashoz felhasznalhaté minimumkeresé eljarasokat is (jobb hijan) ebben a fejezetben mutatjuk
be. A becslések josagat a becsiilt modellparaméterek szorasai és kovarianciai irjak le: ezek kiszamitasi modjaval
zarul a fejezet.

A ,Linedris inverzio” c. fejezetben egy nagyon tanulsagos formalizmust mutatunk be, ami az inverzi6t, mint
egyszerl algebrai problémat tekinti, s a matrixok altalanos inverze segitségével oldja meg.

,»Az inverzio megoldasa a legkisebb négyzetek modszer segitségével” c. fejezetben, majd az kovetkezo fejezetekben
a Gauss altal kitalalt, és szdmos probléma soran sikerrel alkalmazott mddszert vizsgaljuk egyszerii példak
segitségével. Bemutatjuk a modszer kiilonféle valtozatait, és azok alkalmazasi korlatait.

Az ,,Osztalyozas” c. fejezetben a statisztikus elméletben targyalt fogalmak segitségével mutatjuk be a mérések
statisztikai vizsgalatan alapuld csoportokra bontasi eljarast.
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16. fejezet - Koszonetnyilvanitas

A jegyzet megirasanak iiriigyén szeretném kifejezni kdszonetemet valamennyi egykori tanaromnak, de szeretném
kiemelni Salat Pétert, aki geofizikus nemzedékekben tudatositotta az inverzié fontossagat. Halaval tartozom ¢én is
Cserepes Laszlonak T, aki a numerikus modszerekbe bevezetett és Drahos Dezsének, akinek a szakdolgozati
témavezetésével eldszor keriiltem egy jol koriiljarhato inverzios probléma kdzvetlen kdzelébe.

Koszonettel tartozom Gyo6rffy Janosnak, aki felhivta a figyelmemet a polinomegyiitthatok meghatarozasara, ezzel
a bonyolultabb minimumkeresési eljarasoktol visszaterelt a Gauss-féle legkisebb négyzetes becslésekhez.

Koszonetemet szeretném kifejezni Timar Gabornak és Székely Balazsnak, akikkel egyiitt dolgozva szamos gyakorlati
probléman kamatoztathattam a témaban elsajatitott elméleti ismereteimet.

Halaval tartozom Norbert Pfeifernek a Bécsi Miiszaki Egyetemen, aki Gijabb feladatok kittizésével lenditett tovabb,
valamint kollegainak Camillo Resslnek, és Helmut Kagernek, akik a feladatok megoldasa felé vezetd rogos uton
segitettek. Ebben nagy segitségemre volt Detrek6éi Akos konyve (Detrekdi, 1990).

Kiilon kdszondm Balazs Laszlo kollégamnak a segité megjegyzéseket.
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