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Bevezetés

Ez a konyv egy haromkotetes elektronikus jegyzet elsé kotete. A jegyzet a
szamelmélet és algebra alapjait mutatja be tanarszakos hallgatoknak. Igye-
keztiink azokra az alapvetd ismeretekre szoritkozni, illetve részletesen kitérni,
amelyek a tanitas soran (akar burkoltan is) felmeriilhetnek. Tovabba igye-
keztiink az egyetemi szintii ismereteket Osszeftizni a korabban tanultakkal,
hogy megkonnyitsiik az 0j (fajta) ismeretek feldolgozasat.

Munkankban sokan segitettek, kiilon kdszonettel tartozunk Komjath Pé-
ternek, a konyv korabbi verziéjanak lektoralasaért, illetve Hermann Péternek
és Fried Ervinnek 6nzetlen segitségiikért, amellyel nagyban segitették a mun-
kédnkat. Koszonetiink Hraskd Andrasnak, aki a javitott, elektronikus kiadast
nézte at. A konyv technikai feldolgozasaban segitségiinkre volt Vasarhelyi Ja-
nos és sok-sok hallgatoé, kiilonosen Méarkus Bence, akinek eztton is készonjiik
a munkajat.

A konyv harom részre tagozodik:

Szamelmélet: Fz arész az altalanos- és kozépiskoldban tanult szdmelméle-
ti ismereteket kivanja megalapozni, rendszerezni és kiegésziteni. Lényegében
az oszthatosag fogalmatol elindulva jutunk el a kongruencidkig és a szam-
elméleti fiiggvényekig. Utalas torténik a mai modern szamelméletnek — ha
nem is a modszereire, de — néhany problémajara és eredményére. A feldolgo-
zés sordn — tekintettel arra, hogy ez a rész kapcsolodik a legkozvetlenebbiil
az altalanos iskolai anyaghoz — folyamatosan szem elGtt tartottuk az iskolai
alkalmazésokat, még ha nem is mindig tértiink ki ra.

,Klasszikus” algebra: Ebben a részben megprobaljuk osszefoglalni azo-
kat a (klasszikus) algebrai ismereteket, amelyek meggyGzddésiink szerint az
algebrai alapmiiveltség részét képezik, és amelyekre a hallgatoknak egyéb
tanulmanyaik soran is sziikségiik lehet. Igy bevezetjiik a komplex szamokat,
szolunk polinomokroél és polinomegyenletekrél, valamint még szadmos olyan
dologrol, amelyek neve egy ilyen bevezetésben valoszintileg inkabb ijesztGek
semmint lelkesitGek lennének, igy most fel sem soroljuk ezeket. A feldolgozas
soran folyamatosan hasznalni kezdjiik az (absztrakt) algebra kifejezéseit, de
ez méar igazabol a kovetkezs részhez tartozik. Ime:

,Modern” algebra: Manapsig leginkabb ezt szokas algebranak nevezni.
Ebben a részben megismerked(het)iink a mai matematika (és részben fizi-
ka, kémia stb.) egészét athato ,absztrakt” gondolkoddsmod alapfogalmaival,
alapvetd, illetve elemi tételeivel. Kideriil(het), hogy hol mindeniitt fordulnak



el6 ,algebrai” megfontolédsok az analizis témakoreiben, hogy miért nem geo-
metriai, hanem algebrai probléma példaul a ,kor négyszogesitése”, de még
akar az is megtudhato, hogy mik azok a racionéalis szamok.

Megjegyzés

Ez a jegyzet nem konyv. Nem kivan tehat az egykori és mai algebra és szam-
elmélet barmiféle Gsszefoglald miive lenni.

Ez a jegyzet nem elGadasjegyzet. Torekvéseink dacara sem gondoljuk,
hogy ez a munka teljesen helyére tudna lépni az el§adasokon val6 jegyzete-
lésnek.

FEz a jegyzet nem ,puska”. Nem poétolja tehat a hallgaté egyéni
(meg?)baratkozasat az anyaggal, a definiciok, tételek, bizonyitasok, példak
és ellenpéldak végiggondolasat, tjraalkotasat, kiegészitését, megértését, el-
lenérzését. Nem titkolt célunk annak elérése, hogy ki-ki képes legyen példéul
sajat példakat talalni az egyes fogalmakra vagy akar befejezni (méas modon)
vagy tjragondolni sajat kutfejébsl egy-egy bizonyitast. (Az ,,a dolog részle-
tesebb megfontoldsdt az olvasdra bizzuk” tipusi mondatok csabitasanak mi
sem mindig tudtunk ellenallni, de azt azért j6 szivvel nem tudjuk javasolni,
hogy valaki egy vizsgén csupan arra hivatkozzon, hogy a szébanforgd dolog
,yilvanvalo”.)

Végezetiil: reméljiik, hogy ez a jegyzet komoly segitséget jelent mindazok-
nak, akik értelmesen olvassak-forgatjik. Amennyiben igy lesz, akkor ebben
nagy része van a lektoroknak és mindazon hallgatoknak, akik észrevétele-
ikkel, megjegyzéseikkel és tanacsaikkal tdmogattik e jegyzet megsziiletését,
amiért eziton is szeretnénk mindannyiuknak koészonetet mondani.

a szerzok



1. fejezet

Alapok

Széamelméletet tobbféleképpen lehet — illetve esetiinkben: lehetne — elkezdeni.
Az aldbbiakban négy — egyaltalan nem ekvivalens — lehetdséget mutatunk be
a természetes szamok bevezetésére, amelyek kozill az utolsot fogjuk vélasz-
tani.

Mindenekel6tt azonban tisztaznunk kell egy latszolag jelentéktelen kér-
dést, amely gyokeresen megvaltoztat egy-egy probléméat vagy annak megol-
dasat, és ez a ,Természetes szdm-e a nulla?” kérdése. Ezt illetGen a vildgon
sehol sem egyértelmi az allaspont. A magyar kézoktatasban (vagyis az
altalanos és a kozépiskolakban) a nulla természetes szam, a fels6-
oktatasban pedig megallapodas kérdése.

A matematika torténetében a nulla nem volt természetes szam. (Mert
sokaig szam sem volt.) A XIX. szazadban indult egy olyan torekvés, hogy
minden matematikai fogalmat matematikai logikai (ebbd&l kévetkezSen hal-
mazelméleti) alapokra épitsenek. (Lasd a természetes szamok masodik be-
vezetése.) Ekkor, a természetes szamok egységes, halmazelméleten alapulo
targyalasa sordn merilt f6l, hogy a nulla ugyanigy természetes szam lehet,
mint az 1, a 2, a 3, a 4 stb.

Ezt persze altalaban nem lehet torvénybe iktatni, ezért megéllapodéas
kérdése.

Mi a szokésos szamelméletet a teljes egész szamhalmazon fogjuk targyal-
ni, ezért szinte mindegy, hogy a nulla természetes szdm-e vagy sem, ezért
megengedhetjiik magunknak azt a luxust, hogy dltaldban ne tekintsik an-
nak.

A természetes szamok lehetséges bevezetésekor azonban kivételt tesziink,
és a nullat is a természetes szamok kozé fogjuk sorolni (azért, hogy a termé-
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szetes szamrol az egész szamokra vald kévetkeztetéseink magatol értet6déb-
bek legyenek).

Az egyik lehetGség a természetes szamok bevezetésére az axiomatikus
at. Ez azt jelenti, hogy elfogadunk bizonyos allitasokat a természetes szamok
halmazéara, és ezeket nevezziik axiomaknak. A szamelmélet axiémarendszerét
elgszor Peano (1858-1932) alkotta meg. Egy lehetséges Peano-féle axioma-
rendszer:'?

1. A 0 természetes szam (0 € N).

2. Minden n természetes szamnak van rdkovetkezdje — amelyet n’ jelol —,
és az is természetes szam.

3. A 0 nem rakovetkezdje egyik természetes szamnak sem.

4. Ha két természetes szam rakovetkezGje ugyanaz a természetes szam,
akkor a két természetes szam is egyenl6.

5. Ha
— a 0 rendelkezik valamilyen 7" tulajdonsaggal, toviabba

— valahényszor egy n természetes szam rendelkezik ezzel a T' tulajdon-
saggal, mindannyiszor n’ is rendelkezik a T' tulajdonsaggal,

akkor minden természetes szam rendelkezik a T tulajdonsaggal. (A
teljes indukcié axioméja.)

Az axiémékban nem szerepel az a kijelentés, hogy ezek és csak ezek a
természetes szamok, de tgy kell érteni.

Ezek utan — mint ahogyan az egy axiomatikus felépitéshez illik — el lehet-
ne kezdeni épitkezni: helyesnek tartott kovetkeztetési sémékkal tijabb allita-
sokat létrehozni; 1j fogalmakat definialni (példaul negativ egész szamok) stb.
A természetes szamok Osszeadasat és szorzasat példaul a kovetkezdképpen
definialnank:

1.1. Definicié. n +0 ;== n és n+ kK := (n+ k), illetve n -0 := 0 és
n-k=n-k+n.

1Peano eredetileg nem tekintette természetes szamnak a nullat, igy nala a legkisebb
természetes szdm az 1 volt.

2Giuseppe Peano (1858-1932) olasz matematikus volt. A 19. szdzad végén a matema-
tika targyalasat preciz alapokra kivantak helyezni a kor matematikusai; axiémékkal és
alapfogalmakbol kiindulva preciz fogalmakkal és logikai levezetésekkel akartak megfogal-
mazni az addigi ismereteket. Peano a természetes szdmok axiomatikus targyalasanak egy
képviselGje volt.
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Az at hosszadalmas, és az altala nydjtott precizitasra — jelen pillanatban
— nincs sem sziikségiink, sem lehet&ségiink.

Van azonban egy nagyon fontos, a természetes szamokra vonatkozo ko-
vetkezmény, amelytSl nem tekinthetiink el, és amelyet hasznalni is fogunk,
nevezetesen az egyszertritési szabaly.

1.1. Kovetkezmény. Ha a+b=c+ b, akkor a = c.

Bizonyitas. a+ b pontos jelentése: a O0-nak (a + b)-edik rakévetkezGje. ¢+ b
jelentése hasonloan a 0-nak (c+b)-edik rakovetkezdje. Mivel a+b és c+b egy-
massal egyenls, 0-t6] kiillonb6z6 természetes szamok, ezért 6k rakovetkezdik
valamely — szintén egyenld — természetes szamoknak. Ezt a gondolatmenetet
folytatva, b 1épésben arra jutunk, hogy a és ¢ egyarant ugyanannyiadik ra-
kovetkezGje a 0-nak, és mivel a rakovetkezd egyértelmt, igy csak a = c lehet.
O

Megjegyzés. A matematikiban tobbféle indukcid létezik, és a teljes in-
dukciot is tobbféle — egymaéssal ekvivalens — modon ki lehet mondani. Az
el6z8 bizonyitasban latott ,visszafelé 1épegetés”, vagyis a wisszafelé torténd
indukcid is miikodik a természetes szamokon. A lényege az — ha mikddik
—, hogy megkiséreljiik visszavezetni egy tulajdonsag teljesiilését a megelsz6
természetes szamokra, és olyankor ezt véges sok lépésben el tudjuk végezni.

Megjegyzés. Ebbdl a tipusa felépitésbdl kovetkezik egy nagysagrendi
osszehasonlitas is: mondhatjuk, hogy minden n esetén az n < n’, és ez a
rendezés rendelkezzék a szokésos tulajdonsagokkal. Most ezt sem vezetjiik
le.

A masik vélaszthato at az, hogyha az 0j fogalmakat — mar meglévs —
halmazelméleti fogalmakkal vezetjiikk be. A szdmossdg fogalméanak isme-
retében a természetes szdm fogalma méar egyszertien definialhato:

1.2. Definici6. A véges halmazok szamossagait természetes szdmoknak ne-
vezziik.

A természetes szamok kozotti miiveleteket halmazmiiveletekre vezethet-
juk vissza. Példaul két természetes szam szorzatanak (1.3.), illetve osszegének
(1.4.) definicioja:

Legyen a és b természetes szam. Ekkor az 1.2. Definicié értelmében 1é-
teznek A és B véges halmazok, amelyek szdmossaga a, illetve b.

1.3. Definicié. Az a és b természetes szdmok szorzatdn értsik az A x B
halmaz szamossagat!
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A x halmazszorzas miivelet meghatarozasa a 1.5. definicioban talalhato.

Megmutathat6, hogy ha A és B véges, akkor A x B is az, illetve az is,
hogy A x B szamossiga nem fiigg attol, hogy mi az A és a B, hanem csak
azok szadmossagatol.

Ha az a, illetve b szamossagi A és B halmazok diszjunktak is — min-
den a, b természetes szamhoz talalhato ilyen A és B —, akkor segitségiikkel
definidlhatjuk a és b Gsszegét is:

1.4. Definici6. Legyen a, b € N, valamint |A| = a és |B| = b, tovabba
AN B = (. Ekkor az a és b természetes szdmok ésszegén értsiik az AU B
szamossagat!

Hasonl6 médokon lehetne definialni példaul két természetes szam kiilonb-
ségét, a hatvanyozast stb. De példaul a negativ szamok bevezetése mar joval
keményebb di6 lenne.

Egészen mas jellegi a harmadik, az absztrakt bevezetési mod. Itt
ugyan hosszu ideig sz6 sem esne a természetes szdmokrél — még ha koézben
szinte allanddan arra gondolnénk, hogy azokat akarjuk elGéllitani, de annal
sokkal tobbrél szol.

El6szor az egész szamokat allitjuk el — amelyet Z-vel szokas jelolni —
, egyelGre jeloljiik Z-vel a kiindulé halmazt: legyen tehat Z egy nem iires
halmaz, amelyen értelmezve van két kétvaltozos miivelet, a kereszt (4) és a

potty (-), és
1. legyen a + és a - miivelet is kommutativ, azaz Ya,b(€ Z)-re a+b = b+a
ésa-b=>b-a,és

2. legyen a + és a - miivelet is asszociativ, azaz Va, b, c(€ Z)-re (a+b)+c =
a+(b+c)és(a-b)-c=a-(b-c), valamint

3. legyen a - a +-ra nézvést disztributiv, azaz Va,b,c(€ Z)-re a- (b+c) =
(@-b)+ (a-c),és

4. létezzék olyan n(€ Z), hogy minden a(€ Z)-re a +n = a, és

5. minden a(€ Z)-hoz létezzék olyan o/ (€ Z) elem, amelyre a + o' = n,
és

6. létezzék olyan e(€ Z), hogy minden a(€ Z)-ra a-e = a, és

7. ne legyen olyan a,b(€ Z), hogy a AZn #bésa-b=mn (n a 4. pontban
rogzitett elem)!
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Nos, ha mindez teljesiil (Z,+,-)-re, akkor ezt egységelemes, nulloszto-
mentes kommutativ gytirtinek vagy mas néven egységelemes integritdsi tar-
tomdnynak (vagy integritastartomanynak) nevezziik. Ilyen példaul (Z,+, )
is, vagyis az egész szamok halmaza az Gsszeadassal és a szorzassal. E néhany
alaptulajdonsaghol szinte meglepSen sok dolog kovetkezik, amelyek minden
integritastartoméanyra igazak, igy (Z,+,-)-ra is. Mindezekrsl — valamint az
egész szamok szamos tovabbi altalanosithato tulajdonsagarol — joval késébb,
a harmadik kotetben lesz sz6.

Végiil az egész szamoknak egy alkalmas részhalmaza lesz a természetes
szamok halmaza, amelyen persze a definidlt miveletek tulajdonsagai nem
pont ugyanazok.

E megemlitett harom 1t helyett mi egy negyediket kovetiink, amely ma-
tematikailag az el6z6k barmelyikénél kevésbé korrekt, de céljainknak azért
megfelel: 6sszegytijtjiik az egész szamoknak néhany, tobbé-kevésbé mér is-
mert tulajdonsagat, amelyeket nem bizonyitunk (de axiéméknak sem te-
kintjiik Sket!), és a tovabbiakban igyeksziink maximalisan ezekre épitkezni.
(Tobbnyire sikeriilni fog.)

Tehat a természetes szdmok halmazara N és az ezen értelmezett Gssze-
adasra (+) és szorzasra (-) igazak:

1. N elemei: (0), 1, 2, 3,4, 5, ...

2. Teljesiilnek ra a Peano-axiomak

3. Teljesiilnek ra a szokasos mitiveleti tulajdonsagok

4. N-ben érvényes az Osszeadésra vonatkozd egyszertisitési szabaly.

5. NCZ

6. A N és Z szamossaga is megszamlalhatoan végtelen (Rg)

7. Z (és N) a kisebb-egyenl6 (<) relacio szerint teljesen rendezett (azaz
barmely két eleme Gsszehasonlithato a < relacioval)

8. Z-ben csak ugy lehet két elem szorzata 0, ha legalabb az egyik elem 0
(Z és igy N is nullosztomentes)

9. Va,b,c(€ Z)-re a < b= a+c < b+ c (N-ben is teljesiil)
10. Va,b,c(€ Z)-re, ha ¢ > 0, akkor a < b= a-¢ < b-c (N-ben is teljesiil)
11. Ya(€ Z)-re |a] = a, ha a > 0, és |a| = —a, ha a < 0 (N-ben is teljesiil)

12. Va,b(€ Z)-re |a - b| = |a] - |b| (N-ben is teljesiil)
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13. Va,b(€ Z)-re |a + b| < |a|] + |b] (N-ben is teljesiil)
14. Va,b(€ Z)-re |a — b| > ||a] — |b]| (N-ben is teljesiil)

15. stb. (Ha az el6z6ek valamihez mégsem bizonyulnanak elegendének, ak-
kor erre fogunk hivatkozni.)

A tovabbiakban — hacsak méast nem mondunk — az egész szamok halma-
zéra vonatkoz6 megallapitasokat fogunk tenni. Ez egyaltaldn nem jelenti azt,
hogy mas szamkorben ne lehetne hasonld fogalmakat alkotni, 6sszefliggéseket
felallitani.

Megjegyzés. A természetes szamok jelolésére az N jelet szokéds hasznal-
ni, amely a ,naturalis” (természetes) latin eredet sz6 kezdSbettije. Az egész
szamokra a német ,szam” (Zahl) sz6 kezdgbetiije miatt a Z jel a hasznélatos.

Néhany alapvet6 fontossagt fogalom és Gsszefiiggés

Az alabbiakban néhany fontos alapfogalmat tekintiink at a teljesség igénye
nélkiil.

1.5. Definicié. Legyen H nem iires halmaz. A H elemeibdl all6 rendezett
szampéarok halmazat, azaz a {(h1, ha) | h1, he € H} halmazt, amelyet H x H-
val jeloliink a halmaz 6nmagéaval vett Descartes-szorzatdnak nevezziik.

1.6. Definici6é. Egy halmaz elemparjainak egy S nem iires részhalmazat
kétvdltozos (vagy binér) reldcionak neveziink.

Megjegyzés. A relacio sz6 kapcsolatot jelent. Ugy kell gondolnunk a
relaciora, hogy a relaciéban 1évs parok elsé tagja kapcsolatban all a masodik
taggal. Megforditva: a kapcsolatban 4ll6 elemek els6 és masodik tagja (ebben
a sorrendben) a relacio eleme. Az 6sszes relacioban allo elempar alkotja a
relaciot (ez részhalmaza az Gsszes elemparok halmazanak).

Relécio példaul a valés szamok halmazan a <, az =, de ugyanigy relacio
a {(1,2),(2,1)} elempar halmaz, hiszen valés szamparok egy részhalmaza.

Az S C H x H binér relacidk tulajdonséigait a kovetkezdk szerint szokas
csoportositani:

1.7. Definicié.

1. Ha a H halmaz minden eleme reléciéban all nmagéaval, akkor a relaciot
reflexivnek nevezik.
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Ha nem minden elemre teljesiil ez a tulajdonsag, akkor azt mondjuk,
hogy nem reflexiv.

Ha semelyik elem sem all relacioban énmagéaval, akkor irreflexiv.

2. Ha minden a,b € H esetén amennyiben (a,b) € S, akkor (b,a) € S is
fennall, akkor a reléciot szimmetrikusnak nevezzik.

Ha nem minden a,b € H esetén teljesiil a tulajdonsag, akkor azt mond-
juk, hogy nem szimmetrikus.

Ha minden (a,b) € S esetén a (b,a) ¢ S, akkor azt mondjuk, hogy a
relacio aszimmetrikus.

Ha abbol, hogy (a,b) € S és (b,a) € S minden esetben kovetkezik,
hogy a = b, akkor a relacidt antiszimmetrikusnak nevezziik.

Ha minden a,b € H elemparra az (a,b) € S, a (b,a) € S és a = b tu-
lajdonsagok koziil pontosan egy teljesiil, akkor a relaciét trichotomnak
nevezziik.

3. Ha minden a,b,c € H esetén abbol, hogy (a,b) € S és (b,c) € S
kovetkezik, hogy (a,c) € S, akkor a relaciot tranzitivnak nevezzik.

1.1. Megjegyzés. Az egyenlGség relacio reflexiv, szimmetrikus és tranzitiv.
A < relaci6 irreflexiv, trichotom és tranzitiv. A < relaci6 reflexiv, antiszim-
metrikus és tranzitiv.

1.8. Definici6. A reflexiv, szimmetrikus és tranzitiv relacidk neve: ekviva-
lencia reldcio.

A reflexiv, antiszimmetrikus és tranzitiv relaciok neve: rendezési reldcio.

1.9. Definicié. Ha a H nem iires halmazt diszjunkt részhalmazai egye-
sitéseként irjuk fel, akkor ezt a H halmaz egy osztdlyozdisinak nevezziik:

H = \J H; és H;N Hj =0, hacsak i # j.
i=1

1.1. Tétel. 1. Ha H-nak megadjuk eqy osztilyozdsdt, akkor az a reldcid,
hogy ,eqy osztdlyba tartoznak” eqy H-n értelmezett ekvivalenciareldcid.

2. Ha H-n adott eqy ekvivalenciareldcio, akkor az egy-eqy osztdlyba sorolt
elemek mint H részhalmazai a H-nak eqy osztdlyozdsdt adjdik meg.

Bizonyitas. 1. Az adott relacio reflexiv (mert minden elem egy osztélyban
van sajat magaval), szimmetrikus (mert ha a egy osztalyban van b-vel, akkor
b egy osztalyban van a-val) és tranzitiv (mert ha a és b egy osztalyba esnek
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és b és c is egy osztalyba esnek, akkor a és c is egy osztalyba esik). Ez a
relaci6 tehat ekvivalenciarelacio.

2. Minden elemet besoroltunk valamely részhalmazba, mert minden elem
relacioban all 6nmagéval. Minden elem pontosan egy részhalmazba esik bele,
mert ha az a elem relacioban all egy b-vel (vagyis egy halmazban vannak), és
relacioban all c-vel (vagyis vele is egy halmazban van), akkor a tranzitivitas
miatt b is egy halmazba esik c-vel. [

Példaul: A természetes szamok halmazéan legyen ekvivalens két szam, ha
a felirasukban szerepld szamjegyek Gsszege egyenld.

Eszerint az 1 ekvivalens a 10-zel, a 100-zal, az 1000-rel stb. S6t, 10 bar-
melyik két hatvanya ekvivalens egymassal: ezek egy részhalmazba esnek.

A 2 ekvivalens a 11-gyel, a 20-szal, a 101-gyel stb., s6t, barmely két olyan
szam ekvivalens egymassal, amelyek felirasahoz egyetlen 2-est vagy két 1-est,
illetve tetszdleges szamu 0-t hasznalunk: ezek is egy részhalmazba esnek.

Es igy tovabb.

Mivel minden természetes szam felirdsaban meghatarozhato a szamjegyei
Osszege, ezért minden szdmot besorolunk valahova, és mivel minden termé-
szetes szam felirdsaban a szamjegyek Osszege egyértelmiien meghatarozott,
igy minden szam pontosan egy részhalmazhoz tartozik, vagyis osztalyozast
kaptunk (1.1. d&bra — animécio).

(o]

K< | <D || > [ >1] | —|l»le] +

1.1. 4bra. Legyen két szam akkor ekvivalens, ha szamjegyeik Osszege ugyanannyi.
Az abran az egy osztalyba tartozo elemeket ugyanazzal a szinnel szineztiik (animé-
cio).
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Sokszor fogunk azonos algebrai atalakitasokat végezni. Legtobbjiikkel ko-
zépiskolaban mindenki taldlkozhatott. Néhanyat — a nem trivialisak koziil
a legfontosabbakat — Gsszegytijtottiink, és ehelyt bebizonyitjuk.

1.1. Allitas. Ha q # 1, akkor a q hdnyadosi (latin eredeti széval: kvécienst
—innen a q jelélés) mértani sorozat elsé n tagjinak az dsszege
1—4q¢" " —1
=a
1—¢q 0 qg—1

ao + apq + aog® + ... +apg" ! = ag

Bizonyitas. Ha ag = 0, akkor az allitas nyilvanvalé — mindkét oldalon 0 &ll.
Ha ag # 0, akkor mindkét oldalt oszthatjuk vele.

2 n—1_ 1—¢q"
1+q+q +...+q :17—61

Ezutéan a bal oldalon 4ll6 kifejezést megszorozva (1 — g)-val éppen a jobb
oldali tort szamlalojat kapjuk.
I+g+@P+...+¢" H(l-q) =
0 0

Az ilyen tipust Osszegeket — ahol az egymas utani tagok éppen kiejtik
egymast — teleszkopikus osszegnek szokis nevezni. Ezt n = 6-ra az 1.2. abra
szemlélteti. OJ

(L—g)l+q+q*+q°>+q*+q°)

1.2. abra. A szines, azonos szinnel jelzett szorzatok Gsszege nulla. Végiil csak
a feketével jelolt szorzatok maradnak.

1.2. Allitas.

(a4b)" =a™ +na"" b+ (Z)a"_2b2 +...+ <n .

)a2bn—2 + nabn_l + bn
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Specidlisan példdul (a =b =1 esetben):

(1+1)”:1+n+<g>+...—|—(ni2>+n+1:2”

Bizonyitas. Sokféle bizonyitas létezik, példaul a teljes indukcié modszere.
Mi most egy kombinatorikus bizonyitast adunk.

Az n-tényezls szorzatot a zardjelek felbontasaval szamithatjuk ki.
(a+0b)"=(a+0b)-(at+b)-...-(a+b)(a+D),

ahol n tényezs szerepel a szorzatban. A zardjelek felbontasakor minden té-
nyez&bdl vagy az a, vagy a b tagot valasztjuk ki. Olyan eset, amikor mind-
egyikbdl az a-t valasztjuk ki, egyféle van, és az a’™ szorzatot kapjuk: a™.

Abban az esetben, amikor n — 1 tényez6bdl az a tagot, 1-bdl pedig a b-t

véalasztjuk, n-féle lehetSség van a kivalasztasra, és minden esetben az a™'b

szorzatot kapjuk: na™'b.

Altalaban, ha — tetszdleges 0 < k < n esetén — k tényezdbdl véalasztjuk

a b tagot (a tobbibdl az a-t), akkor ezt <n

k> -féleképpen tehetjiik meg, és

n
mindannyiszor az ™ *b* szorzatot kapjuk, igy adodik a (k) a"Fbk tag.

Az osszes ilyen szorzatot Osszeadva a tétel allitasa szerinti dsszeget kap-
juk. OJ

1.3. Allitas. Egyszerden bizonyithatd, hogy ai,as, . .., ay; b1, ba, ..., by szd-
mokra az

(a1+a2+...+ak)(b1—|—b2+...+bn)

szorzat kifejtve olyan a;b; szorzatok dsszege, amelyekben minden lehetséges i
és j index szerepel. Mdsképp csoportositva a szorzatokat a kévetkezdkkel is
egyenld még:

ap(by +bo+...4+by) +ag(by+bo+...+by) + ...
cootag_1(by +ba+ ... +by) +agp(by +ba+ ...+ by),

illetve

bi(a1 +az+...+ag) +ba(ar +as+...+ax)+...
coitbp—i(ar +ag+ ...+ ag) +bu(ar +az + ...+ ag)
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Ezt az atalakitast (hogy a késébbiekben ebben az alakjaban is felismer-
juk) > alakban is felirjuk:

E aib- = E a; E bj = E bj E 473 = E bj E 473
1<i<k 1<i<k 1<5<n 1<5<n 1<i<k 1<5<n 1<i<k
1<j<n

Ezeket az Osszegzéseket az 1.3. dbran szemléltetjiik.

aj a Qg
k
by |a1by |agby | ... |agby | Gsszege: by (a1 +az+ ...+ ak) =b Z a;| n k
i=1
__ i B
by | a1be |agba | ... |arbsy | 6sszege: ba(ar +az+...+ap) =ba Y, a; | j=1 =1
=1 n k
Yy,
X j=1i=1
by |aiby, | asby, aypby, | Osszege: by(ar +as +...+ar) =b, Y a;
=
(e} o: o '
g g 4
@ D 0]
R > b =
g 8 2 55
s F = kK n
ot +=(mtazt. . ta)bitboto b)) = aiy b=
S S S = =
+ o+ + o
: :(b1+b2+---+bn)(ll1+a2+---+ak):ijzaz:
¥ o+ + L
= S > 1= =
NP N kE n n k
CT 55 3 3 37
. g - N . £ = =1 =1 i=1
E‘M: H‘M: H‘M:
S & &
k n k n
2ai Y bi=30 3 aib;
=1 j=1 i=1j=1
1.3. abra.
Feladatok

1. Hatarozza meg azon mértani sorozat els¢ 100 tagjanak osszegét, amely-
nek kezd@eleme 1, a hanyadosa a kévetkezg!
1 . 1 .
E

2. Igazolja, hogy ha a természetes szamok halmazén két szamot akkor
tekintiink relacidoban allénak, ha a tizes helyiértéken allé6 szamjegyiik
egyenld, akkor ez ekvivalenciarelacié. Hany ekvivalenciaosztély kelet-
kezik? Hatarozza meg az ekvivalenciaosztalyokat!

2; —1; 1
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. Igazolja, hogy ha a természetes szamok halmazan két szdmot akkor

tekintiink relécidoban allonak, ha ugyanannyi szamjegyel irhatok fel,
akkor ez ekvivalenciarelacio. Hany ekvivalenciaosztaly keletkezik? Ha-
tarozza meg az ekvivalenciaosztalyokat!

. A nagysag szerint rendezett, 1-t6l indulo természetes szamokat gy so-

roljuk osztalyokba, hogy az els6be az elsé 9 szamot, a masodikba a
kovetkez6 90-et, a harmadikba a soronkdvetkezs 900-at és igy tovabb,
a k-adikba a kovetkezs 9 - 105~ 1-et soroljuk, akkor adjon meg egy ek-
vivalenciarelaciot, amely ezt az osztalyozéast indukalja!

. 3 13 .
. Irja fel a Y. > (i + j) Osszeg tagjait. Irja at ezt a szummat maés
i=1j=11
formabal
3 13

. Irjafela S° Y (i-j) Gsszeg tagjait. Irja 4t ezt a szummat mas formabal

i=1j=11



2. fejezet

Oszthatésag, maradékos osztas

Az egész szamok korében az Osszeadas és a szorzas minden szdmpéron elvé-
gezhetS. Az a +x = b (a és b adott egész szamok, = az ismeretlen, amelyet
az egész szamok korében keresiink) egyenlet is mindig megoldhato.

Nem mindig oldhat6 meg viszont az ax = b egyenlet (a szorzas nem in-
vertalhato). Vannak azonban olyan specialis a, b szampéarok, amelyekre igen.

Ha viszont adott a, b egész szamokra létezik olyan = egész szam, hogy
ax = b, akkor azt szoktuk mondani, hogy b toébbszorose (valahanyszorosa) az
a-nak. Ezt a tulajdonsagot tgy is megfogalmazhatjuk, hogy van olyan egész
szam az a-hoz, amellyel megszorozva b-t kapjuk:

2.1. Definicid. Egy a egész szam osztdja a b egész szamnak, ha létezik olyan
q egész szam, amelyre aqg = b. Ilyenkor azt is mondhatjuk, hogy b tobbszirdse
a-nak.

2.1. Jelblés. a | b, (a osztoja b-nek, b tobbszorose a-nak, b oszthato a-val),
illetve ha ez nem all fenn koztiik, akkor a 1 b (a nem osztoja b-nek).

Példaul: 2 | 6, mert ¢ = 3-ra teljesiil, hogy 2 - ¢ = 6.
—3 | 6, mert ¢ = —2-re teljesiil, hogy (—3) - ¢ = 6.
2| 0, mert ¢ = O-ra teljesiil, hogy 2 - ¢ = 0.

0 | 0, mert tetsz6leges ¢ esetén O - ¢ = 0. (S6t, mivel ¢ tetszSleges egész
szam lehet, végtelen sok ilyen ¢ szam van. Egyébként ha az oszthatosagra
gy gondolnénk, hogy b-t maradékosan osztva a-val a maradék 0, vagyis az
oszthatdsidgot osztassal definidlnank, akkor persze nem lenne értelme a 0-val
valo oszthatdsdgrol beszélni. Ez is ok arra, hogy me osztdssal definidljuk az
oszthatdsdagot, hiszen igy kicsit altalanosabb a definicio.)

19
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4 1 6, mert nincs olyan egész ¢, amelyre 4 - ¢ = 6 lenne.

0 1 6, mert nincs olyan egész ¢, amelyre 0 - ¢ = 6 lenne.

Megjegyzés. Egy halmazon, ahol értelmes a szorzés, felmeriil a kérdés:
mivel szoroztam meg az a szdmot, hogy c-t kapjam, vagyis lehet-e osztani
is. Keressiik, hogy a ¢ szam ,hanyszorosa” valamely a szamnak. Van-e olyan
szam, amellyel megszorozva az a-t a c-t kapjuk. Ha csak az egész szamok hal-
mazan vagyunk, akkor tudjuk, hogy ez nem mindig teljesiil: 5-6t barmilyen
egész szammal is szorozzuk meg, soha nem kapunk 2-t. A racionalis szdmok
koérében azonban van ilyen szam, a %

Ha nincs is minden a és ¢ esetén alkalmas szorzo6, akkor is van értelme
megkérdezni, hogy egyes konkrét esetekben tobbszorise-e a ¢ az a-nak.

Oszthatosagi szempontbdl vannak kiilonlegesen viselked§ szdmok: van
olyan, amelyik minden szamnak oszt6ja, és van olyan is, amely minden szam-
nak tobbszorose (azaz minden szam osztoja).

Ha egy szadm tobbszorose minden természetes szamnak, akkor a 0-nak is
tobbszordse — ez csak maga a 0 lehet. Ezért azt kell eldontentink, hogy a 0
minden szdmnak t6bbszorose-e. Mivel minden a egész szamhoz 1étezik olyan
q — nevezetesen a ¢ = 0 —, amelyre aq = 0, igy ez is teljestil.

Arrdél is kdnnyen meggy6z6dhetiink, hogy tébb ilyen tulajdonsagi szam
nincs, s6t ennél tobb is igaz, a 0-n kiviil egyetlen egész szamnak sincs végtelen
sok osztéja. Igaz ugyanis a kovetkezd:

2.1. Tétel. Haa|b ésb#0, akkor |a| < |b].

Bizonyitas. Ha a | b, akkor 3¢, amelyre ag = b. Ekkor nyilvan |ag| = |b|,
igy |al|q| = |b|]. Ha b # 0, akkor ¢ sem lehet 0, vagyis |g| > 1. Ekkor azonban
lallq| > |al, vagyis [b] > |a]. O

(Egyébként egyenldség is csak |a| = |b| esetben lehet.)

Ez viszont azt jelenti, hogy ha b # 0, akkor b Gsszes osztoja a [—|b|; |b]]
intervallumbél keriil ki, marpedig ebben az intervallumban csak véges sok
egész szam van (szam szerint pontosan 2|b|+1 darab). Ezért igaz a kovetkezd:

2.2. Tétel. A 0-n kivil minden szdmnak véges sok osztdja van.

Bizonyitas. Az el6z6 tételbdl kévetkezik. [

Azzal a kérdéssel, hogy melyik szdmnak pontosan hény osztéja van, majd
késébb foglalkozunk, azt azonban mar most érdemes megjegyezni, hogy olyan
b szam, amelynek pontosan 2-|b|+1 osztdja lenne, nincs. A —|b| és |b| kozotti
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2|b| + 1 szambdl ugyanis az egyik a 0, ami sajat magan kiviil nem osztoja
semelyik egész szamnak sem. (A b = 0-nak viszont végtelen sok osztoja van.)
Igy egy b # 0 szamnak legfeljebb 2|b| darab osztoja lehet. Kénnyen belathato,
hogy éppen 2|b| osztdja csak a b =1, —1, 2, —2 szdmoknak van.

Most térjlink r4 annak a kérdésnek a vizsgalatara, hogy melyek azok a
szamok, amelyek minden szdmnak osztéi. Azonnal esziinkbe 6tlik az 1, de
azt nem tudhatjuk, hogy nincs-e més ilyen szam. Ezt vizsgéljuk most meg.

2.2. Definicio. ¢ egység, ha Va-ra ¢ | a.

2.3. Tétel. Az egész szamok kirében pontosan két eqység van: 1 és (—1).

Bizonyitas. Tetsz6leges a szamnak osztoja az 1, mert van olyan szam (ma-
ga az a), amellyel az 1-et megszorozva az a-t kapjuk, vagyis az 1 minden
szamnak osztoja, tehat egység: 1| a.

Tetszbleges a szamnak osztdja a —1, mert van olyan szam (nevezetesen
a (—a)), amellyel a (—1)-et megszorozva az a-t kapjuk, vagyis a —1 is osztoja
minden szamnak, tehéat egység: (—1) | a.

Héatravan még annak a bizonyitasa, hogy més egység nincs. Ha € egység,
akkor minden szdmnak, igy az 1-nek is osztéja. Ez a 2.1. Tétel értelmében
azt jelenti, hogy |¢| < 1. Ennek a feltételnek harom egész szam tesz eleget:
a—1,a0¢ésazl.

A 0 azonban nyilvin nem egység, mert sajat magéan kiviil semelyik egész
szamnak sem osztdja. Emiatt csak € = 1 vagy € = —1 lehet. O

Megjegyzés. A tétel bizonyitasabol az is kideriil, hogy minden szam
oszthaté sajat magaval (mert a -1 = a) és sajat ellentettjével (mert
(—a) - (—1) = a). A definici6ja alapjan minden egész szam oszthatod az egy-
ségekkel is. Eszerint az minden egységtsl és 0-tol kiilonb6z8 egész szadmnak
van legalabb négy osztdja. Az egységeknek két osztojuk van, a 0-nak pedig
végtelen sok.

2.3. Definici6é. Az a egységszereseit az a szam asszocidltjainak nevezzik.

Példaul: a 2 asszocialtjai a 2 és a —2, a —2 asszociéltjai a —2 és a 2,
altaldban az a szam asszociéltjai az a és —a. Minden nem 0 egész szadmnak
két asszocialtja van, mert az egész szamok korében két egység van.

Mivel az egységekkel és sajat asszocidltjaival minden szdm oszthato, meg-
kiilonboztetjiik a nyilvanvalo osztokat a tobbi osztotol (ha van):

2.4. Definicié. Ha a # 0, akkor az l-et, a —l-et, az a-t és a —a-t az a
trividlis osztoinak, a tobbi osztdéjat — ha van — valddi osztdknak nevezziik.
A trivialis osztot masképpen nem valddi osztonak is szoktuk nevezni.
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Oszthatosagi szempontbdl egy szam és az asszocialtjai megkiilonboztet-
hetetlenek:

2.4. Tétel. Ha a|b, akkor —a | b, a | =b, —a | —b.

Altaldban: e1a | e2b (21 és e egységek).

Bizonyitas. Ha a | b, akkor 3¢, amelyre ag = b. Ekkor viszont (—a)(—¢q) =
b, a(—q) = —b, (—a)(q) = —b. Ezekbsl mar kovetkezik a tétel Gsszes allitasa.

Altaldban ha e; | 1, akkor van olyan €}, amelyre ¢ - &} = 1. Ha a | b,
akkor valamilyen g-ra ag = b, amibdl kovetkezik, hogy (e1a)(g}q) = b, igy
(e1a)(g2¢1q) = (e2b). Ez pedig az altalanosan kimondott allitast igazolja. O

2.1. Kovetkezmény. Az oszthatdsag definicidjabol kozvetlendil kovetkezik,
hogy ha a | b és ¢ tetszdleges egész szdam, akkor ac | be.

¢ # 0 esetén a megforditds is igaz: ha ac | be, akkor a | b.

Bizonyitas. Ha a | b, akkor van olyan ¢ egész szam, amelyre aqg = b. Ekkor
tetszbleges ¢ egész szamra acq = be, vagyis ac | be.

Ha ac | be, akkor van olyan ¢ egész szam, amelyre acq = be. Ha ¢ # 0,
akkor ebbdl ag = b (hiszen acq — bec = 0 miatt (aq — b)c = 0, azaz vagy c
nulla — amit kizartunk —, vagy aqg = b). Ebbél viszont a | b kovetkezik. O

Az ,a | b relacio tulajdonsagairdl szol a kovetkezs tétel:
2.5. Tétel. 1. Va € Z esetén a | a (az oszthatosdg reflexiv).
2. Ya,b € Z esetén ha a | b és b | a, akkor |a|] = |b).

3. Ya,b,c € Z esetén haa | b ésb | c, akkora | ¢ (az oszthatdsdg tranzitiv).

Bizonyitas. 1. Va-ra a -1 = a (vagyis létezik olyan ¢, nevezetesen a ¢ = 1,
amelyre aq = a), tehat a | a.

2.Haa | bésb| a,akkor vagy a = b = 0, vagy egyrészt |a| < |b|, mésrészt
|b| < |a|. Ez csak akkor teljestilhet, ha |a| = |b].

3. Haa | b, akkor 3¢ € Z, amelyre ag = b. Ha b | ¢, akkor Ir € Z, amelyre
br = c. Ekkor viszont aqr = ¢, vagyis a | ¢. O

Megjegyzés. Ennek a tételnek a mésodik allitdsa szerint az oszthato-
sagi relacio ,majdnem” (asszocialt erejéig) antiszimmetrikus (ami az lenne,
hogy a ~ b és b ~ a-bol kovetkezik, hogy a = b). Ha azonban példaul a ter-
meészetes szamokra (vagy a pozitiv egész szamokra) szoritkozunk, akkor az
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abszolit értékek egyenlGsége egyben a szdmok egyenl@ségét is jelenti. Vagyis
a természetes szamok (vagy a pozitiv egész szamok) halmazan az oszthatosag
reflexiv, antiszimmetrikus és tranzitiv, tehat rendezési relacio.

Megjegyzés. A természetes szamok halmazan az oszthatosag rendezési
relacio, de nem teljes rendezési relacio. (A teljes rendezéshez ugyanis az kell,
hogy barmely két kiilonboz6 elem kozdtt fennalljon valamelyik iranyban a
relacio. Az egész szamok korében azonban példaul 9115 és 1519.)

Megjegyzés. Az eddigiek soran az egész szamok korében értelmeztiik az
oszthatosag fogalmat: azt definidltuk, hogy mikor mondjuk, hogy egy egész
szam osztdja egy mésiknak. Definicidonkat azonban altalanosabban is megfo-
galmazhatjuk; tetsz6leges olyan halmazon beszélhetiink oszthatésagrol, ahol
értelmezve van egy szorzas mivelet:

Tegyiik fel, hogy adott egy H halmaz és azon egy ® mivelet. Tetsz6leges
a,b € H esetén azt mondjuk, hogy a | b, ha létezik olyan ¢ € H, amelyre
a®q=>b.

1. Legyen példaul H a péros szamok halmaza, a miivelet pedig a szokasos
szorzés. Ezen a halmazon a definicié értelmében a 2 osztoja példaul
a 8-nak, hiszen van olyan péaros szam (nevezetesen a 4), amellyel a 2-
t megszorozva 8-at kapunk, de nem osztoja példaul a 10-nek, hiszen
nincs olyan paros szam, amelynek a kétszerese 10 lenne.

A 0O-nak ezen a halmazon is minden szam oszt6ja, és a 0 most is csak
sajat maganak osztéja. Az is igaz, hogy a 0-n kiviil minden szdmnak
véges sok osztoja van (hiszen ha a | b és b # 0, akkor most is igaz, hogy
la| < |b]). Az azonban mar nem igaz, hogy minden szamnak lenne
osztoja: példaul a 2-nek vagy a 6-nak egyetlen paros szam sem osztoja
(mert semelyik péaros szam péaros tobbszorose nem lesz 2-vel vagy 6-tal
egyenld — ehhez ugyanis az kellene, hogy a 2 vagy a 6 mint egész szam
tobbszorose legyen a 4-nek). Emiatt ebben a halmazban nincs olyan
szam, amely minden szamnak osztéja lenne, vagyis nincs egység.

Az is kdnnyen meggondolhatd, hogy a péros szdmok halmazan az oszt-
hatosag nem reflexiv (a 0-n kiviil semelyik paros szam sem ,paros osz-
toja” sajat magéanak); viszont antiszimmetrikus (a | b és b | a csak ugy
teljesiilhet egyszerre, ha a = b = 0), tovabbéa tranzitiv is.

2. Vizsgéljuk meg most az oszthatosidgot a racionélis szamok halmazan.
Itt azt tapasztaljuk, hogy a 0 kivételével minden szam oszt6ja minden
szamnak (minden nem 0 racionélis szamnak t6bbszorose akarmelyik

3
racionélis szam). Az 3 példaul osztoja a g—nek, hiszen van olyan raci-
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. 6 1
onalis szam (nevezetesen a 5), amelynek az i-szerese éppen 3 Ez azon

mulik, hogy a racionalis szamok halmazén a szorzas (a 0-tol eltekint-
ve) invertalhato miivelet, igy sem ott, sem mas szdmtestekben nem tul
érdekes az oszthatosagi kérdések vizsgalata. A szamtesteken az ax = b
egyenlet ugyanis a # 0 esetén mindig megoldhat6 — ez a test mint al-
gebrai struktira egyik axioméaja. (Természetesen a racionalis szamok
korében sem igaz az, hogy a 0 osztdja lenne egy nem 0 szamnak; de
persze maganak a 0-nak igen.)

Az egész szamok oszthatosagara vonatkozik a kovetkezs egyszert, gyak-
ran hasznalt tétel:

2.6. Tétel. Haa |b ésa | c, akkor a |b+c, a|b—c, és tetszbleges k-ra
a | bk (specidlisan a | be).

Altaldban: a | b és a | c esetén tetszbleges k,1(€ Z) mellett a | kb + lc.

Bizonyitas. Ha a | b, akkor J¢g, amelyre ag = b. Ha a | ¢, akkor 3r, amelyre
ar = c. Ekkor viszont a(q+71) = b+c¢, a(¢q—r) = b—c¢, agk = bk (specidlisan
agar = bc).

Altalaban: ag = b és ar = c esetén agk+arl = kb+lc, vagyis a(gk+rl) =
kb + lc, amibdl kovetkezik az allitas. [

Megjegyzés. A tétel semelyik éllitasanak a megforditdsa sem igaz.

Abbol, hogy a | b+ ¢, nem kovetkezik, hogy a az 6sszeg akarmelyik tagjat
is osztand, példaul 3 | 2+ 7, de 312 és 31 7. (Azt azonban elmondhatjuk,
hogy ha a | b+ ¢, akkor b és ¢ koziil vagy mindketts, vagy egyik sem oszthato
a-val. Ha példaul a | b+ ¢ és a | b, akkor a tétel masodik allitasa szerint
al|(b+c)—b, vagyis a|c.)

Abbol, hogy a | b — ¢, nem kovetkezik, hogy akar b, akar ¢ oszthato lenne
a-val, példaul 3 | 10—4, de 3110 és 3 1 4. (Azt azonban most is elmondhatjuk,
hogy ha a | b— ¢, akkor b és ¢ koziil vagy mindkettd, vagy egyik sem oszthato
a-val — a tétel els6 allitdsa értelmében —, s6t, mint késébb latni fogjuk, azt
is, hogy ebben az esetben b és ¢ ugyanazt a maradékot adja a-val osztva.)

Abbol, hogy a | be, nem kovetkezik, hogy akar b, akar ¢ oszthato lenne
a-val, példaul 6 | 3-4, de 613 és 6 4. (Késébb latni fogjuk, hogy ha a oszt
egy szorzatot, akkor milyen tovabbi feltételnek kell teljesiilnie ahhoz, hogy a
szorzat valamelyik tényezdjét is osszta.)

Es altalaban: ha a | kb + lc, akkor — az eléz6ek alapjan nyilvanvaléan
— nem feltétlentl teljestil az, hogy a | b és a | c¢. (Még akkor sem, ha a | b
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vagy a | ¢ valamelyike fennall, hiszen akkor még mindig lehet, hogy a az l-et,
illetve a k-t osztja.)

2.7. Tétel. Minden a,b egész szamra

e a—b|a™—0", han tetszdleges természetes szam,

e a+b|a”+ 0", han paratlan természetes szdm,

e a+bl|a™—10b", han pdros természetes szdam.
Bizonyitas. A kovetkezd azonossagokbol kévetkeznek a bizonyitandé alli-
tasok;

a" —b" = (a—0b)(a" P +a" P4+ a" I . ab" 2+

2.1)

a2k+1 4+ b2k+1 — (CL + b)(a2k _ a2k—1b 4+ a2k—2b2 e+ b2k) (22)
a®* — b = (a4 b)(a® P — a2+ a2 — =P

(2.3)

A (2.2) és a (2.3) az azonossagok (2.1)-bél levezethetSk. Ha ugyanis (2.1)-
ben b helyére —b-t helyettesitiink, akkor paratlan n-re (2.2)-t, parosra (2.3)-
at kapjuk. O

2.2. Kovetkezmény. Tetszdleges n-re a — b | (a™ — b"), illetve pdratlan n
esetén még a + b | a™ + 0" is fenndll, pdros n esetén pedig a + b | a™ — b".

Megjegyzés. A fenti azonossagok koziil az (a+b)-vel valé oszthatoségot
kénnyebben megjegyezhetjiik, ha konkrét példéval emlékeztetjiik magunkat
ré: a®> — b? (n = 1) oszthatd a + b-vel, de a — b (n = 1) nem.

Forditva is érdemes emlékezetbe vésni: a paros kitevgji hatvanykiilonbség
az alapok osszegével és kiilonbségével is oszthato: a? — b? oszthatd (a +b)-vel
és (a — b)-vel is. Am a + b (n = 1) csak (a + b)-vel oszthato.

Maradékos osztas

Azt, hogy az egész szamok korében b osztoja a-nak, szokas tgy is mondani,
hogy ,,b maradék nélkiil megvan a-ban”. Ha példaul 250 Ft-os konyveket
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szeretnénk venni 0sszesen 2000 Ft-ért, akkor mivel a 250 osztdja a 2000-nek,
a kivant Osszeget teljes egészében el tudjuk kolteni 8 targyra.

Sokszor nem is feltétleniil az érdekel minket, hogy egy adott szam osztoja-
e egy masiknak, hanem az, hogy két adott szam esetén hanyszor van meg az
egyik a masikban, és mennyi a maradék.

Ha példaul a 2000 Ft-ért 300 Ft-os konyvekbdl szeretnénk minél tébbet
venni, akkor ezt is megtehetjiik, vehetiink 6-ot, és marad 200 Ft. Amikor ezt
kiszamoljuk, tigynezvezett maradékos osztast végziink.

A maradékos osztas azt jelenti, hogy egy adott (a,b) (b # 0) szamparhoz
keresiink olyan (q,r) szampéart, amelyre teljesiil, hogy a = bg + r (ilyen
mindig létezik, példaul ¢ = 0 és r = a), ahol — és ez nagyon fontos kitétel
— r (a maradék) egy nem negativ, de b-nél (illetve negativ b esetén |b|-nél)
kisebb szam.

Az, hogy ilyen mindig talalhato (ezt mondja ki — mint majd latni fogjuk —
a maradékos osztas tétele (2.8.)), az egész szamok fontos tulajdonsagai kozé
tartozik.

Megjegyzés. Az, hogy tetszdleges a-hoz és b #= 0-hoz talalhato olyan ¢
és r, amelyekre a = bq + r, onmagaban semmitmondé allitas, hiszen ilyen
g-t és r-et végtelen sokat talalhatunk: barhogyan véalasztjuk meg g¢-t, tarto-
zik hozza egy — az egyenlGséget kielégité — r. Ha példaul a = 8 és b = 3,
akkor 8§ =3-04+8=3-1+5=3-(-1)+11=3-242=3-(-2)+14 =
3.3+ (—1) sth.

A tétel azt allitja, hogy a végtelen sok (q,r) par kozott van — méghozza
pontosan egy — olyan, amelyre 0 < r < |b|. (Példankban ez a (2,2) par.)

2.5. Definici6é. Az a = bg+1 (0 < r < |b]) maradékos osztdsban az a-t szo-
kas osztandonak, b-t osztonak, g-t hdnyadosnak és r-et maradéknak nevezni.

2.8. Tétel. (A maradékos osztas tétele) Tetszdleges a, b egész szdmok-
hoz, ahol b # 0 egyértelmien léteznek olyan q és r egész szdmok, amelyekre
a=bqg+r, és0<r<|b.

Bizonyitas. El6szor azt fogjuk megmutatni, hogy tetszéleges a és b egész
szamok esetén léteznek kivant tulajdonsagi q és r szamok.

Felosztjuk a szamegyenest a b tobbszorosei segitségével |b| hosszu inter-
vallumokra, és megkeressiik, hogy melyikbe esik bele a.
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valahol itt van az a

| | | | | | | | | | |
T T

=2|b| —Ilbl O bl 2[D]

2.1. abra.

Ehhez keresniink kell b-nek két olyan tobbszorését, amelyek tartalmazzak
a [—|al; |a]] intervallumot.

Jo nagy intervallumot is vehetiink, nem fontos a legkisebbet. Az a lényeg,
hogy biztosak lehessiink benne, hogy tartalmazza az a-t.

Mivel |b] > 1 (hiszen b # 0), igy —|a||b] < —|a|] < |a| < |al|b].

Tekintstik most b Osszes tobbszorosét —|al|b] és |al|b| kozott, tehat a
—|al|b|, —lallb] + ||, ..., |a||b] — ||, |a||b| alaka szamokat (vagyis {k|b| |
k= —lal,...,|al}).

Ekkor —|al[b] < a < |a||b], vagyis a a legkisebb és a legnagyobb felsorolt

szam kozé esik, igy pontosan egy olyan ¢t van, amelyre teljesiil, hogy ¢ - [b] <
a < (t+1)[b].

| | |
T T T

t|b| a (t+ 1)|b|

2.2. abra.

Legyen most r = a — t|b|. Az vilagos, hogy erre az r-re teljesiilnek a
kirott feltételek, hiszen nyilvin nemnegativ, és mivel |b]-nek két egymast
kovetd tobbszorose kozé esik (de az egyikkel nem lehet egyenld), igy kisebb
|b|-nél.

Mivel ¢|b| oszthato b-vel, igy van olyan ¢ szam (konkrétan ¢ vagy —t),
amelyre gb = t|b|. Ezutan a = t|b| + r miatt a = gb + r teljesiil, és éppen
ilyen r és g szamok létezését akartuk bizonyitani.

Ugyan a fenti t egyértelmtien meghatérozott, és ebbdl egyértelmten kijott
az r és a ¢ is, nem lehetiink benne biztosak, hogy valami méas médon nem
kaphatunk-e més g és r értékeket.

Ezért hatravan még az egyértelmiiség bizonyitéasa.

Tegylik fel, hogy egy a, b szamparhoz talaltunk olyan g, g2, 1, 7o Sza-
mokat, amelyekre a = bq; + 1 = bga + 72, ahol 0 < ry < |b] és 0 < ro < |b].
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0=<r <|b|

~

—1b| < —r, <0

— b
~

—|bl < ri+(=r2) < |D]

2.3. abra.

Ekkor b(q1 — q2) = 1o — 71, amibdl b | ro — 1 kovetkezik. Mivel azonban
0 <7y < |b] vagyis —|b] < —r1 < 0és 0 < 1y < |b], igy ezek Osszegére
—|b] < ra—r1 < |b| (2.3). b-nek azonban csak egyetlen t6bbszorose esik ebbe
az intervallumba, nevezetesen a 0, igy ro —r; = 0, r1 = 9. Emiatt bq; = bqo,
tehat 1 = qo. O

A maradékos osztéas elvét szemlélteti a 2.4. abra animécioja.

—lal|b] a lal|b]

W
K[ < <UD || > 1] | —|[»e] +

2.4. dbra. (animé4cio).

Itt elindithat egy http://www.cs.elte.hu/"kfried/algebral/Remainder.
jar maradékos osztast végzd programot.

Megjegyzés. Kicsit konkrétabban is meggondolhaté a létezés bizonyi-
tdsa nemnegativ a és pozitiv b szdmok esetén. Esetszétvalasztéissal végezziik
el a bizonyitast.

Ha a = 0, akkor tetszéleges pozitiv b-re a = 0 - b+ 0, ahol 0 kielégiti a
maradékra kirott feltételt.

Haa > 0és b >0, dea < b, akkor ¢ = 0 és r = a megfelels, hiszen
a ="0b-0+ a, ahol teljesiil, hogy a maradék (a) nemnegativ, és kisebb, mint
b (abszolut értéke).

Ha a,b > 0 és a > b, akkor vonjunk ki a-bdl b-t, és vizsgaljuk meg az
a — b kiillonbséget.

Ha a—b < b, akkor ¢ = 1 és r = a— b megfelels, hiszen a = b— 1+ (a—b),
ahol az a—b maradék nemnegativ (hiszen a > b volt), és kisebb, mint b(= |b|).
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Ha a — b > b, akkor a — b-bél ismét vonjunk ki b-t, és vizsgaljuk meg
az a — 2b kiilonbséget. Ha a — 2b méar kisebb, mint b(= |b|), akkor ¢ = 2 és
r = a — 2b megfeleld lesz, hiszen a = b-2+ (1 — 2b), ahol az a — 2b maradék
nemnegativ, és kisebb, mint b(= |b|).

Ha a — 2b > b, akkor a — 2b-bdl ismét vonjunk ki b-t, és vizsgaljuk az
a — 3b kiilénbséget.

Vildgos, hogy a fenti eljarést folytatva el6bb-utéobb — de véges sok 1é-
pésben — eljutunk egy olyan a — ¢b kiilonbségig, amely mar kisebb, mint b.
Az elsg ilyen ¢ és a vele képzett r = a — bg maradék megfelel§ lesz, hiszen
a = bq + (a — bq), ahol a maradék nemnegativ, hiszen a — (¢ — 1)b még nem
volt kisebb b-nél, viszont a — bq mér kisebb b-nél, és igy b abszolit értékénél
is.

Egyébként az eljaras azért ér véget el6bb-utobb, mert (példaul) a valos
szamokra érvényes az Archimédeszi axioma (alkalmas atfogalmazasa: tetszs-
leges b természetes szamhoz 1étezik az a természetes szamnak olyan tobbszo-
rose, amely nagyobb, mint b).

Hasonl6an végezhetjiik el a bizonyitast akkor is, ha a vagy b negativ, a
kovetkez6 modositasokkal: Ha a < 0 és b > 0, akkor adjuk hozza az a-hoz a
b-t egészen addig, amig a + (¢ — 1)b még kisebb, mint 0, de mar a + ¢gb > 0.
Ekkor az a = b- (—q) + (a + gb) eldallitast kapjuk.

Ha a is és b is negativ, akkor megint vonjuk ki az a-bol a b-t egészen addig,
amig az a — (¢ — 1)b kiilonbség még kisebb 0-nal, de a — gb mér nagyobb vagy
egyenld, mint 0. Ekkor az a = bq + (a — gb) elGallitast kapjuk.

Ha a > 0 és b < 0, akkor adjuk hozza az a-hoz a b-t addig, amig a + ¢b
kisebb nem lesz b abszolut értékénél, de még nemnegativ. Ekkor a = b-(—q)+
(a + gb) lesz a kivant elgallitas.

Példaul:
Osszuk el maradékosan az a = (—648)-at b = (—17)-tel.

—| — 17| - | — 648] = —11016, ez olyan tobbszordse (—17)-nek, amely
nyilvanvaléan kisebb, mint —648.

Adogassunk hozza | —17]-et, amig egy (—648)-at tartalmazo intervallum-
hoz nem jutunk: —11016, —10099, ..., —663, —646, —429, .. ..

Mivel —663 < —648 < —646, ez lesz a keresett intervallum. r = a — t]b|,
vagyis r = —648 — (—663) = 15. Ekkor viszont ¢ = 39, tehat —648 =
39 (—17) + 15.
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Természetesen a gyakorlatban nem igy végezziik el a maradékos osztast,
hanem megbecsiiljiik, hogy koriilbeliil mennyi lehet a hanyados, és a vissza-
szorzéassal kapott maradékot — amennyiben tdl nagy — ismét megprobéljuk
maradékosan osztani az osztandoval.

Az a helyzet, hogy nem tudunk osztani — nincs megfelel§ osztd algorit-
mus —, olyan, mint amilyen az 6sszeadésra, a kivonasra vagy a szorzasra van.
Csak nagysagrendi becslés alapjan szamolnuk. Réadésul valéban soha nem
osztunk negativ szamot, és soha nem osztunk negativ szimmal. A fenti szor-
zasban ha példaul tudjuk, hogy 6-szor 17 az 102, akkor a (—17) - 30 = —510
becslés utan tudjuk, hogy méar csak a —648 — (—510) = —138 szamot kell
—17-tel osztani. Stb.

Megjegyzés. Mas szamkorokben nem feltétleniil teljesiill a maradékos
osztéas tétele. Nem mintha nem lehetne maradékosan osztani, de a hanyados
és a maradék nem feltétlenil egyértelmii.

Ha pédéul a paros szamok halmaza az alaphalmazunk, akkor nem minden
(a,b) péaros szamparhoz létezik kivant tulajdonsagu paros ¢ és r. Legyen
mondjuk a = 10 és b = 6, ekkor nincs olyan péaros ¢ és r, amelyekre 10 =
6g + 1 és 0 < r < 6 teljesiilne. (Ugyanakkor a racionalis szamok korében
végtelen sok, a feltételeknek eleget tevs (g, r) szampart talalhatunk.)

Megjegyzés. A maradékos osztas vizsgalatakor hasznosak lehetnek a
kovetkezs, konnyen igazolhatoé (a bizonyitas konstrukeiojabol levezethetd)
Osszefliggések:

Legyen a és b két tetszolegesen adott pozitiv egész szam, és a = bg + r,
ahol 0 < r < |b|. Ekkor:

—a=b(—qg—1)+(b—r), ahol (b—7r)<b,
—a=(=b)(g+1)+(b—r), ahol  —(b—r)<|[-0],
a=(=b)(—q)+r, ahol 0<r<|—b|.

Egy fontos kdvetkezménye a maradékos osztés tételének a kovetkezd:

2.3. Kovetkezmény. Ha d | a és d | b és a-t maradékosan osztjuk b-vel,
akkor a keletkezd maradék oszthato lesz d-vel.

Bizonyitas. Az a = gb+r felirasbol r = a —gb, ahol a és b is oszthaté d-vel,
vagyis a 2.6. Tétel értelmében r is oszthaté lesz vele. [

A maradékokra vonatkozo6 sokszor hasznalt és fontos tételt az alabbi:
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2.9. Tétel. Ha a-nak c-vel vald osztdsi maradéka r1, b-nek c-vel vald osztd-
st maradéka ro, akkor (a £ b)-nek c-vel valé osztdsi maradéka ugyanannyi,
mint (r1 + r2)-nek c-vel vald osztdsi maradéka, a - b-nek a c-vel valé osztdsi
maradéka pedig megegyezik r1 - ro-nek c-vel vald osztdsi maradékdval.

Bizonyitas. Legyen

a=cq +r1, ahol 0<mr <]
b=cqy+ 19, ahol 0<ry<|c
1 + 719 = cq3 + 73, ahol 0<r3<]|c
T —T9 = cq4 + T4, ahol 0<rs<]|c és
ry-r9 = cqs + 15, ahol 0<rs<]|c
Ekkor
at+b=cq+r+cp+ro=clq+q)+r+rn=
=c(q1 +q2) +cgz+13=clq1 + g2+ q3) + 73,
tovabba
a—b=cq+r—(cg2+r2)=clqn —q)+11—r2=
=c(q1 —q2) +cqa+ra=clq — g2+ qa) + 74,
végiil

a-b=(cqr+r1)(cqz +12) = cleqiqz +r1g2 +7r2q1) + 11 -T2 =
= c(cquqa + r192 + r2q1 + q5) + 15,

ahol 0 <7z <|c[,0<ry <], 0<rs <|c|. O

Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy nem arr6l van szd, hogy példaul (a+b)-
nek c-vel vald osztasi maradaka megegyezne a-nak és b-nek c-vel val6 osztési
maradékanak Osszegével (hiszen az |c|-nél nagyobb is lehet), hanem annak
csak c-vel vald osztasi maradékaval egyenld.

A tétel allitasat a mésik irdnyban alkalmazva fontos Gsszefiiggést kapunk:

2.4. Kovetkezmény. Ha a; és ao, illetve by és ba ugyanazt a maradékot
adjdk m-mel osztva, akkor a1 &+ by ugyanazt a maradékot adja m-mel osztva,
mint as & bo.

Bizonyitas. Legyen az a; és ao, illetve by és by szémok m-mel val6 osztasi
maradéka rendre r és s. A fenti tétel értelmében a; +b; és ao +by is ugyanazt
a maradékot adja, mint amit r + s ad, tehét a; = b1 és ag £ by ugyanazt a
maradékot adja m-mel osztva. [
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2.1. Megjegyzés. Maradékos osztasnal olykor szokés a legkisebb nemnega-
tiv maradék helyett a legkisebb abszolut értéki maradékot venni. Igy példaul
a T-tel valé6 maradékos osztas maradékait 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 helyett —3, —2,
—1, 0, 1, 2, 3-nak tekinteni. Nyilvin a —3 a 4, a —2 az 5, a —1 pedig a 6
helyett jon szoba (ezek példaul a 2.9. Tétel alapjan ugyanazt a maradékot
adjak 7-tel osztva, mert —3+7=4, -2+ 7=5 —1+7=06).

Feladatok

1. Minden természetes szdmhoz hozzarendeliink egy szamot a kdvetke-
zGképpen: Osszeadjuk a szamjegyeit, és ha az nem egyjegyt, akkor az
Osszeggel megismételjiik az eljarast. Tessziik ezt mindaddig, amig egy-
jegyl szamot nem kapunk.

Alljon két természetes szam relacioban egymassal, ha ugyanazt az egy-
jegyl szamot rendeltiik hozza.

Igazolja, hogy ez ekvivalenciarelacio.
Mik lesznek az ekvivalenciaosztalyok?

2. Milyen egész n-re oszthato (tetszoleges a, b egész szamok esetén) (a+b)-
vel az o™ + b7

Milyen egész n-re oszthato (tetszéleges a, b egész szamok esetén) (a—b)-
vel az a™ + b"7

Milyen egész n-re oszthato (tetszéleges a, b egész szamok esetén) (a+b)-
vel az o' — b7

Milyen egész n-re oszthato (tetszéleges a, b egész szamok esetén) (a—b)-
vel az a” — b7

3. Milyen, n-re vonatkozo6 feltétel mellett oszthato (tetszdleges a, b egész
szamok esetén) az a™ + b" Osszeg egyszerre (a+ b)-vel és (a — b)-vel is?

4. Milyen, n-re vonatkozo feltétel mellett oszthato (tetszdleges a, b egész
szamok esetén) az a" — b" kiilonbség egyszerre (a + b)-vel és (a — b)-
vel is?

5. Keressen (a, b, n-re vonatkozo) tobbféle konkrét feltételt, amelyek mel-
lett a™ + b™ szorzattéa alakithato!

6. Keressen (a, b, n-re vonatkozo) tobbféle konkrét feltételt, amelyek mel-
lett a™ — b™ szorzattéa alakithato!

7. 1 és 100 kozott melyik természetes szamnak van a legtobb (pozitiv)
osztoja?
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8. Végezze el a kovetkezd maradékos osztésokat:
—246-ot ossza el 17-tel, 246-ot —17-tel, —246-ot —17-tel, 246-ot 17-tel.

Mit vesz észre a hanyadosokkal és a maradékokkal kapcsolatban?

9. Ossza el maradékosan a 17-et 246-tal és —246-tal.



3. fejezet

Szamrendszerek, oszthat6sagi
szabalyok

A szamok nalunk hasznélatos mai — tizes szamrendszerbeli, helyiértékes —
frasmodja hossza id6 alatt alakult ki. Ma mar mindenki szaméra természe-
tes, hogy ha a 324-es szamot latjuk, mindannyian ugyanarra a — 3 szézasbol,
2 tizesbdl és 4 egyesbdl all6 — szadmra gondolunk, de ez korantsem volt mindig
igy. Az id6k soran kiilénbo6z6 népek kiilonféle modszereket alkalmaztak a sza-
mok lejegyzésére, a romai szamok példaul (CCCXXIV) a mai napig tiikrozik
egy nem helyiértékes irasmod emlékét. A helyiértékes irasmod az idGsza-
mités elstt 1900 koriil alakult ki Mezopotamiaban (http://hu.wikipedia.
org/wiki/A_matematika_tdrténete). Bizonyos mértékegységeink valtosza-
ma — példaul 60 masodperc = 1 perc, 60 perc = 1 6ra — az ott hasznalt
hatvanas szamrendszerre utalnak. A tizes szamrendszert tobb Okori nép is
hasznalta, de altalaban helyiérték nélkiil. A tizes szamrendszer és a helyiér-
ték Osszekapcsoldsa — csaktugy, mint a 0 6nallo szamjegyként valo alkalma-
zésa — hindu 6rokség. A legrégebbi tizes szamrendszerben felirt helyiértékes
szamot tartalmazo régészeti emlék i. sz. 590 kornyékérsl, Indiabol szarma-
zik (http://hu.wikipedia.org/wiki/Szamjelols rendszerek aloldalan). A
hindu szamirés késébb arab kozvetitéssel jutott el Eurépaba, ahol igen lassan
terjedt el, hasznélata csak a XVI. szazadra valt altaldnossa.

A 324-es szam eredetileg 324 darab valamit — birkat, fat, kavicsot, lépést
stb. — jelentett. Ha feljegyzést kivanunk késziteni errdl a 324 valamirdl, akkor
kézenfekvs valamilyen egyszeri jelet, példaul egy strigulat 324-szer leirni.
Ez a fajta irasmod létezett is, hasznalatanak megvan az az elénye, hogy
nem kell hozza ismerni valamiféle jeleket (szamokat), elég minddssze azt
ellendrizni, hogy ugyanannyi birka jott-e haza a legel6rél, mint ahany rovas
van a palcikdn. Hatranya viszont, hogy mar viszonylag kis szamok esetén is

34
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attekinthetetlen, hosszadalmas, és hasznaldjat mar a legegyszertibb szorzasi
miivelet is gyakorlatilag megoldhatatlan feladat elé allitja.

Vélasszunk a 324 helyett egy kisebb szamot, mondjuk a 24-et! A 24 ily
modon lejegyezve: ||[|||I[III[IIII[I||/||. Lathato, hogy els§ ranézésre még egy
ilyen kis szam esetén is csak hozzavetSleges elképzelésiink lehet a leirt szdm
nagysagarol. Sokat segit, ha striguldinkat csoportositjuk, mondjuk tizes cso-
portokba: |[|[|||II| T[] ||| Most elég csak azt ellendrizniink, hogy héany tel-
jes csoportunk és még hany strigulank van. Nagyobb szdmok esetén tiz tizes
csoportboél képezhetiink egy nagyobb csoportot — és igy tovabb, a szidmrend-
szeren alapuld irasméd mélyén ez a csoportositasi 6tlet hiizodik meg. A 324
leirasakor 3 nagy (tizszer tizes), 2 kicsi (tizes), és egy csonka, 4 strigulabol
all6 csoport lesz. A helyiértékes irasmod egyik el6nye, hogy ezt roviden képes
lejegyezni. A 324 megfelelGen csoportositott strigula helyett csak azt soroljuk
fel, hogy melyik fajta csoportbol hany van — a csoportok nagységrendjének
csokkend sorrendjében.

A szamirasunknak tehdt nem a szamrendszer alapszama a legnagyobb
érdeme, hanem a helyiértékes irasmod. Ennek nagy elénye, hogy egy véges
jelkészlet segitségével (tizes szamrendszerben példaul a 0,1,2,...,8,9 szam-
jegyek felhasznalasaval) tetsz6leges nemnegativ egész szam egyszerten leir-
hato, konnyen visszaolvashato, és az igy leirt szamokkal viszonylag egyszeri
algoritmusok alapjan végezhetdk el az alapmitiveletek.

Nem terjedhetett volna el azonban ez a feliras, ha nem lenne egyértelmti
egy szém felirdsa. Azt, hogy ez a fajta irdsmod alkalmas a szamok egyértelmt
lejegyzésére, a kovetkezs tétel alapjan tudjuk.

3.1. Tétel. Minden pozitiv egész szdm egyértelmien felirhato
A=a, 10"+ ap_1-10""" + ...+ a1 - 10 + ag
alakban, ahol Vi-re 0 < a; < 10, a; € N és a,, # 0.
Bizonyitas. A maradékos osztas tétele (2.8. Tétel) szerint léteznek az egy-
értelmiien meghatarozott qo és ag egész (s6t, nemnegativ) szamok, amelyekre
A = 10qo + aop, ahol 0 <aqp < 10.

Hasonloan

qo = 10q1 + aq, ahol 0<a; <10.

Igy folytatva
q1 = 10g2 + az, ahol 0 < ay < 10.
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qrx—1 = 10qi + ay, ahol 0 <ar < 10.

Mivel A > qo > q1 > q2 > ... > qx—1 > qr > ... és mindegyik nemnegativ
egész szam, el6bb-utobb eljutunk egy ¢, = 0-ig. Ekkor:

qn—1 = 10¢y, + a,-bdl gn—1 = Qn.

Ezt visszahelyettesitve:

qn—2 = 10ayn, + an—1.

Folytatva a visszahelyettesitést:
Gn—3 = 10%an + 10451 + ap—2.

Es igy tovabb. Végiil az

A=a,-10"+ay,_1-10" 4+ ... +a;-10 +ag
elgallitashoz jutunk, ahol az a,, an—1, ..., ag egész szamok mindegyike egy-
értelmiien meghatéarozott, tovabba minden i-re 0 < a; < 10 és a, # 0 (ez

utébbi abbol kovetkezik, hogy ellenkezd esetben mar ¢, is nulla lett vol-
na).

Bar az el6allitas egyértelmd, mégis elképzelhets, hogy valami més tton
egy masik felirashoz jutunk. Ezért még be kell latnunk, hogy ha van kétféle
feliras, akkor azok ugyanazok. Ha

A= ap10"+an_1-10"" 4. . +a1-104ag = b 10 +b_1-105 T+ . 4+b1-10+by,

(feltehetd, hogy n > k, valamint n > i > k esetén valasszuk b;-t 0-nak),
akkor ezek kiilonbsége

0= (an—bp) 10"+ (ap_1 —bp_1) - 10" 1+ ...+ (a1 — b1) - 10 + (ag — bo).

A bal oldalon 4ll6 0-nak minden természetes szam osztdja, ezért a jobb ol-
dalon &ll6, vele egyenl§ szamnak is.

Mivel (ay —by) - 10" + (a1 — by_1)-10""1 +. ..+ (a; — by) - 10 oszthato
10-zel, igy (ap — bo) is. Ez — mivel 0 < ag, by < 10 — csak ugy lehet, hogyha
ag = by. Ezért

0= (an—bp) 10" + (an_1 — bp_1) - 10"+ ...+ (a1 — by) - 10.
Most a 102-nal folytathaté ugyanez a gondolatmenet, emiatt a; = by.

Folytatva a gondolatmenetet 10 kovetkez6 hatvanyaira, n 1épésben elju-
tunk a 10 n-edik hatvanyaig, az a, = b, kovetkeztetésre jutunk, amibdl azt
kapjuk, hogy a két feliras ugyanaz. [
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Itt talal egy programot, amely atir egy valamilyen (2-10) alapt szam-
rendszerben felirt szamot egy maésik alapura.

Itt elindithat egy http://www.cs.elte.hu/"kfried/algebral/Numeral.
jar szamrendszerek kozott konvertalé programot.

Megjegyzés. Az a,, an—_1, - .., ag szdmokat szokas az
A=a, 10"+ ap_1-10""1 + ... + a1 - 10 + ag

szam tizes szadmrendszerbeli szdmjegyeinek nevezni, a 10 hatvanyait pedig
helyiértékeknek. Tétellink értelmében a tizes szdmrendszerbeli szamjegyek
fenti sorozata egyértelmten jellemzi a szamot, ezen alapul a szamok szokasos
tizes szdmrendszerbeli irdsmodja.

Megjegyzés. Az a, =0 kikotésre az egyértelmtiséghez volt sziikség.
Semmi elvi akadalya sincs annak, hogy megengedjiik, hogy egy szam ,0-val
kezd6djon”, csak éppen ha megengedjiik, akkor a felirds nem lesz egyértelmi,
a 12-t példaul 012-nek, vagy 0012-nek stb. is irhatnank. Tétellink tehat nem
azt mondja, hogy 0-val nem kezd6dhet szam, hanem azt, hogy a szdm elejére
irhato nullaktol eltekintve egyértelmii a felirés.

Hasonlo tétel teljesiil mas alapszamu szamrendszerekre is:

3.2. Tétel. Legyent > 2 természetes szdm. Ekkor minden pozitiv egész szam
egyértelmien irhato fel

A=apt"an 1"+ ... +ait + ao

alakban, ahol minden i-re 0 < a; <t, a; € N és a,, # 0.

Bizonyitas. A 3.1. Tétel bizonyitésa sorédn sehol nem hasznaltuk ki, hogy
a szamrendszer alapszama éppen 10, igy annak bizonyitasa tetszéleges t > 2
természetes szdmra levezethets. A tétel allitasa igy tetszbleges ¢ szdmrend-
szer alapszamra megfogalmazhato, a bizonyitasban pedig minden pontosan
ugy felirhatd, mint a 3.1. Tételében, csak a 10 helyére mindenhova -t kell
frnunk. [J

Példaul: 324 =2-5%3+2-52 445+ 4 = 22445,

Megjegyzés. Mivel a szadmiras soran a 10-es szamrendszert hasznaljuk,
ha nem tizes szamrendszerben irunk fel egy szamot, jellniink kell a felirasban
a szamrendszer alapszamaét.

Megjegyzés. Amennyiben 10-nél nagyobb szémot vélasztunk a szam-
rendszer alapszamaul, a szokasos 10 szamjegy nem elegendd. Ilyenkor j je-
leket kell bevezetniink a 10, 11, ..., { —1 szdmok mint szamjegyek jelolésére.
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Informatikdban példaul elterjedt a 16-os szamrendszer, ahol a 10-re az A,
11-re a B, 12-re a C, 13-ra a D, 14-re az E, 15-re az F jeleket hasznaljék.

Példaul: 345812 =3-123 +10-122 +5-12+ 11 = 66951

Oszthat6sagi szabalyok

A matematika egyik legrégibb dga a szdmelmélet. Azt hihetnénk, hogy nincs
megoldatlan szamelméleti probléma, azonban ez egyaltalan nincs igy. S6t!

A mai modern tudoméanyok koziil példaul a szamitogéptudomany tamasz-
kodik a szamelmélet egyes eredményeire. Koztiik arra, hogy egy szamrol ra-
nézésre nem lehet eldonteni, hogy mik az oszt6i. Ezt hasznélja fel a szamito-
gépes titkositas soran: olyan nagy szamokat hasznal titkositasi kod gyanant,
amelyek oszto6irdl csak az arra illetékesek tudnak, a szdm pedig olyan nagy,
hogy gyakorlatilag képtelenség megtalélni az osztoit. Errél késébb kicsit bs-
vebben fogunk sz6lni.

Kisebb léptékben is gyakran van ra sziikség, hogy megallapitsuk, mely
szamok osztéi egy szémnak, vagy — egy még egyszertibb kérdés — hogy
oszthato-e egy szam valamelyik mésikkal.

Ehhez bizonyos esetekben nincs sziikség a maradékos osztés tényleges
elvégzésére. Korabbi tanulméanyaikbol ismerhetiink mar kritériumokat egyes
szamokkal valo oszthatosagrol.

Bontsuk kétfelé ezeket a kritériumokat. Az egyik fajta a szam felirasatol
fiiggetlen (példaul: egy szam akkor és csak akkor oszthato 6-tal, ha 2-vel is és
3-mal is oszthat6). A maésik fajta viszont a szamnak a 10-es szamrendszerbeli
helyiértékes felirasabol formalisan kovetkeztet.

Mi most az utébbival fogunk részletesen foglalkozni.

Mindenekel6tt szogezziik le, hogy a 2.4. Tétel értelmében oszthatosagi
kérdések vizsgalatakor elegendé pozitiv szamok pozitiv osztoéit keresniink.

Fzek az tgynevezett oszthatésagi szabalyok, amelyek alapjan a szam
alakjabol szinte ranézésre, gyorsan eldonthetd, hogy a szdm bizonyos szé-
mokkal oszthato-e. A legismertebb oszthatosagi szabalyok (amelyekkel méar
a korabbi tanulményaink soran is taldlkoztunk) a kovetezsk:

Az A=a,-10"+a,_110" 1+ ... +a;-10+ag (tizes szamrendszerben
felirt) szam akkor és csak akkor oszthatd

(1) 10-zel, ha utols6 szamjegye 0 (10-zel oszthato).
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(2) 2-vel, ha utolsé szamjegye paros (2-vel oszthato).

(3) 5-tel, ha utolsé szamjegye 0 vagy 5 (5-tel oszthato).

(4) 4-gyel, ha az utolso két szamjegyébdl allo szam oszthato 4-gyel.

(5) 25-tel, ha az utolso két szamjegyébdl 4llo szam oszthatod 25-tel.

(6) 8-cal, ha az utols6é harom szamjegyébdl allo szam oszthato 8-cal.

(7) 9-cel, ha a szam szamjegyeinek Gsszege oszthatd 9-cel.

(8) 3-mal, ha a szam szamjegyeinek Osszege oszthato 3-mal.

(9) 11-gyel, ha a szamjegyek valtott elGjelii Gsszege oszthato 11-gyel.

Példaul: A 3 564 672 180 szam oszthato 2-vel (mert az utolso szamjegye,
a 0 paros), 3-mal (mert szamjegyeinek Osszege, 42, oszthaté 3-mal), 4-gyel
(mert az utolso két szamjegyébdl allo szam, a 80 oszthato 4-gyel), 5-tel (mert
az utols6 szamjegye, a 0 oszthato 5-tel) és 10-zel (mert az utolso szémjegye
0). Nem oszthato viszont sem 25-tel, sem 8-cal, sem 9-cel, sem 11-gyel. Mas
szamokkal val6 oszthatosagarol kozvetlentl a fenti szabalyok alapjan egyel6re
nem mondhatunk semmit.

Megjegyzés. A fenti példaban szerepls szamrol joggal allapithatjik meg
néhanyan, hogy példaul 6-tal is oszthatd, hiszen ha egy szam péros és 3-mal
oszthatd, akkor 6-tal is oszthato; vagy hogy 20-szal is oszthatd, hiszen ha
4-gyel is és b-tel is oszthatd, akkor 20-szal is oszthaténak kell lennie. Olyan
szabélyokkal azonban, amelyek bizonyos osztok létezésébdl kovetkeztetnek
djabb osztok létezésére, most nem foglalkozunk. Azt viszont megjegyezziik,
hogy &ltalaban nem igaz az, hogy ha egy szam oszthato a-val is és b-vel is,
akkor oszthato ab-vel is. A fenti szam példaul oszthatd 4-gyel is és 6-tal is,
de 24-gyel mar nem.

Gyiijtsiik tablazatba 10 egyes hatvanyainak a vizsgalt osztok szerinti ma-
radékat. (Az egyszeriiség kedvéért a 0-kat hagyjuk ki.)
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106 | 10° | 10* | 10® | 10% | 10* | 10°
o o o o] 0] o0 1 2
1 1 1 1 1 1 1 3
o o| o O] 0] 2 1 4
o o o o] 0] o 1 5
o o o O] 4] 2 1 8
1 1 1 1 1 1 1 9
o o o o] 0] o0 1] 10
1| 10 1| 10 1| 10 1| 11

Vegylik észre, hogy egyes szamokkal valo osztéskor csak az utols6 né-
hany 10-hatvanyt kell tekintetbe venniink. Ezek (2, 4, 5, 8, 10) egy bizonyos
hatvany utan mar oszt6i valamely 10-hatvanynak. Masok osztasi maradékat
azért tudjuk konnyen meghatarozni, mert azok a 10-nél 1-gyel kisebb vagy
nagyobb szam osztoi.

A megfigyeléseink alapjan a fenti szabalyokhoz hasonlé szabalyokat més
alapszami szamrendszerekben is fel tudunk irni:

Az A = apt"+an_1t" 1+, . .4ait+ag szam akkor és csak akkor oszthato

(1) t-vel, ha utolso szamjegye 0.

(2), (3) t-nek egy tetszdleges dj, osztojaval, ha utolsd szamjegye oszthatd
di-gyel.

(4), (5) t>-nek egy tetszéleges do osztojaval ha az utolsé két szadmjegyébdl
allo szam oszthato ds-vel.

(6) t3-nek egy tetszéleges ds osztéjaval, ha az utolsé harom szamjegybél allo
szédm oszthaté dg-mal.

(7) (t — 1)-gyel, ha a szamjegyek Osszege oszthato (t — 1)-gyel.

(8) t — 1 egy tetszsleges dy osztojaval, ha a szdmjegyek Osszege oszthatd
d4-gyel.

(9) (t+1)-gyel, ha a szamjegyek valtott el§jeld dsszege oszthato (¢ +1)-gyel.
Tovabba:

(10) t+41 egy tetszdleges ds osztdjaval, ha a szamjegyek valtott elgjeld dssze-
ge oszthato ds-tel.



Fried Katalin — Korandi Jozsef — Torok Judit: A szamelmélet alapjai 41

Osszefoglalva:

3.3. Tétel. Az A = a,t” + ap_1t" ' + ... + a1t + ag szdm akkor és csak
akkor oszthato

(i) d-vel, ahol d | t*, ha d | an_1t*=" + ... + a1t + ag (vagyis ha d osztdja
az utolsd k szamjegybdl dllo szamnak).

n
(i) e-vel, ahol e | t — 1, ha e | Y. a; (vagyis ha e osztdja a szamjegyek
i=0
dsszegének).

(iii) f-fel, ahol f | t+1, ha f| S (—1)%a; (vagyis ha f osztdja a szdmjegyek
=0

vdltott eldjeli dsszegének).

Megjegyzés. A tétel magaba foglalja az 6sszes korabban felsorolt sza-
balyt: (i) vonatkozik az alapszamnak és az alapszam hatvanyainak osztoi-
val valo oszthatosagra, (ii) az alapszamnal eggyel kisebb szammal és annak
egyéb osztoival valo oszthatosagra, (iii) pedig az alapszamnal eggyel nagyobb
szammal, illetve annak egyéb osztoival vald oszthatdsagra.

A tizes szamrendszerbeli szabalyokat a t = 10 speciélis esetben kapjuk;
(i) tartalmazza az (1), (2), (3), (4), (5) és (6) szabalyokat, (ii) a (7) és (8) sza-
balyokat, (iii) pedig a (9), tovabba (a tizes szamrendszerben semmitmondo)
(10) szabalyokat.

Bizonyitas. (i) A = (t"a,+...+tFa) +(tFlag_1+...+ag) = B+C. (Az
els6 tagot jeloltiik B-vel, a masodikat C-vel.) A B szam egy olyan Osszeg,
amelynek minden tagja oszthato tF-nal, ezért t* minden osztojaval, igy d-vel

is: d | B.

A 2.6. Tétel alapjan ekkor ha d | A(= B + C), akkor d | C = A — B,
valamint ha d | C, akkor d | A= B + C.

i) A:(@w4—1mn+@wﬂ—1mmﬂ+”.+@—1ml )+
+( an + ap—1+...+ ap+ay)=B+C

n
Az elss tagot jeloltiik B-vel, a masodikat C-vel, itt tehat C' = > a; a szdm-
i=0
jegyek Osszege.
Felhasznalva, hogy tetszéleges k > 0 egész esetén t — 1 | tF —1 (2.7. Teé-
tel) azt kapjuk, hogy B-nek minden tagja oszthato (¢ — 1)-gyel. Vagyis B
oszthaté ¢ — 1 minden osztéjaval, igy e-vel is.
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A 2.6. Tétel alapjan ekkor ha e | A, akkor e | A— B = C'; ha pedig e | C,
akkor e | B+ C = A.

(iii)
A= ((t” (= D)Map + (" — (1) Vap_g + ...
+ (3 + Dag + (t* — ag + (t + 1)a1>+

+ ((_1)nan +(=1)"Ya, 1 4... —az+az —a; + ao) =B+C

n .

Az els6 tagot jeloltikk B-vel, a masodikat C-vel, ahol C' = ) (—1)a;, azaz
i=0

A szamjegyeinek valtott elGjeld Osszege, és az egyesek helyén allo szamjegy

elGjele pozitiv.

Ahogy a (ii) esetben, most is felhasznaljuk, hogy t — (—1) | t* — (—=1)¥
minden k nemnegativ egész szamra, azaz t + 1 | tF — (—1)*.

Igy — ismét a 2.7. Tételt alkalmazva — azt kapjuk, hogy a B Gsszeg minden
egyes tagja oszthato (t+ 1)-gyel. Vagyis B oszthatod (¢ + 1)-gyel, igy ¢t + 1
minden osztojaval, ezért f-fel is.

Innentdl a bizonyitas a 2.6. Tétel felhasznalasaval ugyantugy torténik,
mint az (i) és a (ii) esetben: A akkor és csak akkor oszthato f-fel, ha C is. O

Példaul: A 243125617 szam oszthatd 2-vel, mert a szamjegyek Osszege
paros (2 | (7 — 1) = 6), 3-mal, mert a szamjegyek Osszege 3-mal oszthato
(3] (7—1) =6) és 6-tal, mert a szamjegyek Gsszege oszthato 6-tal.

Viszont nem oszthato 7-tel, mert nem 0-ra végzidik és 4-gyel (és igy 8-cal
sem), mert a szamjegyek valtott el§jeld dsszege nem oszthato 4-gyel.

3.1. Megjegyzés. Mindharom bizonyitas azon alapult, hogy az A szamot
sikeriilt egy olyan A = B + C' &sszeg alakjaban felirni, ahol az sszeg egyik
tagjarol (B-r6l) megmutattuk, hogy mindenképp oszthato a szabélyban sze-
replS osztoval. Ebbdl azonban nemcsak az kovetkezik, hogy A akkor és csak
akkor oszthato a szabalyban szerepld szammal, ha C' oszthat6 azzal, hanem
az is, hogy A ugyanazt a maradékot adja a szobanforgd szammal osztva, mint
C. (Ha A = B + C, akkor A maradéka nyilvian megegyezik B + C maradé-
kéval, ami viszont — mivel B maradéka 0 — megegyezik C' maradékaval, 1lasd
2.9. Tétel.)

Ennélfogva a fenti tételnél erGsebb allitas is megfogalmazhato:

3.4. Tétel. Az A = ant” + an_1t"" ' + ...+ a1t + ag szdm ugyanazt a ma-
radékot adja
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(i) t* tetszdleges osztdjdval osztva, mint t alapi szamrendszerben felirva
az utolsé k darab szdmjeqyébdl dllo szdm.

(il) t—1 tetszdleges osztdjaval osztva, mint t alapi szamrendszerben felirva
a szdmjegyeinek dsszege.

(i) t+1 tetszdleges osztdjaval osztva, mint t alapi szamrendszerben felirva
a szamjegyeinek vdltott eldjelid dsszege.

Bizonyitas. Léasd a 3.1. Megjegyzést. [J

Kovetkezmény. Ezzel bebizonyitottuk (¢ = 10 mellett) a 10-es szam-
rendszerben kordbban felirt oszthatosigi szabélyokat is.

3.2. Megjegyzés. A késGbbiekben kiilon jeldlést fogunk bevezetni arra,
hogy két szam ugyanazt a maradékot adja egy harmadikkal osztva (lasd kong-
ruenciék, 8.1. Definici6), ami lényegesen egyszeriibbé teszi majd az ilyesfajta
allitasok lejegyzését.

3.3. Megjegyzés. Az eddigiek soran szerepld oszthatdsagi szabalyok a leg-
ismertebbek és legkonnyebben alkalmazhatok, de szdmos tovabbi szabaly is
kimondhato.

Ezek egy része — mint példaul a 6-tal valo oszthatosag szabalya (egy szam
akkor és csak akkor oszthato 6-tal, ha 2-vel is és 3-mal is oszthato) — méas sza-
mokkal val6 oszthatésaghol kovetkeztet az illet szammal valo oszthatosagra,
és altalaban a maradékrol — ha az nem 0 — nem mond semmit. Azt, hogy
pontosan milyen koriillmények kozott kovetkeztethetlink az a-val és b-vel vald
oszthatdsagbol az ab-vel valo oszthatosigra, késébb fogjuk tisztazni.

Altalaban kénnyt oszthatosagi szabalyt mondani olyan szamokra, ame-
lyek 1-gyel kisebbek vagy 1-gyel nagyobbak egy tizhatvanynal (nem tizes
alapt szamrendszerekben pedig az alapszam valamelyik hatvanyanal). Ezt
szemléltetik a kévetkezd példak:

3.1. Példa. Egy (tizes szamrendszerben felirt) szam akkor és csak akkor
oszthato 37-tel, ha az a szam, amelyet ugy kapunk, hogy az eredeti szam
szamjegyeit hatulrél kezdve harmas csoportokba osztjuk, majd az igy kapott
héromjegyd szamokat Gsszeadjuk, az Osszeg szintén oszthatd 37-tel.

A szabaly igazolasa torténhet példaul agy, hogy az eredeti szamot atirjuk
1000-es szamrendszerbe, majd alkalmazzuk ra az alapszamnal eggyel kisebb
szamra vonatkozo szabalyt (37 | 999).

Mivel egyébként 999 = 37-27, a 27-tel valo oszthatdségra pontosan ugyan-
ez a szabaly érvényes: Egy (tizes szamrendszerben felirt) szam akkor és csak
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akkor oszthato 27-tel, ha az a szam, amelyet tgy kapunk, hogy az eredeti
szam szamjegyeit hatulrdl kezdve harmas csoportokba osztjuk, majd az igy
kapott haromjegyt szamokat Osszeadjuk, az Osszeg is oszthatd 27-tel.

3.2. Példa. Egy (tizes szamrendszerben felirt) szam akkor és csak akkor
oszthatd 13-mal, ha az a szém, amelyet Ggy kapunk, hogy az eredeti szam
szamjegyeit hatulrél kezdve harmas csoportokba osztjuk, majd az igy kapott
haromjegyd szamokat valtott elGjellel 6sszeadjuk is oszthaté 13-mal.

A szabalyt ismét igazolhatjuk példaul ugy, hogy az eredeti szamot at-
irjuk 1000-es szamrendszerbe, majd alkalmazzuk ra az alapszamnal eggyel
nagyobb szam osztoira vonatkozo szabalyt (13 | 1001).

Hasonl6 igaz 1001 tobbi osztojara is, igy 7-re, 11-re is.

Valojaban tetszGleges szamra gyarthatunk oszthatosagi szabalyt (bar a
szabély alkalmazésa gyakran nehézkesebb lehet, mint egyszertien elvégezni
az osztast). Ezt szemlélteti a kovetkezd példa:

3.3. Példa. Egy (tizes szamrendszerben felirt) szam akkor és csak akkor
oszthatd 7-tel, ha az a szdm is oszthato 7-tel, amelyet a kovetkezSképpen
kapunk: szorozzuk meg az eredeti szdm szdmjegyeit hatulrél kezdve rendre
a kovetkez6 szamokkal: 1, 3, 2, —1, =3, =2, 1, 3, 2, —1, =3, —2, ..., majd
adjuk 6ssze az igy kapott szorzatokat.

Ennek igazolasédhoz irjuk fel ismét azt a tablazatot (a 7-re), amelyben
10 hatvanyainak maradékait irtuk fel az adott szdmmal osztva, ezittal a
legkisebb abszolut értékii maradékokat beirva (lasd 2.1. Megjegyzés):

106 | 10° | 10* | 103 | 102 | 10! | 10°
1] -21] -3 -1 2 3 1 7

A szabaly itt lathatoan azon mulik, hogy az A = a,10" + a,_110" ! +
...+ @110 + ap szamban szerepls tizhatvanyok (héatulrol kezdve a 0-dik hat-
vannyal) rendre ugyanazokat a maradékokat adjak 7-tel osztva, mint a meg-
adott szdmok: az 1 egyet, a 10 harmat, a 100 kett6t, az 1000 ugyanannyit,
mint a —1 (vagyis 6-ot) stb.

Feladatok

1. Milyen alapt szdmrendszerben olvashato le a jegyek (esetleg véltott
elgjeld) Gsszegébdl a T-tel valo oszthatosag? Minden lehetséges szam-
rendszeralapszamot adjon meg]!
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2. Milyen alapi szamrendszerben olvashato le az utolsé néhany szamjegy-
bél a 7-tel valoé oszthatosag? Minden lehetséges szamrendszeralapszé-
mot adjon meg!

3. Egy t alapu szdmrendszerben a szdmjegyek 0sszegébdl kovetkeztethe-
tiink a 4-gyel val6é oszthatoségra. Mivel valo oszthatosidgra kovetkez-
tethetiink a szamok valtott elGjeld 6sszegébdl?

4. Milyen szamrendszer(ek)ben kovetkeztethetiink a szamjegyek (esetleg
valtott elGjeld) Gsszegébdl és az utolsé néhany szamjegybdl a 11-gyel,
valamint a 4-gyel vald oszthatosagra?

5. Irja fel a 3.4. Tétel szerinti oszthatosagi szabélyokat a 8-as, 9-es, 17-es
alapi szamrendszerekben!

6. Igazolja, hogy 9-esbdl 3-as szamrendszerre Ggy lehet attérni, hogy az
egyes szamjegyeket helyettesitjiik a 3-as szamrendszerbeli alakjukkal!

Mondjon ki hasonlé (helyes) allitasokat!

7. A t+1 alaptu szamrendszerben felirt ¢ttt szam négyzete titzyyyx. Ha-
tarozza meg a szamrendszer alapszamaét!

8. Készitsen oszthatdsagi szabalyt a 7-re a 11-es szamrendszerben!

9. Igazolja, hogy barmely k egymast kovetd egész szam szorzata oszthatod
El-sal (kK!'=1-2-3-...-(k—1)-k)



4. fejezet

Legnagyobb kozos oszto,
legkisebb kozos tobbszoros

Két — nem feltétleniil kiilonb6z6 (egész) — szam legnagyobb kozos osztojanak
értelemszertien azt a szdmot nevezziik, amely mindkettének osztdja, és az
ilyen tulajdonsaguak — vagyis a kozos osztok — koziil a legnagyobb:

4.1. Definicié. Az a és b szamok legnagyobb kizos osztdja d, ha

1. d|aésd]|b, toviabba
2. ha valamely ¢ szamra c | a és ¢ | b, akkor d > c.
4.1. Jeldlés. d = (a,b) vagy d = Inko(a,b).
Példaul: (8,12) = 4, mert a 8 osztoi: 1, —1, 2, —2, 4, —4, 8, —8; a 12

osztoi: 1, —1, 2, —2, 3, =3, 4, —4, 6, —6, 12, —12; kozbs osztok: 1, —1, 2,
—2, 4, —4. Ezek koziil a legnagyobb a 4.

(—8,12) = 4, mert a —8 osztdi ugyanazok, mint a 8 0sztoi.

(0,6) = 6, mert a 0-nak minden szam osztoja, a 6 osztéi kozil a 6 a
legnagyobb.

Megjegyzés. Altalaban (a,a) = |a| és (0,a) = |a|, kivéve, ha a = 0.

Ha a és b is 0-val egyenls, akkor nem létezik legnagyobb k6zos osztoja
a-nak és b-nek, ugyanis a 0-nak minden szam osztbja, és az egész szamok
kozott nincsen legnagyobb.

Ha létezik (a,b) (azaz nem mind a kettd 0), akkor létezik kozos osztojuk
(példaul az 1), véges sok osztoja van legalabb az egyiknek, és ezek kozott
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létezik legnagyobb — rdadasul egyetlen legnagyobb van koztiik. Ezért a-nak
és b-nek mindig létezik egy egyértelmien meghatdrozott legnagyobb kozos
osztoja

Azt is megallapithatjuk, hogy két szam legnagyobb kozos osztoja (ha
egyaltalan létezik, vagyis ha nem mindketts 0) mindig pozitiv, ugyanis a
koz0s osztok mindegyikének — igy a legnagyobbnak is — az ellentettje is kozos
oszt6. Ez a k6z0s osztdé nem lehet a 0, és egy nem 0 szam és az ellentettje
koziil mindig a pozitiv a nagyobb.

Hasonloképpen definidlhato ketténél tobb szam legnagyobb kozos osztoja
is:

4.2. Definicié. Az ay, as, ..., ar szamok legnagyobb kézds osztdja d, ha
1. d osztdja az aq, ao, ..., a, szamok mindegyikének, valamint
2. ha egy c szam osztéja az ai, ao, ..., a, szamok mindegyikének, akkor
d>c.

Peldaul: (18,30,45) = 3, (6,15,70) = 1.

Szampéarok kozos osztoit vizsgalva felfedezhetjiik, hogy két szam (hacsak
nem 0 mindkettd) kozos osztoi kézott mindig van olyan — nevezetesen éppen
a legnagyobb és annak ellentettje —, amely az 0sszes kozos osztonak tobbszo-
rose. (Példaul a 36 és a 60 kozos pozitiv osztoi az 1, 2, 3, 4, 6, 12. Koziiliikk
a 12 a legnagyobb, és ez tobbszorose mindegyik osztonak.)

4.3. Definicié. Az a és b egész szamok kitiintetett k6z0s osztdja 6, ha

1. 6| aésd|b (kozos 0szto6), valamint
2. hac|aés c|b, akkor ¢ | (kitiintetett), tovabba

3. 0 >0 (a fenti tulajdonsaguak koziil a nemnegativ).

Ideiglenes hazi jelblés: 6 = (a,b). (Ezt a jelolést csak addig hasznéaljuk,
amig feltétleniil meg akarjuk kiilonboztetni a legnagyobb, illetve a kitiintetett
kozos osztot. Ilyen jelolés a matematikai szakirodalomban nincs.)

Megjegyzés. Hasonloan definialhat6 ketténél tobb (nem feltétleniil kii-
16nb6z6) szam kitiintetett kozos osztoja is.

4.1. Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy a definici6 a = b = 0 esetben is
meghatéaroz egy szamot: a 0-t. Az 1. tulajdonsag szerint ugyanis § mindket-
t6jliknek osztéja (ez barmi lehet). A 2. tulajdonsag szerint minden kozos
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osztonak tobbszorose — ez a = b = 0 esetben csakis a 0-ra teljesiil. Végiil a
3. tulajdonsag szerint nemnegativ, ez nyilvan teljesiil.

Azt is fontos észrevenni, hogy a kitlintetett kozos osztdé — ha létezik —,
akkor egyértelmien meghatdrozott. Ha ugyanis két kitlintetett kozos osztot
talalunk (07 és d2), akkor az egyik osztoja a masiknak, a méasik az egyiknek,
mindketté nemnegativ, igy csak egyenlSk lehetnek.

4.1. Kévetkezmény. Amennyiben két szamnak létezik kitiintetett kézds 0sz-
tdja is €s legnagyobb kézds osztdja is, akkor azok megegyeznek.

Bizonyitas. A legnagyobb kozos osztd és a kitiintetett kozos osztd tulaj-
donségai szerint 6 < d és d | 6, amibdl a 2.1. Tétel alapjan d < §, vagyis
0 = d kovetkezik. [

Azt mar lattuk, hogy csak a (0,0) parnak nem létezik legnagyobb kozos osz-
tdja, viszont 1étezik kitiintetett kozos osztdja. Kérdés persze, hogy tetszbleges
két egész szamnak létezik-e kitiintetett kozos osztoja.

4.1. Tétel. Tetszdleges két egész szammnak létezik egyértelmien meghatdro-
zott kitiintetett kozds osztdja.

Bizonyitas. Azt a fontos tényt hasznaljuk, hogy ha egy szam osztoja a-nak
és b-nek is, akkor a kiilonbségiiknek is osztoja, s6t, tetszdleges k, [ egész
szamokra az ak + bl szamnak is (2.9. Tétel).

Egy eljaras soran (amelynek euklideszi algoritmus a neve) a-bol és b-bél
kiindulva lépésrél 1épésre olyan egyre kisebb és kisebb abszolut értékd szémo-
kat képeziink, amelyek mindegyike oszthaté a és b minden kozos osztdjaval
(2.3. Kovetkezmeény).

Ehhez pedig a maradékos osztast fogjuk hasznalni.

El6szor a-t osztjuk el maradékosan b-vel. A maradékot jeldlje ry.
A 2.3. Kovetkezmény alapjan (a,b) = (b, r1).

Ezutan b-t osztjuk maradékosan a maradékkal, az Gjabb maradék legyen
ro: (byr1) = (r1,r2). Most az els§ maradékot osszuk maradékosan a méso-
dikkal és igy tovabb, mindig az utolsé el6tti osztés sordn kapott maradékot
az utols6 maradékkal:

a=bq +r1, ahol 0<mr <lb
b=riq + 79, ahol 0<ro<r
r1 =Traqs + 13, ahol 0<r3 <ry
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Mivel a maradékok nemnegativ egész szamok szigoriian monoton csokke-
né sorozatat alkotjak: ry > ro >rg > ... > 1 > rpp1 > ... > 0, el6bb-utébb
0 maradékot kapunk. Legyen az els6 0 maradék az (n + 1)-edik:

Tn—2 = Tn—1qn + Tn, ahol 0<r, <rp

Tn—1 = Tnqn+1 + Tn+l -
—~—
0

Megmutatjuk, hogy az utolsé nem 0 maradék, vagyis § = r, lesz a és b
kitlintetett kdzos osztodja.

1. Az algoritmus utolso sorabol kovetkezik, hogy ry, | 7,—1. Ekkor azon-
ban az utolsé el6tti egyenlség jobb oldalanak is osztéja, igy osztdja a bal
oldalnak, vagyis r,_2-nek is. Sorrél-sora ,felfelé¢” haladva az algoritmuson egy
hason gondolatmenetet kovetve azt kapjuk, hogy az 0sszes korabbi maradék-
nak, igy a masodik lépésben felirt b = r1q; + ro miatt b-nek, majd az els6
osztasban szerepl6 a = bg; + r; miatt a-nak is osztdja. Tehat kozos oszto.

2. Tegyiik most fel, hogy ¢ osztoja a-nak és b-nek is: ¢ | a és ¢ | b. Ekkor az
algoritmus els6 sorabol ¢ | r1, majd ennek felhasznalasaval a masodik sorbol
¢ | ro és igy tovabb, ezittal ,lefelé” haladva az algoritmuson azt kapjuk,
hogy ¢ az Osszes maradéknak, igy r,-nek is osztéja: ¢ | r,. Vagyis 6 = ry,
tObbszorose az Osszes kozos osztonak.

3. 0 = 1, az algoritmus utolso el6tti sordban szerepld maradék, igy nem
lehet negativ. Mivel r, 41 volt az els6 0 maradék, 0 sem lehet, vagyis pozitiv.

Azt pedig mar lattuk, hogy a Kkitlintetett kozos osztoé egyértelmi
(4.1. Megjegyzés masodik allitésa):

Ha &1 és do egyarant kitiintetett kozos osztod, akkor kélesonosen tobbszo-
rosei egyméasnak: d1 | 2, 92 | 01. Emiatt |91] < |02 és |02] < [d1]. Mivel pedig
nemnegativak, ez csak tgy lehet, ha §; = do.

Az euklideszi algoritmust szemlélteti a 4.1. Abran lathaté animécio.

http://www.cs.elte.hu/"kfried/algebral/GCD.jar Ez a program az
euklideszi algoritmus segitségével kiszamolja két szam legnagyobb k6zos osz-
tojat.

Megjegyzés. Miutan lattuk, hogy tetszdleges két szam (nem mindketts
0) legnagyobb, illetve kitiintetett kozos osztdja megegyezik, a tovabbiakban
ha egész szamokrél van sz, a — szokdsosabb — legnagyobb ko6z0s oszté elne-
vezést hasznalhatjuk mindkettdre, és a kitiintetett kozos osztot is (a, b)-vel
fogjuk jeldlni. (Raadésul elfogadjuk, hogy (0,0) — ami egyébként nem létezik
—is 0.) A kitiintetett kozos oszto egyébként altalaban nem jelenti ugyan-
azt, mint a legnagyobb koz6s oszt6. Kiilonleges jelentGsége van: a definicidja
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4.1. abra. (animacio).

csak az oszthatosag fogalmat hasznélja fel, igy olyankor is értelmes lehet (a
3. kikotés nélkil) — péeldaul (a tobbvaltozos) polinomok kérében —, amikor a
legnagyobb ko6z6s 0szt6 definicidjaban szerepld kisebb, illetve nagyobb relacio
nincs értelmezve.

4.2. Megjegyzés. Az euklideszi algoritmus — mint lattuk — arra is alkal-
mas, hogy segitségével megtalaljuk két szam kitlintetett kozos osztojat. (A
bizonyitas soran nemcsak belatjuk, hogy létezik az adott szdm, hanem meg-
konstrualjuk azt. Az ilyen tipust bizonyitast konstruktiv bizonyitdsnak ne-
vezzik.)

Peldaul: (150, 66) =?
150 = 66 - 2 + 18

66 =18 -3+ 12
18=12-1+6
12=6-240

Az utols6 nem 0 maradék a 6, tehat (150,66) = 6. Ennél tobb is igaz. A
maradékok rendre kifejezhetSk a kiinduld két szambol:

150—66-2 = 18, ebbsl 66— (150—66-2)-3 = 12, azaz (—3)-150+7-66 = 12.
18— 12-1 = 6, ebb6l 150 — 66-2— [(—3) - 150+7-66] -1 = 4-150—9-66 = 6.

Ennek a késébbiekben is hasznat vessziik.

4.2. Kovetkezmény. Tetszdleges a, b egész szamokhoz léteznek olyan x ésy
egész szamok, amelyekre (a,b) = ax+by. (Két szdm legnagyobb kizds osztdja
felirhatd a két szam linearis kombinaciojaként. )

http://www.cs.elte.hu/“kfried/algebral/Equation. jar Ez a prog-
ram megadja az ax + by = (a, b) egyenlet egy megoldasat.
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Bizonyitas. A bizonyitashoz az euklideszi algoritmus lépéseit hasznaljuk.
Valojaban azt fogjuk megmutatni (induktiv modon, vagyis lépésrol lépésre),
hogy az (a,b) meghatarozasanak algoritmusaban az dsszes maradék (igy r,
is) elgallithato a és b linearis kombinéciojaként.

Az algoritmus els egyenletének atrendezésébdl: 11 =a—bgr =a-1+b-
(—q1). Vagyis 1 = 1, yo = —q1 valasztassal r el6all a kivant alakban.

A masodik egyenletbsl: 79 = b — r1¢s. Irjuk be 71, helyébe az els6 egyen-
letbdl kifejezett alakjat: ro = b—(a—bq1)g2 = a-(—q2) +b- (1+q1g2). Vagyis
To = —q3, Y2 = 1 + q1q2 valasztéssal ro is elGall a kivant alakban.

Megmutatjuk, hogy ha a (k — 2)-edik és a (k — 1)-edik maradék elsall a
és b linearis kombinéciéjaként, akkor a k-adik is.

Legyen rp_9 = axp_o + byg_o és ry_1 = axr_1 + byr_1. Az algoritmus
k-adik egyenletébdl: 1, = rr_9 — rp_1qx = (axg—o + byk—2) — (axk_1 +
byr—1)qr = a(Tp—2 — Tr—1qx) + 0(Yr—2 — Yr—1Gr). Az T} = (Tp—2 — Th—_1qk)
és yr = (Yp—2 — Yk—1qx) valasztassal ry = axy + byg.

Vagyis az els6 két maradék elGallithato a kivant alakban, és ha két egy-
mast kdvets maradék elGallithato, akkor a kovetkezs is, tehat az 0sszes ma-
radék (igy r, = (a,b) is) felirhat6 a és b linearis kombinécidjaként. O

Megjegyzés. Az alkalmazott indukci6é soran csak véges sok lépést haj-
tottunk végre, igy csak véges sok elemre o6rokitjik a tulajdonsigot. Ezért
nem beszélhetiink teljes indukciérol.

Az algoritmus alapjan bizonyithatjuk a kévetkezs egyszert, a legnagyobb
(kitiintetett) kozos osztora vonatkozo tételt is:

4.2. Tétel. Tetszdleges ¢ pozitiv egész szam esetén (ac,be) = (a,b)c.
Bizonyitas. Azt mar tudjuk, hogy (a,b) = r,, ahol r, az a és b euklide-

szi algoritmuséaban az utolsé nem 0 maradék. Irjuk fel ac és be euklideszi
algoritmusat:

ac = beqr + r1c, ahol 0 <ric<|b
bec = riqoc + roc, ahol 0<rec<ric
Tp_9C = T'n_1GnC + ThC, ahol 0<rpe<rp_ic
0

_ =
Tp—1C = "nQn+1C + Tn+1C.
——"

0
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Lathato, hogy ugyanazt kaptuk, mint ha a és b euklideszi algoritusanak min-
den egyenl@ségét megszoroztuk volna c-vel, igy az utols6 nem 0 maradék
most r,c = (a,b)c. O

4.3. Megjegyzés. A tételt ¢ # 0 esetére masképp is igazolhatjuk, tobbféle-
képpen is.

1. Bebizonyitjuk, hogy c¢(a,b) | (ca,cb) és (ca,cb) | ¢(a,b). (Ebbsl mar
kovetkezik, hogy ez a két pozitiv szam egyenld.)

Vezessiik be a kovetkezd jeloléseket: (a,b) = d, illetve (ac,bc) = t. Azt
akarjuk bebizonyitani, hogy cd | t és t | cd.

Egyrészt d | a és d | b, tehét cd | ca és cd | cb, amibdl cd | t.

Az is vilagos, hogy ¢ | t, hiszen ¢ | ac és ¢ | bc miatt ¢ tobbszorose a c-nek.
Legyen ekkor t = c-t1. Mivel (t =)cty | ca és cty | cb, igy a 2.1. Koévetkezmény
alapjan t1 | a, t; | b, tehat ¢; | d. Emiatt pedig (t =)ct; | cd.

Arra jutottunk, hogy cd | t és t | cd, de ez csak tgy lehet, ha e¢d = t. (Ne
felejtsiik el, hogy ¢ pozitiv, d és t nemnegativ.)

2. Egyrészt (a;b)c tobbszorose ac-nek és be-nek is, igy (ac;be)-nek is.
Masrészt viszont tudjuk, hogy létezik olyan «, [ egész szam, amelyre
(ac;bc) = aac + Pbe = (aa + pb)e. Mivel itt aa + Bb oszthatd (a;b)-vel,
igy (ac; be) oszthato (a;b)c-vel. Eszerint (ac; be) és (a;b)c egymas asszocialt-
jai, illetve ¢ > 0 esetén egyenldk.

4.3. Kovetkezmény. Az eredeti dllitasndl tébbet is mondhatunk.
1. Ha c tetszdleges egész szam, akkor (ac,bc) = |c|(a,b).
2. Ha c tetszdleges olyan raciondlis szam, amelyre ca és cb is egész szam,

teljestil, hogy (ac,bc) = |c|(a,b).

Bizonyitas. 1. Az allitas ¢ = 0-ra vildgos, negativ c-re a megjegyzésben
latott gondolatmenetet kovetve ¢ = d|c| bizonyithato.

2. Ez az 1. allitasbol a kovetkezSképpen vezethetd le. Legyen ¢ = r
s

ra rb
Ekkor —, — egész szamok, és
s’ s

ra b
st (2. ) = raurt) = )
a7 ra rb . . . .
amibdl ﬂ(a, b) = | —, — |. Ez viszont éppen azt jelenti, hogy |c|(a,b) =
s s’ s

(ca, cb) is fennall. O
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Ezen Osszefiiggések felhasznalasaval az euklideszi algoritmus tovabbi ér-
dekes kovetkezményei vezethet&k le.

4.4. Kovetkezmény.
1. Ha (a,b) =1 és a | be, akkor a | c.
2. Ha (a,b) =1 ésa|c ésb|c, akkor ab | c.

Bizonyitas. (a,b) = 1-bdl kovetkezik, hogy (ac,bc) = |c|. Ezt hasznéaljuk
mindkét allitds bizonyitasahoz.

1. Ha most a | be, akkor az a osztdja ac-nek és be-nek is, igy osztdja a
kitiintetett kozos osztojuknak, |c|-nek is: a | ||, vagy (ami ezzel ekvivalens)
alec.

2. Tudjuk, hogy |c| = (ac,bc), viszont a | ¢ miatt ¢ = acq, és b | ¢
miatt ¢ = bey. Ezekkel a kifejezésekkel is irjuk fel (ac,be)-t: (abey, abe,) =
|ab|(cp, cq). Ebbdl kovetkezik, hogy |ab| | |c|, vagy (ami ezzel ekvivalens)
ab|c. O

4.4. Definicié. Az a és b szamok legkisebb kizds tdbbszordse a t pozitiv
egész szadm, ha

l.a|tésb|t (vagyis t kozos tobbszorosiik), és
2. haal|késb|k, akkor t < k (vagyis t a legkisebb).

4.2. Jelolés. t = [a,b] vagy t = lkkt(a,b).

Megjegyzés. A 0-nak semmilyen szammal sincs legkisebb kozos tobbszo-
rose, hiszen egyetlen pozitiv egész szam sem t6bbszordse a 0-nak. Ha azonban
a és b egyike sem 0, akkor biztosan vannak pozitiv egész kozos tobbszoroseik
— példaul |abl, 2|ab| stb. —, és mivel pozitiv egész szamok tetszéleges halma-
zénak van legkisebb eleme, a k6z6s tobbszorosok kozott van legkisebb, és ez
egyértelmd.

4.5. Definicié. Az a és b széamok kitintetett kozos tobbszordse a T pozitiv
egész szam, ha

1. a|7ésb|T (vagyis kozos t6bbszoros), és

2.haa|késb|k, akkor 7 | k (minden kozds tobbszorosnek osztoja).

Megjegyzés. Most is igaz, hogy a 0-nak egyetlen tobbszorose van, a 0,
ezért a 0-nak semmilyen més szdmmal sincsen kitiintetett k6zos tobbszorose.
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Megjegyzés. Konnyen meggondolhatd, hogy ha két szamnak 1étezik leg-
kisebb kozos tobbszorose, akkor az megegyezik a kitiintetett kozos tobbszo-
rosiikkel. (¢ < 7, 7 | ¢ miatt.)

Megjegyzés. Az is egyszertien bizonyithatd, hogy ha létezik a-nak és
b-nek legkisebb kozos tObbszorose, akkor az egyértelmd. (¢ < to, to < t;
miatt.)

S6t, ha létezik a-nak és b-nek kitiintetett kozos tobbszordse, akkor az is
egyértelmd. (11 | 72, 72 | 71, valamint 71, 72 > 0 miatt.)

4.3. Tétel. Tetszdleges a és b nem 0 egész szdmoknak létezik egyértelmien
meghatdrozott kitintetett kozos tobbszdrase.

Bizonyitas. A bizonyitas soréan azt fogjuk megmutatni, hogy a 7 = (a.b)
a’

(nyilvanvaloan pozitiv) szam kielégiti a kitiintetett kozos tobbszorossel szem-
ben tamasztott kovetelményeket.

b
1. A fenti 7 tobbszorose az a-nak és a b-nek, mert 7 = |a| ( | |b) = |b| ( |al)> ,
a7 a’
b
ahol 1 , illetve o] nyilvan egész szamok, hiszen (a,b) osztdja a-nak is
(a,b) (a,b)

és b-nek is.

2. a és b minden tobbszorosének osztoja a 7: tegyiik fel, hogy a | k ésb | k

k. k
(k #0). Ekkor — és 7 egész szamok, igy létezik legnagyobb kozos osztojuk,
a

és nyilvan az is egész szam: Eﬁ = @@ —ﬂ(ab)—@
Y & “\a’b) \ab ab) |ab|" 7 T

k

Mivel u megegyezik két egész szam legnagyobb kozos osztojaval, nyilvan
T

maga is egész szam. Ez csak tgy lehet, ha 7 | k. (Az atalakitasok soran

felhasznaltuk a 4.2. Tételt, illetve annak 4.3. Kovetkezményét.)

Hatravan meég az egyértelmiiség bizonyitasa (ahogyan ezt korabban lat-
tuk):

Tegylik fel, hogy 71, is és 7o is kitiintetett kozos tobbszoros. Ekkor kdleso-
nosen osztoi egymésnak, ami — mivel pozitivak — csak tgy lehet, ha egyenl&ek
(a 2.1. Tétel miatt). O

Megjegyzés. Mas modon is bizonyithatjuk az allitast. Legyen (a,b) = d.
Ekkor a = a;d valamilyen a;-re, illetve b = bid valamilyen b;-re, tovabba
(a1,b1) = 1. Az el6z6 bizonyitasban hasznalt 7 a jeloléstinkkel |a;1b;|d, mert
(a,b) - |arbi|d = d?|ay|[by] = |ar|d - |b1|d = |al[b] = |ab].
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Legyen most k valamely tobbszorose a-nak és b-nek. Ekkor — mivel d
osztéja példaul a-nak — d osztéja k-nak is: k = kid. Igy aid | kid, bid |
kid. A 2.1. Kovetkezmény miatt ekkor ay | k1 és by | k1. Mivel azonban
(a1,b1) = 1, a 4.4. Kovetkezmény 2. allitasabol kovetkezik, hogy a1by | k1,
igy ardqb | kid, azaz 7 | k.

Megjegyzés. Az egyértelmiiség bizonyitasakor nem elég arra hivatkozni,
|ad]
(a,b)
tuk meg, hogy ez a szdm megfelel kitlintetett kdzos tobbszorésnek, azt nem,

hogy mas szam nem felel meg.

hogy a 7 = szam egyértelmtien meghatarozott, hiszen csak azt mutat-

Megjegyzés. A legnagyobb k6zos osztéonal latottakhoz hasonléan meg-
allapithatjuk, hogy két egész szam legkisebb kozo6s tobbszordse mindig meg-
egyezik a két szam Kkitiintetett kozos tobbszorosével, igy a tovabbiakban
mindkettst jelolhetjiik [a, b]-vel.

Gyakran sziikségilink lesz a kovetkezd elnevezésekre:

4.6. Definicidé. Az a, b szamokat relativ primeknek nevezziik, ha (a,b) = 1.

Az ay, ag, ..., ai szamokat relativ primeknek nevezzik, ha (a1, aqe,...,ar) =
1.
4.7. Definicié. Az aq, as, ..., ap szamokat pdronként relativ primeknek ne-

vezziik, ha Vi, j-re, ahol i # j esetén (a;,a;) = 1.

Megjegyzés. Abbdl, hogy aq, ao, ..., a, paronként relativ primek, ko-
vetkezik, hogy egyiitt is relativ primek (hiszen semelyik kettének sincs 1-
nél nagyobb kozos osztdja), de forditva nem. Lehet, hogy harom szam ko-
ziill barmely kettének van 1-nél nagyobb ko6zos osztdja, de ez a harmadik-
nak nem osztéja. A 6, 10, 15 szamok példaul egyiitt relativ primek, hi-
szen (6,10,15) = 1, de koziiliik semelyik kettd sem relativ prim egyméshoz:
(6,10) = 2, (6,15) = 3, (10,15) = 5.

Idézziik fel a 4.4. Kovetkezmény relativ primekkel kapcsolatos allitasait!
1. Ha (a,b) = 1 mellett a | be, akkor a | ¢;
2. Ha (a,b) = 1 mellett a | ¢ és b | ¢, akkor ab | c.

A 2.6. Tételt kovetGen megjegyeztiik, hogy abbdl, hogy a oszt egy szor-
zatot, altalaban nem kovetkezik, hogy akar egyik tényezdjét is osztja. Most
mér tudjuk, hogy ha viszont a szorzat egyik tényez&jéhez relativ prim, akkor
biztos, hogy oszt6ja a mésiknak.
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Megjegyzés. Az oszthatosagi szabélyok kapcsan tObbszor megemlitet-
tiik, hogy altaldban abboél, hogy a is és b is oszt egy szamot, nem kovetkezik,
hogy ab is osztja az illet6 szamot. Most mar azonban tudjuk, hogy ha a
és b relativ primek egymashoz, akkor igen, igy oszthatésagi szabalyainkat
kiegészithetjiik példaul a kovetkezdkkel:

Ha egy szam oszthatd 2-vel is és 3-mal is, akkor 6-tal is.
Ha egy szam oszthato 4-gyel is és 3-mal is, akkor 12-vel is.

Altalaban: Ha egy szam oszthato a-val is és b-vel is, akkor oszthat6 a és
b legkisebb kozos tobbszorosével is, igy ha (a,b) = 1, akkor ab-vel is.

Ha viszont a és b nem relativ primek, akkor tudunk olyan szdmot mondani
— nevezetesen példaul a legkisebb kozos tobbszorosiiket —, amely oszthaté a-
val és b-vel, de nem oszthatod ab-vel. [6,10] = 30 oszthato 6-tal és 10-zel is,
de nem oszthaté 60-nal.

Alkalmazasok

Az eddigiekben latottakat rendszeresen alkalmazzuk méar az altaldnos isko-
laban is.

Otodik-hatodik osztalyban megismerkediink a tortekkel és a rajtuk elvé-
gezhetd miiveletekkel.

Végs6 soron a racionélis szamok Osszeadasra és szorzasra vett testét tanuljuk.
(A test olyan algebrai strukira, amelyen értelmezve van egy Gsszeadas, amely asszo-
ciativ és invertalhato, s6t, kommutativ, valamint egy szorzas, amely asszociativ —
esetiinkben még kommutativ is — és a 0-t6l eltekintve invertélhato, tovabba a szorzés
disztributiv az Gsszeadéasra nézve. Minderrdl késébb bévebben lesz sz6.)

Tortek 6sszeadésédhoz kozos nevezdre hoztuk a torteket, amihez rendsze-
rint a nevezsk legkisebb kozos tobbszordsét kerestiik. Tortek egyszertsitésekor
pedig szokas a szamlalo és a nevezd legnagyobb kiézds osztdjat meghatarozni.

A vegyes tortek felirdasahoz pedig ,levalasztjuk” egy (pozitiv) tortrdl az
egészrészt. Mindekozben megallapitjuk, hogy a nevezd hanyszor van meg a
szamlaloban (ez lesz az egészrész), mig a maradék a keletkezs vegyes tort
szamlaloja.

Vegyiik észre, hogy mindekdzben maradékos osztdst végziink.

6

126 o 1266 _1
A o1 tort esetén 126 = 5 - 24 + 6, vagyis i 524 = 54.
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124 126 3 .3
A 28 esetében pedig 124 = 4-28+ 12, vagyis | = 4?. A - nem irhaté
vegyes tort alakba (csak trivialis moédon, ha 0 az egész rész), de a reciproka

7 1
felirhat6. Ismét maradékos osztast végziink: — = 2— igy felirhatjuk, hogy

124 1 o8
=44
28 * 9l

3

Ha a kapott tort szamlaloja (egyszertisités utan) nem lett volna 1, foly-
tathatnank a maradékos osztasok sorozatat. A maradékos osztasok sorozatét
folytatva egy adott tort lanctort alakjat kapjuk.

A racionélis szamok lanctort-elGallitdsa egyértelmi. Egy konkrét lanctor-
telgallitast mutat a 4.2. dbran lathaté animacié.

17
40

K| < <UD || > 1] | — | »e] +

4.2. abra. (animacio).

A valoés szamokat racionélis szamokkal szoktuk kozeliteni. Ilyenkor az s
valos szamot — példaul — alkalmas tizedestortekkel kozelitjik toébb lépésben.
Példaul a v/2-t:

1<v2<2
14<v2<14
1,41 <2< 1,42
1,414 <2 < 1,415

Meglepé médon a valds szémokat az imént felirt tizedestortekkel torténd
kozelitésnél (bizonyos értelemben) pontosabban lehet lanctortekkel kozelite-
ni. Ennek részleteibe most nem megyiink bele (lasd [5]). Példaul a 7 két

22 1
(lanc)tort kozelitése: - = 3+ -6 — =3+ — =3+ (Ez

7 113 113

T
7+ 16
utébbi kozelités tizedestort alakja példaul 6 tizedesjegye pontos eredményt

ad 7 értékére.)

Egy olyan lanctortet, amelyben minden szamlalé 1 (tgynevezett re-
gularis lanctort), meghatarozzak a nevezdkben &llo egész rész szamok
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(valamint az els6 egész rész). Ezért szokds egyszertien ezekkel megad-
ni egy lanctortet. Ezzel a felirdassal a n-t példaul igy adhatjuk meg:
[3;7,15,1,292,1,1,1,2,1,3,1,14,2,.. ]

http://www.cs.elte.hu/"kfried/algebral/Simplify.jar Ez a prog-
ram tortegyszertsitést végez.

http://www.cs.elte.hu/"kfried/algebral/Continued. jar Ez a prog-
ram felirja egy raciondlis szam lanctort fentiekben targyalt alakjat.

Feladatok

10.

. Lattuk, hogy hogy tetszéleges a,b € Z \ {0} esetén [a,b] =

. Hatarozza meg a kovetkez6 szamparok legnagyobb ko6zos osztojat euk-

lideszi algoritmussal!

(112,42), (150, 54), (2000, 168)

. Igazolja, hogy a legnagyobb ko6z0s oszté — mint kétvaltozos miivelet —

asszociativ, vagyis (a, (b,c)) = ((a,b),c)!

. Igazolja, hogy ha (a,b) = 1, akkor (a,b?) = 1!
. Igazolja, hogy (a,b)? = (a2, b?)!

. Mivel lehet egyenls (11a + 5b,29a + 13b)?

ab
(a,b)

(4.3. Tétel) Igazolja, hogy tetszdleges a,b,c € Z \ {0} esetén

abc - (a,b,c) |
(a,b) - (a,c) - (b,c)

[a,b,c] =

Igazolja, hogy tetsz6leges a,b € Z esetén (a + b, [a,b]) = (a,b)!

. Keressen olyan z, y egész szamokat, amelyekre (x,y) = 5, [z, y] = 20!

Keresse meg az 0sszes lehetséges megoldast!

. Mivel lehet egyenls (a + b,a® + ab + b?), ha (a,b) = 1?

Ennek felhasznaldsaval hatarozza meg (a? — b2, a® — b®) értékét (to-
vabbra is (a,b) = 1)!

112 150 2000
Egyszertsitse a 12 51 168 torteket! Hasznalja fel az els6 feladat-
ban felirt euklideszi algoritmust!



Fried Katalin — Korandi Jozsef — Torok Judit: A szamelmélet alapjai 59

112 150 2000
427 547 168
feladatban felirt euklideszi algoritmust!

11. Irja fel a tortek lanctort alakjat! Hasznalja fel az els6

Irja fel, hogy altalaban az a és b szamokon elvégzett euklideszi algorit-
mushboél hogyan kapja meg az % tort lanctort alakjat!

12. Hatarozza meg a 45 és a 120 legkisebb k6z6s t6bbszorosét!
Keressen olyan u és v szamokat, amelyekre 45u 4+ 120v = (45, 120)!
Keressen olyan x és y szamokat, amelyekre 452 4+ 120y = [45, 120]!

Igazolja, hogy a,b > 1 ((a,b) = 1) esetén van olyan pozitiv szam, amely
nem all el§ pozitiv x, y szorzokkal ax + by alakban!



5. fejezet

Felbonthatatlan szam,
primszam

Azt mar tudjuk, hogy tetszdleges egész szamnak osztdja az 1, a —1, tovabba
maga a szam, valamint az ellentettje. Azt is tudjuk azonban, hogy a 0-nak
végtelen sok, az egységeknek (1 és —1) pedig pontosan két osztojuk van. Van-
nak azonban olyan szamok, amelyeknek az egységeken és sajat asszocidltjain
kiviil nincs is mas osztojuk:

5.1. Definicio. A ¢ (0-tol és egységektdl kiilonbozs) egész szam felbont-
hatatlan, ha valahédnyszor ¢ = ab valamely a,b halmazbeli elemekre, akkor
ebbdl kovetkezik, hogy a = € vagy b = ¢ (¢ egység).

Egyszertibben megfogalmazva: ha egy szdmnak csak olyan szorzatalakja
van, amelyben valamelyik tényez§ egység, akkor az a szam felbonthatatlan.
Teljesiil ez a tulajdonsag tehat akkor is, ha egy szdmnak nincsen szorzat-
alakja.

A felbonthatatlan szamokat szokas irreducibilisnek is nevezni. Azokat a
0-tol és egységektdl kiilonbozd szamokat, amelyek nem felbonthatatlanok,
osszetett vagy reducibilis szdmoknak nevezziik.

Felbonthatatlan szam példaul a 2, a —2, a 3, a —3, az 5, a =5, a 7, a
—7 stb. Osszetett szdm a 4 = 2-2, a6 =2-3,a 8 = 2-4 sth. A 0-t és
az egységeket nem soroljuk sem a felbonthatatlan, sem az Gsszetett szamok
kozé.

Megjegyzés. A definici6 szerint egy 0-t6l és egységektol kiillonb6zs szam
akkor felbonthatatlan, ha minden szorzat alakjaban van egység tényezd.

60
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Az egész szamok korében ez azt jelenti, hogy akkor felbonthatatlan egy
0-tol és egységektdl kiilonbozs szam, ha nincsen valodi osztéja. Ahhoz te-
hat, hogy eldontsiik, hogy egy egész szam felbonthatatlan-e, elegendd azt
megnézni, hogy a néla kisebb abszolit értéki szamok koziil melyek osztoi a
szamnak. Ha van valédi osztdja, akkor Osszetett; ha nincs, akkor felbontha-
tatlan a szam.

Megjegyzés. A felbonthatatlan szam vagy elem fogalma nemcsak az
egész szamok korében értelmezhets. Olyan halmazon, amelyen értelmes az
oszthatdsidgot definialni, van értelme felbonthatatlan elemrdl is beszélni. Per-
sze nem mindeniitt jutunk el ugyanolyan messzemend kovetkeztetésekre,
mint amilyeneket az egész szdmok koérében mér kordbban is megismertiink,
illetve révidesen latni fogunk.

A péros szamok halmazén beliil példaul felbonthatatlan szam a 2, a 6
a 10 stb. (minden szorzat alakjukban van egység tényezd, ugyanis nincsen
szorzat alakjuk), viszont Osszetett szam a4 =2-2, a8 =2-4,a12=2-6
stb. A paros egész szamok korében a 4k + 2 alakid szamok felbonthatatlanok.

5.2. Definicio. A p (0-tol és egységektdl kiilonbozs) szam primszam, ha
abbol, hogy p | ab kévetkezik, hogy p | a vagy p | b.

Példaul: A 4 nem primszam, mert osztéja példaul a 6 - 10 = 60-nak, de
sem a 6-nak, sem a 10-nek nem osztdja.

A 6 sem primszam, mert osztoja a 3 - 8 = 24-nek, de sem a 3-nak, sem a
8-nak nem osztoéja.

Megjegyzés. A fentiek kicsit ismerdsen csenghetnek, de mégsem telje-
sen! Korabbi tanulmanyaink sordn ugyanis — tévesen — a primszam fogal-
mahoz a felbonthatatlansag tulajdonsaga kapcsolédott. Bar az egész szémok
korében ugyanazok a primek, mint a felbonthatatlanok (5.1. és 5.2. Tételek),
ez azonban nincs {gy minden szamkorben.

5.1. Kovetkezmény. A primszam definicidjabol kévetkezik, hogy ha egy
primszam oszt eqy (akdrhdny, de véges sok tényezds) szorzatot, akkor osztja
legaldbb az egyik tényezdjét.

Bizonyitas. A tényezSk szamara vonatkozo indukcioval bizonyitjuk az al-
litast. (Vigyazzunk, nem teljes indukcio, mert csak véges sok tényezd van.
Raadasul az egytényezss szorzatot nem definialtuk, vagyis az indukcié 2-t61
indul.)

A kéttényezss szorzatra a definicid szerint teljesiil az allitas.
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Legyen most a tényezdk szama k(> 3), és tegyiik fel azt, hogy amennyi-
ben egy p primszam osztoja egy (k—1) tényezds szorzatnak, akkor valamelyik
tényezdének osztoja.

Legyen p osztoja egy k tényezds szorzatnak: p | aj - ag - ... - ag. Ekkor
plai-(ag-...-ar), amibdl a primszam definicioja alapjan kovetkezik, hogy
playvagy plag-...-a.

Azaz p osztoja vagy az ai-nek, vagy egy (k — 1) tényez8s szorzatnak.
Az utobbi esetben viszont az indukcios feltevés szerint ekkor osztoja a (k—1)
tényezds szorzat valamelyik tényezGjének.

Végs6 soron azt kapjuk, hogy p | a1, vagy p | aqe, vagy p | as, ..., vagy
p | ag. Vagyis p osztoja legalabb az egyik tényezének. O

Megjegyzés. Primszamra a definicié alapjan nem koénnyi példat mon-
dani, ugyanis azt, hogy egy szam prim vagy sem, mar nem tudjuk véges sok
szampar oszthatosagi viszonyainak ellendrzésével eldonteni. Ahhoz, hogy a
definici6 alapjan példéul az 5-rél bebizonyitsuk, hogy prim, arra volna sziik-
ség, hogy az Osszes olyan szorzatrol, amelynek osztdja az 5 megmutassuk,
hogy legalabb az egyik tényezGjiiknek is osztéja. (Vagyis 5 minden tobb-
szorosének minden szorzatta bontasarol be kellene latnunk, hogy valamelyik
tényezdje is oszthato 5-tel.)

Ehelyett be fogjuk bizonyitani, hogy minden primszam felbonthatatlan
is, amibdl mar kovetkezik, hogy a 2, 3, 5 stb. nemcsak felbonthatatlanok, ha-
nem primszamok is. S6t, azt is bebizonyitjuk, hogy az egész szamok korében
pontosan a felbonthatatlan szamok a primszamok.

5.1. Tétel. Minden primszdam felbonthatatlan is.

Bizonyitas. Legyen p primszam, amely felirhaté p = ab alakban. Azt fogjuk
belatni, hogy ekkor a szorzat valamelyik tényezGje egység.

Ha p = ab, akkor p | ab, és mivel p primszam, osztdja a szorzat valamelyik
tényezdjének, példaul a-nak. ab | a-bdl, azaz a - b | a - 1-bél, viszont (p # 0,
igy a # 0 miatt) a 2.1. Kévetkezmény szerint b | 1, azaz b egység.

Ha p a b-t osztan4, akkor hasonléan kapnank, hogy a egység. [

Megjegyzés. A bizonyités soran a definicidkon kiviil csupan azt hasz-
naltuk fel, hogy egy szorzat csak ugy lehet 0 (és akkor valéban 0 is), ha
valamelyik tényezdje 0.

Megjegyzés. Az egész szamok korében az osztok nagysagrendi relaciojat
felhasznalva is bebizonyithato az el6z6 tétel: ha p = ab, akkor p | ab, igy
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ha példaul ab | a, akkor (mivel a osztéi —|a| és |a| kozé esnek) ebbdl az
kovetkezik, hogy |b] < 1. Persze 0 nem lehet, ezért b egység.

Az egész szamok korében azonban nemcsak az igaz, hogy a prim szamok
felbonthatatlanok, hanem az is, hogy a felbonthatatlan szamok primek:

5.2. Tétel. Ha a q egész szam felbonthatatlan, akkor primszdam is.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy ¢ felbonthatatlan szam, és osztdja egy ab
szorzatnak. Belatjuk, hogy ekkor ¢ | a vagy ¢ | b.

Mivel ¢ felbonthatatlan, igy (g, a) vagy egység, vagy ¢ asszocialtja. Még-
pedig pontosan akkor asszocialtja g-nak, ha ¢ | a; ekkor pedig készen va-
gyunk.

Ha viszont (g, a) egység, tehat ¢ 1 a, akkor a 4.4. Kévetkezmény 1. allitasa
miatt ¢ | b. O

A bizonyitas lényege a 4.4. Kovetkezmény 1. allitdsa, amelyhez (igy a
tétel bizonyitasdhoz) felhasznaltuk az euklideszi algoritmust. Ezért egyrészt
tetsz6leges olyan struktiraban, ahol definidlhat6 az oszthatésag és van ma-
radékos osztéas, teljesiilni fog, hogy a felbonthatatlansag egybeesik a prim-
tulajdonsaggal, masrészt ahol nincs maradékos osztas, ott igy nem tudjuk
bebizonyitani, hogy minden felbonthatatlan elem egyben prim is.

Megjegyzés. E két utobbi tétel (5.2. és 5.1.) azt mondja ki, hogy az
egész szamok korében pontosan ugyanazok a primszamok, mint a felbontha-
tatlanok.

A péros egész szamok kérében azonban példaul a 2, 6, 10 stb. felbontha-
tatlanok, de nem primek, hiszen a 2 is, a 6 is és a 10 is osztja a 2-30 szorzatot,
de sem a 2-nek, sem a 30-nak nem osztéja egyik sem. Tobb is mondhato:
a paros egész szamok korében nincsen primszam. Minden n-re igaz ugyanis,
hogy osztja a 2n szorzatot, de sem a 2-nek, sem sajat maganak nem osztoja
egyik sem. A felbonthatatlanok tehat nem mindenhol rendelkeznek a prim-
tulajdonsaggal. (Az viszont igaz, hogy ahol egyaltalan vannak primek, ott
azok felbonthatatlanok is.)

A péaros egész szamok halmazéan egységek sincsenek (mert nincs koztik
az 1, igy annak egyetlen osztoja sem), igy nincsenek asszocialtak sem.

Osszegezve: a paros egész szamok kiorében nincsenek egységek, nincsenek
asszocialtak, nincsenek primek, de vannak felbonthatatlanok, és ezek éppen
a 4-gyel nem oszthato paros szamok.
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5.1. Megjegyzés. Az 5.2. Tétel bizonyitasaban a definicidokon kiviil az euk-
lideszi algoritmust (maradékos osztast) is felhasznéltuk, ez azonban nem min-
deniitt végezhetd el.

Lassunk egy fontos, de nem til egyszerd példat arra, hogy van olyan
halmaz, ahol vannak egységek, asszocialtak, de nincs euklideszi algoritmus,
és nem minden felbonthatatlan szdm primszam.

Tekintsiik az a + bX legfeljebb els6fokii polinomokat az Gsszes a, b egész
szamra. (Megengedjiik, hogy b = 0 is el6fordulhasson.) Ilyen polinomokat
Ossze tudunk adni, ki tudunk vonni egymésbol. Az eredmény is ugyanilyen
alaki, legfeljebb els6foktu polinom lesz.

Ossze is tudunk szorozni ilyen polinomokat, de a szorzat nem lesz elstfo-
ki. (a+bX)-(c+dX) = ac+ (ad+bc) X +bdX?. Ha azonban az X? helyére
egy egész szamot irunk (persze mindig ugyanazt), akkor mar elsgfokt poli-
nomot fogunk kapni. Irjunk mondjuk mindig —5-6t az X? helyére. (Ezt tgy
is elképzelhetjiik, mintha lenne olyan szam, amelynek a négyzete —5.)

Eszerint ezeken a szdmokon elvégezhets az 6sszeadas, a kivonas, a szorzas
— és belathato, hogy ezek tulajdonsagai a szokasosak.

Belathato, hogy az a + bX (a,b € Z) alaki elemekbdl allo halmazban
nem igaz, hogy minden felbonthatatlan szam egyben primszam is. (Mellesleg
itt a primtulajdonsagbdl a nagysagrendekkel manipulalé bizonyitas szerint
nem tudnénk kovetkeztetni a felbonthatatlansagra, mert ezek kozott a sza-
mok koz6tt nincs nagysagrendi 6sszehasonlitas. Mivel nincsen nagysagrendi
osszehasonlitas, az euklideszi algoritmus sem végezhetd el.)

Pontosan azok az egységek, amelyek osztéi az 1-nek. Ha a 4+ bX osztdja
az 1-nek, akkor a ,reciproka” valamilyen ¢, d egész szdmokra ¢ + dX alakt.
Irjuk fel a reciprokat:

1 a—bX a—bX

a+bX (a+bX)(a—bX) a2— X202

felhasznaljuk, hogy X? = —5, vagyis

- a n a—bX
a+bX a®+5b>  a?+5b?’
b
ahol a é is egész szamok.

a2 +502 " a2 + b2
Ez viszont (nagysagrendi okok miatt) csak tgy lehet, ha a a = +1 és
b = 0. Vagyis a +1-16l van sz0, az egységek tehat +1.

Ez egyszersmind azt is jelenti, hogy az a + bX asszocialtjai +(a + bX).
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Belathato, hogy a 2 és a 3 felbonthatatlan, de nem primszam. Ha példa-
ul (a 4+ bX)(c+ dX) = 2, akkor az el6z6ekhez hasonlo gondolatmenettel azt
kapjuk, hogy az egyik tényez6 +1, a masik +2, ami a 2 asszociéltja.

Masrészt azonban 2-3 = 6 = (1+ X )(1 — X)) is fennall, de az eddigiekhez
hasonl6 modon belathat6, hogy sem az 1 + X, sem az 1 — X tényez6 nem
oszthatd 2-vel.

Vagyis van olyan szorzattd bontasa a 6-nak, amelynek tényezGit nem
osztja a 2.

?e\bonthatatlan

5.1. 4bra. Minden prim felbonthatatlan, de nem minden felbonthatatlan szam
pirm.

Megjegyzés.

Az egészbdl annyit érdemes megjegyzeni, hogy van olyan szamkor, ahol
nem esik egybe a felbonthatatlanok és a primek halmaza. Van olyan felbont-
hatatlan szam, amely nem primszam. (5.1. abra)

Feladatok

1. Lehet-e harom egymaést kovet§ szam mindegyike primszam?
2. Lehet-e harom egymast kovets paratlan szam mindegyike primszam?

3. Lehet-e két primszam kiilénbsége 57 Hogyan? Keresse meg az Osszes
lehetdséget!
4. Tekintsiik az Hs = {a + bv/5 | a,b € Z} szamok halmazat!

Igazolja, hogy az ilyen alaku elemeknek az Gsszege, a kiilonbsége és a
szorzata is ilyen alakt.

(Mivel ez a szamhalmaz a valos szamok részhalmaza, érvényesek rajuk
a szokéasos miveleti azonossagok.)

Keressen felbonthatatlan szamokat Hs-ben!
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. Lehet-e primszam az

. Lehet-e két négyzetszam kiilonbsége 17 Hogyan? Hanyféleképpen?

Lehet-e két négyzetszam kiilonbsége 2; 3; 47
Hany lehet&ség van az egyes esetekben?

a’ + b3

, ha a és b pozitiv egész szadmok?



6. fejezet

A szamelmélet alaptétele

A primszamok, illetve a felbonthatatlan szamok igen fontos szerepet jat-
szanak a szamelméletben. Egyfajta épitdkovei az egész szdmoknak. Végsé
soron azt fogjuk bebizonyitani, hogy az 1-nél nagyobb abszolut értéki egész
szamok felirhatéak felbonthatatlan szamok szorzataként. Az els6 lépésben
ehhez bebizonyitjuk, hogy minden nem 0 és nem egység egész szdmnak van
felbonthatatlan osztoja. A felbonthatatlan szamoknak énmaguk. Az Gssze-
tett szamoknak pedig a kdvetkezs tétel szerint biztosan van felbonthatatlan
osztoja.

6.1. Tétel. Az n dsszetett szam legkisebb abszoliut értékd valddi osztdja fel-
bonthatatlan.

Bizonyitas. Ha n Osszetett szam, akkor van valodi osztoja. Legyen n valodi
oszt0i koziil a legkisebb abszolut értéki pozitiv az a(> 0). (Hiszen ha a, akkor
—a is legkisebb abszolut értékd oszto.) Ekkor n eldall n = ag alakban, ahol
sem a, sem ¢ nem egység hiszen a valodi oszto.

Belatjuk, hogy a nem lehet Gsszetett szam. Ha a-nak nala kisebb abszolut
értéki osztoja a (> 0), akkor egyrészt ¢ < a, masrészt ¢ | a, tehat ¢ | n
(az oszthatosag tranzitivitdsa miatt). Mivel azonban n-nek a volt a legkisebb
abszolut értékd (pozitiv) valodi osztoja, ez csak ugy lehetséges, hogy ¢ nem
valodi oszt6, hanem egység. [

Vagyis (a bizonyités lényege mas szavakkal) ha az n legkisebb abszolut
értékd valodi osztoja nem lenne felbonthatatlan szam, akkor volna a legki-
sebbnél is kisebb abszolat értéki valdodi osztdja n-nek, ami lehetetlen. Tehét
a felbonthatatlan.

Ha az n Osszetett szdmot felirjuk n = ab alakban, ahol sem a, sem b
nem egység, akkor vagy azt tapasztaljuk, hogy a is és b is felbonthatatlan,
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vagy azt, hogy legaldbb az egyikiik Osszetett szam. Azt, amelyik Gsszetett
szam, szintén valodi osztok szorzatara bonthatjuk. Ha az igy kapott szorzat
tényezdi kozott van Osszetett szam, akkor azt tovabb bonthatjuk. Példaul:
60=5-12=5-3-4=5-3-2-2.

o by

Ezt az eljarast folytatva végiil azt tapasztaljuk, hogy sikeriilt az n sza-
mot csupa felbonthatatlan szdm szorzataként felirni, rdadéasul a szorzatban
szerepld felbonthatatlan szamok ugyanazok lesznek akkor is, ha eredetileg az
n egy mas szorzatalakjabol indulunk ki: Példaul: 60 = 3-20 = 3 - 5\/% =

20
3:5-2-2.
<~~~

4

Ezt az észrevételt fogalmazza meg a kovetkezs tétel, amely a szamelmélet
egyik legfontosabb tétele:

6.2. Tétel. (A szamelmélet alaptétele) Minden 0-tdl és egységektdl kii-
lonbozd n egész szam felbonthatd véges sok felbonthatatlan szdm szorzatdra, €s
ez a felbontds a tényezdk sorrendjétdl és asszocidltaktol eltekintve egyértelmd.

Bizonyitas. ElGszor a felbonthatosagot igazoljuk.
Ha n felbonthatatlan szam, akkor tekintsiik egytényezss szorzatnak.

Ha n Osszetett szam, akkor az el6z6 tétel értelmében van felbonthatat-
lan osztoja. Legyen ez p;. Ekkor n el6all n = pin; alakban, ahol (mivel
valodi felbontéasrol van szo) |ni| < |n|. Ha ny felbonthatatlan, akkor keé-
szen vagyunk. Ha Osszetett szam, akkor megint csak az el6z6 tétel értelmé-
ben van felbonthatatlan osztéja, legyen ez po. Ekkor ny elGall n; = pone
alakban (vagyis n = pipensa), ahol |n2| < |ni|. Ha ng felbonthatatlan
szam, akkor készen vagyunk, ha nem, akkor folytathatjuk a felbontést. Mivel
In| > |ni| > |ng| > ...(> 1) elébb vagy utébb felbonthatatlan szamot kell
kapnunk, igy ez az eljaras véges sok 1épésen beliil véget fog érni.

Végiil az n szam el6all n = p1po - ... pr szorzat alakban, ahol py, po, ...,
pi felbonthatatlan szamok.

Igazolnunk kell még a felbontas egyértelmiiséget.

Tegylik fel, hogy az n szam kétféleképpen is elgall felbonthatatlanok szor-
zatakeént:

n=pp2-... Pr és n=4qiq2 ... qs-
Ekkor
pip2:...-Pr=4q1q2 ... (Qs.

Ha a bal oldali szorzat tényezsi koziil valamelyik megegyezik a jobb oldali
szorzat valamelyik tényezdjével (vagy annak asszocialtjaval), akkor egysze-
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risitiink vele (a megmaradé egység szorzokat Osszeszorozva tovabbra is egy-
séget, e-t kapjuk). Az egyszertisitések és az Gjraindexelés utan azt kapjuk,

hogy

pyrp2 ... P =EQUq2 ... gy,
ahol py, g felbonthatatlanok, és paronként, semmilyen indexpérra sem
asszocialtjai egymésnak.

Ekkor py/ nyilvan osztéja a qi:qor - . .. - qo szorzatnak. Mivel azonban py/
primszam (mert felbonthatatlan), abbol, hogy oszt egy szorzatot, kovetkezik,
hogy valamelyik tényezGjét is osztja (lasd a 5.1. Kovetkezményt), vagyis van
olyan g, amelyre pys | ¢j. Ez azonban ellentmondéas, hiszen pys és g is
felbonthatatlan, és pis # g (hiszen akkor egyszertsitettiink volna vele). [

6.1. Megjegyzés. Ezt az Osszefiiggést évezredek 6ta ismerték és hasznaltak
a matematikusok, és teljesen természetesnek tekintették. (Egyébként a 1-et
sem zartak ki a vizsgalatbol; tulajdonképpen primszamnak tekintették.)

A tétel eredetileg azt mondta ki, hogy a (pozitiv) természetes szamok
felirhatok (pozitiv) primszamok szorzataként, és ha két ilyen felirast is ta-
lalunk, akkor azok csak sorrendben térhetnek el egymastol. Az altalanositéas
(nemcsak egész szamokra, hanem mas halmazokra torténd) kimondésa és
korrekt bizonyitasdnak szandéka csak parszéz éves multra tekint vissza.

A szamelmélet alaptétele nem minden szamkorben (6sszeadéssal és szor-
zassal ellatott halmazon) igaz. Osszetett algebrai vizsgalatok sziikségesek
ahhoz, hogy altaldnosan meg tudjuk mondani, hogy mely struktirdkban ér-
vényes.

Az 5.1. Megjegyzésben emlitett a + bX, a,b € Z struktaraban példa-
ul nemcsak hogy nem miikddik a szamelmélet alaptételére adott bizonyitéas
(mert a felbonthatatlanok nem feltétleniil primek), hanem valéban nem is
érvényes a szamelmélet alaptétele. Példaul a 6 =2-3 = (1+ X)(1 — X) fel-
bontés is primszamok szorzatabol all, vagyis nem egyértelmi a feliras. (Nem
bizonyitottuk, de 1 £ X is primszam.)

Végiggondolva a tételre adott bizonyitast, az egyértelmiiséghez felhasz-
naltuk annak a bizonyitasit, hogy minden felbonthatatlan szam egyszers-
mind primszam is — ehhez pedig a maradékos osztast (az euklideszi algorit-
must).

Igaz ugyan, hogy mi tamaszkodtunk a primszam és felbonthatatlan azo-
nossagara, aminek bizonyitasa az euklideszi algoritmuson alapul, de léteznek
az alaptételnek mas, az euklideszi algoritmust nem hasznal6é bizonyitésai is.

S6t, vannak olyan szamkorok, amelyekben nincsen euklideszi algoritmus
(mert példaul nincsen maradékos osztés, mert nincsen nagysagrendi rendezés
az elemek kozott), viszont a szamelmélet alaptétele mégis teljestil.
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Az azonban elmondhato, hogy ha valamely halmazon (integritasi tar-
tomanyban) elvégezhets a maradékos osztas (ott elvégezhets az euklideszi
algoritmus és a felbonthatatlan szamok egyszersmind primek is), akkor ott
érvényes a szamelmélet alaptétele is.

Megjegyzés. Mint lattuk, a paros egész szamok halmazan nincsenek
egységek (mert nincs koztiik az 1, igy annak egyetlen osztoja sem), nincsenek
asszocialtak, nincsenek primszamok, de vannak felbonthatlan szamok. Ezen
a halmazon a szdamelmélet alaptétele (annak is az egyértelmiség része) nem
teljesiil, hiszen példaul 36 = 2-18 = 6 - 6, ahol a 2, a 6 és a 18 egyarant
tovabb nem bonthatd szamok.

Megjegyzés. A szamelmélet alaptételének kimondasahoz az n # 0 és
n # € kikotésre nyilvan sziikség van, hiszen sem a 0, sem az egységek nem
allnak el6 felbonthatatlanok szorzataként.

Az egyértelmiiségre vonatkozé allitds pedig azt jelenti, hogy az elGalli-
tas akkor egyértelmi, ha egyrészt a tényezSk kiillonbo6zs sorrendjével felirt
szorzatokat nem tekintjiik kiillonb6z6knek, mésrészt ha valahany (az egészek
korében paros sok) tényezd helyett az asszocialtjat (vagyis az ellentettjét)
irjuk (példaul: 10 = 2 -5 = (—2)(—5)), akkor az igy kapott elGallitast nem
tekintjiik az eredetitdl kiilonbozének.

Megjegyzés. A tétel arra is magyarazatot ad, hogy miért nem tekint-
jik az l-et (és a —1-et, altalaban az egységeket) felbonthatatlannak, illetve
primnek annak ellenére, hogy nekik sincs valédi osztojuk, illetve igaz rajuk,
hogy ha osztanak egy szorzatot, akkor annak valamelyik (torténetesen az
Osszes) tényezGjét is osztjak. Ha ugyanis példaul az 1-et felbonthatatlannak
tekintenénk, akkor semelyik szam elGallitasa nem lenne egyértelm; akdrhany
1-es szerepelhetne benne (Példaul: 10=2-5=2-5-1=2-5-1-1 stb.).

Megjegyzés. Ha az n szam primtényezfs elGéllitdsdban az azonos pri-

meket egy csoportba gytjtjik, és szorzatukat az illeté prim hatvanyaként
irjuk fel, akkor a kovetkezs alakhoz jutunk:

n=pi"-py? .. PRt
vagy rovidebben

k
o
n=][n"
=1

ahol p; # pj ha i £ j, és Vi-re oy > 0 egész szam. Ezt az alakot szokés az n
szam kanonikus alakjanak nevezni.
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http://www.cs.elte.hu/"kfried/algebral/Decompose. jar Ez a prog-
ram megadja egy szadm primtényezds alakjat.

Kényelmi okokbo6l — mint azt késébb latni fogjuk — a kanonikus alakot
idénként kiegészitjiik olyan primek 0-dik hatvanyaval is, amelyek eredetileg
nem szerepelnek az n primtényezds felbontasdban. Ezért célszerd az a; > 0
kikotést «; > 0O-ra modositani. (Ezzel persze mar nem lesz egyértelmd a
feliras, de akkor mar nem ez lesz a lényeg.)

Azt méar a 2. fejezetben megéllapitottuk, hogy minden szamnak osztoi
az egységek és sajat asszocialtjaik, tovabba hogy az n £ 0 szdm osztdi a
[—|n|, |n|] intervallumba esnek. Ezek kozott nyilvan minden pozitivnak van
egy negativ asszocidltja, azaz szam szerint az osztok fele pozitiv, a fele ne-
gativ.

A kovetkezSkben — a kanonikus alak felhasznalasaval — arra keressiik a
valaszt, hogy egy n természetes szamnak hany pozitiv osztéja van.

6.2. Megjegyzés. A tovabbiakban kizdrdlag pozitiv egész szdmok pozitiv
osztoira fogunk szoritkozni, a primtényezds felbontasaban, illetve a kanonikus
alakban szerepl6 primszamokrol is feltessziik, hogy pozitivak. Minden eset-
ben egyszertien meggondolhat6, hogy milyen moédositasokra lenne sziikség,
ha negativ szamokrdl is szeretnénk nyilatkozni.

6.1. Jelolés. Azt a fliggvényt, amely egy pozitiv szdmhoz a pozitiv osztoi
szamat rendeli, d-vel jeloljiik: d(n) az n pozitiv szam pozitiv osztoinak szamat
jeloli. Példaul d(1) =1, d(2) = 2, d(3) =2, d(4) = 3 stb.

Figyeljiikk meg az alabbiakat.

e Egy p primszamnak két (pozitiv) osztoja van: 1 és p; d(p) = 2.

e Egy p® alaku primhatvany pozitiv osztoi 1,p, p?,...,p% L, p%; a szé-

muk pedig o 4+ 1; d(p®*) =p + 1.

e Ha p és g két kiilonbozd primszam, akkor a pq szdm pozitiv osztéi az
1, a p, a q és a pq; Osszesen 4 darab; d(pq) = 4.

e Ha n egy p*¢? alaka szam (ahol p és ¢ két kiilonb6z6 prim), akkor az
0sztoi a kovetkezok:

1’ Q7 27 qﬁ?
p,  pg,  pgt ... pdP,
2 2 2

P’ pe, P’ ... pPdP,
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Ez 6sszesen (o + 1)(B 4+ 1) darab; d(p®¢®) = (a4 1)(B + 1).

Altalanositsuk eziranyt megfigyeléseinket tetszéleges természetes szam-
ra.

6.3. Tétel. Az n = pi"ps?...pp* szdmnak a t szim akkor és csak akkor

osztdja, ha a t kanonikus alakja t = pf1p§2 . .p”g’“, ahol minden i-re 0 <

Bi < ay.

Bizonyitas. 1. Belatjuk, hogy n minden osztoja pflpgz’ .. .pg’“, ahol minden

i-re 0 < 3; < oy alaku.

Ha t osztéja az n-nek, akkor van olyan ¢, amelyre tg = n. Ekkor n
primtényezsi éppen t és g primtényez6ibol tevédnek ssze (a szamelmélet
alaptétele miatt), vagyis ¢ minden primtényezGje az n-nek is primtényezsje.
Igy t kanonikus alakjaban csak olyan primszamok szerepelhetnek, mint n
kanonikus alakjaban, rdadasul legfeljebb akkora hatvanyon, mint n-ben.

2. Most tegyiik fel, hogy t kanonikus alakja pflpz2 . .p[]j’“, ahol 0 < 3; <
;. Belatjuk, hogy ekkor ¢ | n.

Ag= p‘f‘l_ﬁlpgz_ﬁQ .. .pZ"“_B’“ szammal megszorozva t-t éppen n-et ka-
punk. Mivel 5; < «; minden ¢ indexre, igy q egész szdm, ami azt jelenti, hogy

tin O

6.4. Tétel. Az n = pi'ph?...pp" kanonikus alakban felirt szdm (pozitiv)

osztoinak szima: d(n) = (aq +1)(ag +1) - ...« (ag + 1).
Bizonyitas. A 6.3. Tétel szerint egy n szam Osszes osztoja t = pflp§2 . .pg’“
alaki, ahol Vi-re 8; < «;.

Annyi kiilonbo6z8 oszté van, ahanyféleképpen a 1, Bs,. .., Br kitevket

meg tudjuk valasztani az adott hatarokon beliil. A 31 kitevé Osszesen (aq+1)-
féle értéket vehet fel (lehet 0,1, ..., 7). A B2 kitevé ettdl fiiggetleniil (ca+1)-
féle értéket vehet fel; altalaban béarmelyik i-re az i-edik kitev$ az Osszes
tobbitdl fiiggetlentl (o + 1)-féle lehet.

Vagyis a kitevsket dsszesen ((a1 + 1)(az + 1)... (g + 1))-féleképpen
valaszthatjuk meg, azaz ennyi az n szam osztéinak a szama. [

Példaul: a 4536 = 23 - 3% . 7 szam osztoinak szama d(4536) =
B3+ 1)(4+1)(1+1) = 40.

Megjegyzés. A szamok osztoival kapcsolatban rengeteg kérdést feltehe-
tiink, sok érdekes megfigyelést végezhetiink. Megkérdezhetjiik példaul, hogy
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mennyi az n = p*ps? ... pp* kanonikus alaki szam osztéinak Osszege (erre

kés6bb visszatériink), illetve szorzata.

1. Eszrevehetjiik, hogy minden t > 2 szamhoz végtelen sok olyan szam
létezik, amelynek osztoi szama éppen t. Eppen 12 osztéja van példaul minden
primszam tizenegyedik hatvanyanak, tovabba minden p? - ¢> vagy p° - ¢ vagy
p?-q-r alaki szamnak, ahol p, ¢ és r kiilonboz6 primek, hiszen 12 = (11+1) =
(I+1)-(1+5)=(1+2)-(1+3). (Egyébként azt is meg tudjuk allapitani,
hogy mas tipust szamnak nem lehet éppen 12 osztoja.)

2. Egyszertien belathaté az a kozismert tény is, hogy azok a szamok,
amelyek osztéinak szama paratlan szam, éppen a négyzetszamok. Ha ugyanis
t | n, akkor létezik olyan ¢, amelyre t - ¢ = n. Ekkor viszont ¢ is osztdja
az n szdmnak. Vagyis valahdnyszor taldltunk egy osztét, mindjart kettst
talaltunk, azaz minden osztonak van egy parja. Igy paratlan sok osztot csak
agy kaphatunk, ha valamelyik oszténak a parja sajat maga, azaz ha van
olyan oszt6, amelyet éppen sajat magaval szorozva kapjuk meg az n szamot,
tehat ha n négyzetszam. (t-t és ¢-t t # q esetén osztoparoknak nevezziik.)

A kanonikus alak, illetve az osztok szamara vonatkozd tétel felhasznéla-
saval a kovetkezSképpen bizonyithatjuk az allitast:

6.1. Allitas. Egy természetes szamnak pontosan akkor van pdratlan sok po-
zitiv osztdja, ha négyzetszdm.

Bizonyitas. 1. Ha n négyzetszam, akkor létezik olyan ¢ szam, amelyre t? =
n.

B, 282 2Bk

2
Hat:pfl 'P§2...p£k7 akkorn:t2:p1 Py "D

Ekkor d(n) = (261 +1)(282+1) ... (2B +1), ami nyilvan paratlan szam,
hiszen ez olyan szorzat, amelynek minden tényezGje paratlan.

2. Megforditva: Tegyiik fel, hogy az n = p{* -p5? ... pi* szdmnak paratlan
sok osztoja van, vagyis d(n) = (aq +1)(az+1) ... (ax + 1) szorzat paratlan.
Ez csak tgy lehet, ha a szorzat minden tényez§je paratlan, vagyis ha minden
i-re o; + 1 péaratlan szadm, ami pontosan akkor teljesiil, ha az n kanonikus
alakjaban minden kitevs paros.

Legyen ekkor a; = 21,0 = 203, ... = 208. FEzt felhasznalva az n
szam n = p?’gl -pgﬁQ .. .pzﬁ’“ alakba frhat6, vagyis n = ¢, ahol t = p;* -
p’gQ . .p’g’“. Tehat n négyzetszam. [

A szamok kanonikus alakjat felhasznalhatjuk két szam legnagyobb kozos
osztojanak, illetve legkisebb k6zos tobbszorosének meghatérozasara is. Ehhez
célszert a két szamot ugyanazon primek hatvanyaiként felirni. Ha példaul a
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szobanforgd két szam a 126 és a 400, akkor a kovetkezd alakban irjuk fel
Sket: 126 = 21 - 32.50. 71 illetve 400 = 2% -39 . 52 . 79,

6.5. Tétel. Az a = p{' - p3?...po* és a b = pfl -p§2 .. .pg’“ szdmok leg-
nagyobb kiozos osztdja (a,b) = prlnin(al’ﬂl) . p;nin(a2’62) .. .p?m(ak’ﬁk). (i,
1<i<kesetén 0 < ay,[;)

(Itt most — annak érdekében, hogy a két szamban ugyanazok a prim-
tényezsk szerepeljenek — megengedtiik, hogy egyes kitevSk O-val egyenlSk
legyenek.)

Bizonyitas. Az a és b szamok Gsszes kozos osztoja a 6.3. Tétel értelmében
t=p{"-py...p*

alaki, ahol minden i-re 0 < v; < «; és (0 <)y < By, vagyis 0 < ; <
min(ay, B;). A fenti szam ilyen alaku, tehat kozos oszto, és az ilyen alakiak
koziil nyilvan akkor kapjuk a legnagyobbat, ha az Gsszes kitevét a lehetd
legnagyobbra vélasztjuk, vagyis ha minden i-re v; = min(ay, 3;), ami a fenti
szamra teljesil. [J

Példaul: (126,400) = 2'.30.50.70 =2,

http://www.cs.elte.hu/ kfried/algebral/GCDPrime.jar Ez a prog-
ram megadja két szdm primtényezds alakjabol azok legnagyobb kozos 6szt6-
janak primtényezds alakjat.

6.6. Tétel. Aza=pi"-py?...p*F ésab= p?l -p§2 .. .pgk szamok legkisebb
kézos tobbszordse [a,b] = pinax(o‘l”gl) .p;“aX(O‘Q’ﬁQ) .. .p?ax(ak’ﬁk),

Bizonyitas. A 6.3. Tétel értelmében a és b minden k6z0s tobbszorose t =
pitpy...pfF -q‘fl -q‘QSQ e qik alaki, ahol minden i-re y; > oy és y; > f3;, vagyis
vi > max(ag, B;), qfl . qu .. q,‘z’“ pedig egy tetszdleges egész szam kanonikus
alakja. A fenti szam ilyen alaka (minden j-re 0; = 0), tehat k6z6s t6bbszoros.
Az ilyen alakuak koziil nyilvan akkor kapjuk a legkisebbet, ha az Osszes
kitevst a lehetd legkisebbre valsztjuk, vagyis ha minden i-re v; = max (v, ;)
és minden j-re §; = 0. Ez a fenti szamra teljesiil. [

Példaul: [126,400] = 24 - 3% .52 . 71 = 25200.

Megjegyzés. Altalanos iskolaban a szamelmélet alaptételét bizonyités
nélkiil elfogadjuk, és a legnagyobb kozos osztot (valamint annak segitségével
a legkisebb koz0s tobbszorost) rendszerint a most leirt médon hatarozzuk
meg (és nem az euklideszi algoritmussal).
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Megjegyzés. Két szam legnagyobb kozos osztojanak és legkisebb kozos
tobbszordsének meghatarozasara mar korabban is volt eljarasunk: a legna-
gyobb ko6z0s osztot megkaphattuk az euklideszi algoritmus segitségével, a
legnagyobb kozos oszt6 és a két szam szorzatdnak birtokdban pedig mar ki
tudtuk szamitani a legkisebb kozos tobbszorost (4.3. Tétel).

Lattuk azonban, hogy vannak olyan szamkorok, amelyekben nincs eukli-
deszi algoritmus (példaul mert nincsen nagysagrendi rendezés az elemek ko-
z0Ott, igy nincsen maradékos osztas), viszont a szamelmélet alaptétele mégis
teljesiil. Bar mi az alaptétel bizonyitasa soran tdmaszkodtunk a primszam és
felbonthatatlan azonossagéra, aminek bizonyitésa az euklideszi algoritmuson
alapul, de — mint emlitettiik — léteznek az alaptételnek mas, az euklideszi al-
goritmust nem hasznalé bizonyitasai is. Ezekben a szadmkorokben a 6.5. és
6.6. Tételek segitségével hatarozhaté meg a legnagyobb kozos oszté és a legki-
sebb ko6z0s tObbszoros, st 1étezésiiket is ezek a tételek, illetve a szamelmélet
alaptétele garantalja.

A tovabbiakban relativ primekkel kapcsolatos kérdésekre keresiink valaszt
— még mindig a szamelmélet alaptétele segitségével.

6.7. Tétel. Tetszdleges a, b és ¢ egész szamokra (a,bc) = 1 akkor és csak
akkor teljesiil, ha (a,b) =1 és (a,c) = 1.

Bizonyitas. 1. Tegyiik fel el6szor, hogy (a,bc) = 1. Eszerint bc kanonikus
alakjaban egyetlen olyan primszam sem szerepelhet, amely a felirasdban sze-
repel (kiilonben lenne 1-nél nagyobb koézos osztojuk). Ez azt jelenti, hogy
sem b-nek, sem c-nek nincs olyan primosztdja, amely a-nak is oszt6ja lenne.
Igy a és b, valamint a és c is relativ primek. (Hiszen egyiknek sincs kozos
primosztoja.)

2. Most tegyiik fel, hogy (a,b) = 1 és (a,c) = 1. Ekkor sem b-nek, sem
c-nek nincs a kanonikus felirdsdban olyan primszam, amely osztéja lenne
a-nak, vagyis bc felirasaban sem szerepel ilyen. Igy tehat (a,bc) = 1. O

6.8. Tétel. Ha (a,b) = 1, akkor az ab szorzat tetszdleges d osztdja eqyér-
telmiien elddllithato o't alakban, ahol a' | a és V' | b. (Es ekkor (a’,b') =

(a',b) = (a,b)=1.)

Bizonyitas. Legyen a = p{* - p3?...pp* és b= qfl : qu . qlB’. Ekkor

ab = p{* -pg‘g...pg’“qfl -qu...qfl,

ahol (mivel (a,b) = 1) p; # g;.
Ha most d | ab, akkor a 6.3. Tétel miatt

oS B
Y

d:p(l)él-pg[Q...pk’“q1 Gy’ ... q
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ahol 0 < of < a; és 0 < 3] < ;.

Barmelyik d osztorol is van szo, az o’ = p{* - py° .. .pZ’“ és b = q”fl .
q§2 e qfl szamok egyértelmien meghatéarozottak, tovabba o’ | a és b’ | b.

A relativ prim tulajdonsagok az oszthatésag tranzitivitdsa miatt vissza-
vezethetsk (a,b) = 1-re. O

Megjegyzés. Az, hogy egy ab szorzat tetszGleges d osztoja elGallithato
a't! alakban, ahol @’ | a és V' | b, mindig igaz, az (a,b) = 1 feltételre az
egyértelmiiséghez van sziikség, amit az garantél, hogy a-nak és b-nek nincs
koz6s primtényezdje.

Megjegyzés. A tétel megforditasa is igaz, s6t trividlis: Ha a” | a ésb” | b,
akkor (fiiggetleniil attol, hogy a és b relativ primek vagy nem), a”d” | ab. Ha
ugyanis a” | a, akkor van olyan ¢; egész szam, amelyre a”q; = a, és ha
b" | b, akkor van olyan g¢o egész szam, amelyre b”qy = b. Ekkor viszont
a”b"q1qo = ab. Vagyis a”’b" | ab.

6.3. Megjegyzés. A 6.7. és 6.8. Tételek a szamelmélet alaptétele nélkiil,
csak a legnagyobb kozos oszté tulajdonsagait felhasznalva is bizonyithatok.

Feladatok

1. Igazolja a 4. fejezet 1-9. feladatait a szamelmélet alaptételének felhasz-
nalaséaval is!

2. Hatarozza meg az n szam osztoinak szorzatat!

3. Melyik az a legkisebb n természetes szam, amelyre d(n) = 1; 2; 3; 10;
12; 457

4. Igazolja, hogy tetszdleges a, b természetes szamokra d(ab) < d(a)-d(b)!

5. Igazolja, hogy végtelen sok n természetes szamra teljesiil, hogy d(n +
1) > 2d(n)!

6. Igazolja, hogy a 2d(n?) = 3d(n) sszefiiggés csak primszam n esetén
teljestilhet!

7. Igazolja, hogy d(n) < n tetsz6leges n természetes szam esetén!

8. Igazolja, hogy d(n) < 2./n tetszSleges n természetes szam esetén!



7. fejezet

A primszamokrol

A korabbiakban mar megismerkedtiink a primszam fogalmaval és néhany
fontos, primszamokkal kapcsolatos tétellel. Mivel az egész szamok korében
egy szam akkor és csak akkor prim, ha az ellentettje az, és egy szadmot akkor
és csak akkor oszt egy prim, ha annak ellentettje osztja, ebben a fejezetben
vizsgalddasaink elsGsorban a pozitiv egészekre szoritkoznak. Kénnyen meg-
gondolhat6, hogy eredményeink hogyan altaldnosithatéak az egész szémok
halmazara. Most el6szor azt fogjuk megnézni, hogyan lehet egy szamrol el-
donteni, hogy prim-e, illetve hogyan lehet egy adott korlatig megtalélni az
osszes (pozitiv) primszamot.

(Sem most, sem a késGbbiekben nem tesziink kiilonbséget prim és fel-
bonthatatlan k6z6tt, mindvégig a révidebb prim elnevezést fogjuk hasznalni.
Meggondolhat6, hogy mely esetekben tdmaszkodunk a primek felbonthatat-
lansagara, amely esetekben a primségére.)

A primszamok megkeresésére szolgal a kovetkezs, eratosztenészi szita ne-
vii eljarés:

Irjuk fel el6szor a szamokat 2-t6l n-ig, ahol n az a szam, ameddig kivan-
csiak vagyunk a primekre:

2, 3, 4 5, 6, 7, 8 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, ..., n

7.1. 4bra.

Az els§ szam, a 2, primszam, ezt karikdzzuk be, az Osszes tObbi tébb-
szorosét pedig (azok biztos nem primek, hiszen a 2 valodi osztojuk) huzzuk
at:

77
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)3, # 5 & 7. % 9, W, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, ..., n

7.2. 4bra.

Ezutan karikdzzuk be az els6 még meg nem jelolt (a bekarikdzatlanok
koziil az els6 at nem huizott) szamot (a 3-at), és huzzuk at a nala nagyobb
tobbszoroseit (ezek koziil persze bizonyosakat — amelyek 2-vel is oszthatok —
mér az elébb athuztunk):

2)B) # 5 K 7. % B W, 11, 12 13, 14, 15, 16, 17, ..., n

7.3. abra.

Ezutén ismét karikdzzuk be az els6 még meg nem jeldlt szamot, majd
hiizzuk 4t sajat maga kivételével az Osszes tobbszorosét, és igy tovabb, addig
folytassuk az eljarast (a szitalast), amig az Gsszes Osszetett szam (az adott
korlatig) ki nem hullik a rostan (4t nem lesz huzva).

9119293949596 |97 |98 |99 100

81 182183|84|85 86|87 |88 89|90

TV 7273747576 |77 78|79 | 80

6162|6364 |65|66|67|68]|69 |70

51152153 |54|55|56|57 |58 59|60

41 (424344 45|46 |47 48|49 |50

31132133|34|35|36|37 383940

211222324125 |26|27 (28|29 |30

111121314 15|16 |17 | 18|19 20
M!!l 21314516 |7]8]9]10

7.4. dbra. Az eratosztenészi szita elss 1épése n = 100-ra

Kérdés, hogy van-e ré garancia, hogy ez az allapot el6bb-utébb beko-
vetkezik, és ha igen, akkor mikor, illetve hogy a primszamok biztosan mind
fentmaradnak-e.

Ahhoz, hogy vélaszolni tudjunk ezekre a kérdésekre, tegyiink el6szor né-
hény megfigyelést az eljarasrol:
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91 93 95 97 99
81 83 85 87 89
71 73 75 71 79
61 63 65 67 69
51 53 55 57 59
41 43 45 47 49
31 33 35 37 39
21 23 25 27 29
11 13 15 17 19

(::) 3 5 7 9

7.5. abra. Az eratosztenészi szita mésodik 1épése n = 100-ra

91 95 97

83 85 89
71 73 77 79
61 65 67

53 55 59
41 43 47 49
31 35 37

23 25 29
11 13 17 19
" 0BG

7.6. dbra. Az eratosztenészi szita harmadik lépése n = 100-ra

e A bekarikazott szdmok mindig primek, hiszen az elsé bekarikazott szam
(a 2) prim, és mindig az els6 még meg nem jelolt szamot karikazzuk
be, vagyis egy olyan szdmot, amelyre igaz az, hogy a nala kisebb szé-
mok kozott nincsen primosztoja (hiszen ha lenne, akkor az illetd prim
tobbszorosei kozott 6t is athaztuk volna), vagyis prim.
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91 A5 97
83 85 89
71 73 77 79
61 (i8] 67
53 56 59
41 43 47 49
31 35 37
23 25 29
11 13 17 19
000 &

7.7. abra. Az eratosztenészi szita negyedik lépése n = 100-ra

H A5 97
83 85 89
71 73 77 79
61 o, (i8] 67
53 B 56 59
41 43 47 40
31 35 37
o 23 25 29
11 13 B4 17 19
00/10)(@

7.8. abra. Az eratosztenészi szita 6tddik 1épése n = 100-ra

e Az athizott szamok mind Osszetettek, hiszen akkor hizunk at egy sza-

mot, ha 6 egy néla kisebb (prim)szam tobbszorose.

e Azt is megallapithatjuk, hogy akkor huzunk at egy Osszetett szamot,
amikor éppen a legkisebb primosztéja szerint szitalunk.
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7.9. abra. A megmaradt szamok n = 100-ig primek

Ezzel az eljarassal elérhetd, hogy el6bb utébb minden szam (az adott
hatarig) vagy be legyen karikazva, vagy at legyen htizva, hiszen barmilyen n
korlat esetén n-ig véges sok (pozitiv egész) szam van, ezek kozott véges sok
a prim, és minden primnek véges sok tobbszordse van.

Val6jaban azonban nincs sziikség arra, hogy addig folytassuk az eljarast,
amig n-ig minden szamot meg nem jeloliink igy vagy tugy (karikazéssal vagy
athazassal). Ha példaul 100-ig szeretnénk megtalalni az 6sszes primet, akkor
azt fogjuk tapasztalni, hogy miutan kihiztuk a 2, a 3, az 5 és a 7 Osszes
tObbszorosét, az els6 még meg nem jelolt szamnak — a 11-nek — mér nincs
olyan tobbszorose (100-ig), amit at ne huztunk volna mar korabban. Ugyanez
a helyzet a 13-mal, a 17-tel és az Osszes tobbi 7-nél nagyobb primmel is,
ami azt jelenti, hogy tovabbi szitdlalasra nincs sziikség, most mér az Osszes
megjeldletlen szam prim.

Az http://www.cs.elte.hu/ kfried/algebral/ERATOS- .EXE itt elin-
dithato (DOS, grafikus) PROGRAMBAN az eratosztenészi szitat modellez-
tiik. Minden szamnak egy-egy képerny&pont felel meg: 480 sorban és 480
oszlopban. Eszerint 480 - 480 = 230400-ig (pontosabban 230399-ig) szitd-
lunk.

Az 7.10. abran lathatd animacié 2-t6l 224-ig szital.

Az, hogy egy p primnek méar nincs athizatlan tobbszordse n-ig azt jelen-
ti, hogy nincs olyan szam (n-ig), amelynek a legkisebb primosztoja p lenne
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B : ; : 5 6 7 8 9 100 1213 14

15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29

30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 41 42 43 44
45 46 47 48 49 50 51 52 53 54 55 56 57 58 59
60 61 62 63 64 65 66 67 68 69 70 71 72 T3 T4
75 76 77 78 79 80 81 82 83 84 8 86 87 88 &9
90 91 92 93 94 95 96 97 98 99 100 101 102 103 104
105 106 107 108 109 110 111 112 113 114 115 116 117 118 119
120 121 122 123 124 125 126 127 128 129 130 131 132 133 134
135 136 137 138 139 140 141 142 143 144 145 146 147 148 149
150 151 152 153 154 155 156 157 158 159 160 161 162 163 164
165 166 167 168 169 170 171 172 173 174 175 176 177 178 179
180 181 182 183 184 185 186 187 188 189 190 191 192 193 194
195 196 197 198 199 200 201 202 203 204 205 206 207 208 209
210 211 212 213 214 215 216 217 218 219 220 221 222 223 224

K| <[ <> |>[ D] [—|»e| +

7.10. &bra. (animéacio).

(vagyis mar a p-nél kisebb primek valamelyikének a tobbszorosei kozott ki-
haztuk).

A 2,3, ...,100 szamok kozott nyilvan nincs olyan Osszetett szam, amely-
nek a legkisebb primosztéja 11 vagy annal nagyobb prim lenne, hiszen ha
egy a szam legkisebb primosztdja a 11, akkor a felirhaté a = 11aq, alakban,
ahol a; > 11. Ha viszont a; > 11, akkor a = 11a; > 11 - 11 = 121. Vagy-
is a 121-nél kisebb szamok koziil semelyiknek nem lehet a 11 a legkisebb
primosztoja.

Altalaban is igaz:

7.1. Allitas. Ha n dsszetett szam legkisebb primosztdja p, akkor p* < n.

Bizonyitas. Az n felirhato n = pny, alakban, ahol ny > p, igy pni > p?,
vagyis a n > p?. [
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(Persze ha n nem osszetett szam, akkor a legkisebb primosztoja maga n.)

Ez azt jelenti, hogy ha n-ig szeretnénk megtalalni a primeket, akkor a
szitalast elegendd azokra a primszamokra elvégezni, amelyeknek négyzete
nem nagyobb n-nél. (Ha tehat n primszam, akkor is elég az |\/n| szamig
talalhato primszamokig vizsgélni a lehetséges primosztokat.)

Megjegyzés. Ha nem feltétleniil a primszamokat akarjuk megtalalni, ak-
kor az eratosztenészi szitahoz hasonléan més szitalési szabalyokat is kitalal-
hatunk. Megvizsgélva, hogy kiilonféle szabalyok esetén mikor milyen szdmok
maradnak fent a rostén, sok érdekességre bukkanhatunk.

Ha példéaul az

I, 2, 3, 4 5, 6, 7, 8 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, ...,

7.11. abra.

sorozatban bekarikazzuk az 1-et, és athiizunk minden mésodikat:

() 2 3, £ 5 6 7, 8 9, W, 11, 12,13, 14 15, 16, 17, ...,

7.12. abra.

majd a fennmaradé szamok koziil bekarikazzuk az els6 még meg nem jeloltet
— a 3-at — és athtizunk minden harmadikat:

QO G % 7 90, W, 13, 15, M. ..,

7.13. abra.

majd az igy megmaradt szamok koziil bekarikdzzuk az els6 még meg nem
jeloltet (a 7-et), és athuzzuk az 6sszes annyiadikat, amennyi az utoljara beka-
rikazott szam (a fennmaradt szamok koziil minden hetediket), és igy tovabb,
akkor a bekarikazott szamokat (1, 3, 7, 9, 13, 15, 21, 25, 31, 33, 37, 43, 49,
51, ...) nevezik szerencsés szamoknak. A szerencsés szamok sok szempont-
boél a primszamokhoz hasonléan viselkednek, példéul éppen oly szeszélyesen
helyezkednek el a természetes szdmok kozott, mint a primszamok.

Azt az észrevételiinket, miszerint ha egy n Osszetett szam legkisebb prim-
osztoja p, akkor n > p?, érdemes a kovetkezd formaban is megfogalmazni:

7.1. Tétel. Az n dsszetett szdm legkisebb primosztdja nem lehet nagyobb

V/n-nél.
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91 93 95 97 99
81 83 85 87 89
71 73 75 77 79
61 63 65 67 69
51 53 55 57 59
41 4 45 47 49
31 33 35 37 39
21 23 25 27 29
1 13 15 17 19

(1) 2 3 5 7 9

7.14. abra. Szerencsés szamok keresése n = 100-ig — 1. 1épés

91 93 97 99
81 85 87

73 75 79

61 63 67 69
51 55 57

43 45 49

31 33 37 39
21 25 27

13 15 19

O © ANE

7.15. abra. Szerencsés szamok keresése n = 100-ig — 2. 1épés
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91 93 97 99
85 87
73 75 79
63 67 69
51 55 57
43 45 49
31 33 37
21 25 27
13 15
ONONENONE

7.16. abra. Szerencsés szamok keresése n = 100-ig — 3. 1épés

93 97 99
85 87
73 75 79
63 67 69
51 55
43 45 49
31 33 37
21 25
13 15
O ® ON O,

7.17. abra. Szerencsés szamok keresése n = 100-ig — 4. 1épés
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93 99
85 87
73 75 79
63 67 69
51 55
43 49
31 33 37
21 25
15

O

1)
©)

Q)

O)

7.18. abra. Szerencsés szamok keresése n = 100-ig — 5. 1épés

93 99
85 87
73 75 79
63 67 69
51
43 49
31 33 37
21 25

1)

O,

©)
©)

Q)

O)

7.19. abra. Szerencsés szamok keresése n = 100-ig — 6. 1épés
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93 99
87

73 75 79

63 67 69
51

43 49
31 33 37
(1) 25

ONO,
ON© @ ©®

7.20. abra. Szerencsés szamok keresése n = 100-ig — 7. 1épés

©©
@

@
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©)
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CE_®E
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7.21. abra. A szerencsés szamok n = 100-ig

©
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Bizonyitas. Azt mar tudjuk (7.1. Allitas), hogy ha n legkisebb primosztéja
p, akkor p? < n, amibdl mar kovetkezik, hogy p < /n. O

Megjegyzés. Ha egy szamrél szeretnénk eldonteni, hogy prim-e vagy
sem, akkor az el6z8 tétel szerint ehhez elegend megvizsgalni, hogy a szam
négyzetgyokénél nem nagyobb primek kozott van-e olyan, amivel oszthato.
Ha van, akkor a szdm Osszetett, ha nincs, akkor prim.

Ha példaul arra vagyunk kivancsiak, hogy a 751 primszam-e, akkor ele-
gendd azt megvizsgéilni, hogy a 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23 primek vala-
melyikével oszthato-e (a kovetkezd prim — a 29 — négyzete méar nagyobb,
mint 751). Mivel egyikkel sem oszthato, igy primszam. (Az oszthatésagok
vizsgalata soran segitenek az oszthatosagi szabalyok.)

Azt mar tudjuk, miként lehet egy szamrol eldonteni, hogy prim-e, és
mi moédon lehet megkeresni egy adott korlatig az 0sszes primet. Felmeriil a
kérdés, hogy egyaltalan hany primszam van, valamint hogyan helyezkednek
el a primszdmok a pozitiv egészek 1, 2, 3, 4, ... sorozataban.

7.2. Tétel. Végtelen sok primszdm van.

Bizonyitas. A tétel sokféleképpen bizonyithato, a most kovetkezs bizonyi-
tas Eukleidésztdl szarmaszik.

Tegyiik fel, hogy az allitassal ellentétben véges sok primszam van (indi-
rekt bizonyitas), amelyek pontosan a kovetkezok:

b1, P2, P3s --- Pn-
Tekintsiik az A = p1paps . .. pn + 1 szédmot.

Ez a szam lathatoan a p1paps . .. p, primek egyikével sem oszthatéd (bar-
melyikkel osztva 1 maradékot ad), vagyis — mivel indirekt feltevésiink szerint
a sorozatban az Osszes primszam szerepel — nincs primosztéja. Kz azonban
ellentmond a 6.1. Tételnek, miszerint minden (1-nél nagyobb) szamnak van
primosztoja. [

Megjegyzés. A bizonyitas lényege az, hogy abbdl a feltevésbdl, hogy
véges sok primszam van, ellentmondasra jutunk, tehat végtelen sok primnek
kell lennie.

Az nem kovetkezik a bizonyitasbol, hogy ha az elsé néhany ismert primet
Osszeszorozzuk, és a szorzatukhoz hozzaadunk 1-et, akkor az igy kapott szam
prim lesz, és altalaban nem is igaz. Igaz ugyan, hogy

2+ 1 =3 prim,
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-3+ 1 =7 prim,
-3-5+1 =31 prim,
-3-5-7+ 1= 211 prim, és
-3-5-7-1141 = 2311 is prim.

NN NN

\]

De mar 3:5:7-11-1341=30031 =59 509 nem prim,

2:3:5-7-11-13-174+1=510511 =19 - 26 869 sem prim

és igy tovabb, elkészitve a pipaps . ..pn + 1 szémot, ahol p;, az i-edik prim-
szamot jelenti, a kapott szam — n értékétdl fiiggden — hol prim lesz, hol nem.
(A tovabbiakban példaul ha p, = 19, 23, 29, 37, 41, 43 vagy 47, akkor nem
kapunk primet, ha p, = 31, akkor primet kapunk.)

Nyilvanvalo, hogy a végtelen sok primszam koziil az egyetlen paros a 2,
az Osszes tObbi paratlan. A paratlan szamok azonban — a 4-gyel valo osztéasi
maradékuk szerint — két csoportba sorolhatok, bizonyosak 4k—1, masok 4k+1
alakiak. Tudjuk, hogy legalabb az egyik halmazban végtelen sok primnek
kell lennie (hiszen végtelen sok paratlan prim van, és mindegyik benne van
a két halmaz valamelyikében), de kérdés, hogy vajon mindkettében végtelen
sok prim van-e, vagy csak az egyikben (és akkor melyikben). Errdl szol a
kovetkezs tétel:

7.3. Tétel.
(a) Végtelen sok 4k — 1 alakid primszdm van.

(b) Végtelen sok 4k + 1 alaku primszdm van.

Bizonyitas. Elgszor az (a) allitast bizonyitjuk, a (b) allitas bizonyitasa egy
késgbbi osszefliggésbdl fog kovetkezni (11.1. Kovetkezmény).

(a) Tegytik fel (indirekt moédon), hogy véges sok 4k — 1 alakd primszam
van, és ezek a kovetkezSk: p1, po, ps, ... pn. Tekintsiik a kovetkezd szdmot:

A =4pipap3...pp—1

Ennek a szamnak nyilvidnvaléan a sem a 2, sem a py,p2,ps,...,pn primek
nem osztoi. Az sem lehet, hogy minden primosztoja 4k+1 alaka, hiszen maga
a szam nem 4k+1 alakt, méarpedig 4k+1 alakt szdmok szorzata 4k+1 alaku:
((4a+1)(4b+ 1) = 4(4ab + a + b) 4+ 1). Vagyis kell, hogy legyen 4k —1 alaku
primoszt6ja, ami ellentmond annak, hogy p1,p2,ps, ..., pn az Osszes 4k — 1
alakt prim. O

Maés szadmokkal valé osztasi maradékuk szerint is csoportosithatjuk a
primszamokat. Azt példaul, hogy végtelen sok 6k — 1 alaka prim van, ugyan-
ugy lathatjuk be, mint a 4k — 1 alaktiakra vonatkozo allitast (felhasznalva,
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hogy 6k alaka prim nincs; 6k + 2 alaka csak egy van, a 2; 6k + 3 alaka is
csak egy van, a 3; 6k 4+ 4 alaki nincs, a 6k 4+ 1 alakiiaknak pedig a szorzata
is 6k + 1 alaku). Az is igaz, hogy végtelen sok 6k + 1 alakd primszam van,
de ezt mar nehezebb bizonyitani.

Ebbél kovetkezik:

7.2. Allitas. Minden 3-ndl nagyobb primszim 6k + 1 vagy 6k — 1 alakd.

Az eddigiek szerint a kovetkezd szadmtani sorozatok

mindegyikében végtelen sok primszam van. Ha most azt vizsgaljuk, hogy
altalaban héany (kiilonboz6) primszam lehet egy (csak pozitiv tagokbol allo)
szamtani sorozatban, érdekes eredményre juthatunk. Azt méar a fentiekbdl
tudjuk, hogy lehet végtelen sok.

Olyan szamtani sorozatra is konnyd példat mondani, amelyben egyetlen
primszam sincs, példaul:
(6) 4,8, 12, 16, 20, 24, ...
(7) 10, 30, 50, 70, 90, ...
Altalaban is elmondhatjuk, hogy soha nincs primszam az a+nd szamtani so-
rozatban, ha a sorozat a kezd&eleme Gsszetett szam, tovabbé a kezdGelem és

a d differencia nem relativ primek (hiszen a és d legnagyobb kozos osztojaval
a sorozat minden tagja oszthato lesz).

Ha az a + nd szamtani sorozat kezdGelemérsl nem kotjik ki, hogy legyen
Osszetett szam, de a és d most sem relativ primek, akkor lehet, hogy éppen
egyetlen egy primszam van a sorozatban:

(8) 5, 10, 15, 20, 25, . ..

(9) 3,9, 15, 21, 27, 33, . ..
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Az az érdekes, hogy més eset nem fordulhat els: egy pozitiv tagi szamtani
sorozatban vagy 0 vagy 1 vagy végtelen sok primszam van. 0 vagy 1 is csak

ugy lehetett, hogy (a,d) > 1.

Vagyis az nem lehetséges, hogy egy csupa pozitiv tagbol allé6 szamtani
sorozatban pontosan 2, 3, 4, ... stb. primszam legyen. (Ha negativ tagokat is
megengediink, akkor két prim is lehet a sorozatban, ilyen példaul a kovetkezd:
-6, —2, 2, 6, 10, 14, ...) Ez lényegében a kovetkezs tételen mulik, amelyet
bizonyitas nélkiil kozliink:

7.4. Tétel. (Dirichlet) Ha d > 0 és (a,d) = 1, akkor az a + nd (n =
0,1,2,...) szdmtani sorozatban végtelen sok primszdm van.

A tétel bizonyitasa meglehetésen nehéz, de Dr. Szalay Mihély konyvé-
ben (Szamelmélet, Specidlis matematika-tankonyvek sorozat, Typotex kiado,
http://www.typotex.hu/konyv/szalay_mihaly_szamelmelet)

Megjegyzés. Erdekes kérdés, hogy més nevezetes sorozatokban hany
prim lehet. A mai napig megoldatlan probléma példaul az, hogy a Fibonacci-
sorozatban (vagyis az 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, ... sorozatban, ahol a; = ay =1
és ap = ap—1 + an—2, ha n > 2) végtelen sok primszam van-e.

Az is izgalmas kérdés, hogy milyen nagysagrendd lehet az n-edik prim-
szam. Azt mar lattuk, hogy az n-edik primszam legfeljebb akkora, mint az
6t megel6z6 primek szorzatanal 1-gyel nagyobb szam.

Az n-edik pozitiv primszamra ennek segitségével adhatunk egy felsg kor-
latot:

7.5. Tétel. A primszdmokpy =2, ps =3, p3s =5, ... sorozatdban az n-edik
primszamra igaz, hogy p, < 22"

[T I
=pn)

1. 3. 5 7. 9 11. 13. 15. 17. 19. 21. 23. 25. n

7.22. abra.

Bizonyitas. A tételt teljes indukcioval bizonyitjuk. n=1-re igaz az allitas,
hiszen p; = 2 < 22" = 2. Meg fogjuk mutatni, hogy ha az n = 1,2,3,...k
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értékek mindegyikére igaz az allitas, akkor n = k + l-re is igaz. Tegyiik
fel tehat, hogy p; < 227" minden i-re, ahol 1 < ¢ < k. Ekkor az is igaz
az A = pipaps...pr + 1 szamra (a benne szerepls szorzatot tényezénként
becsiilve az indukcios feltevés alapjan), hogy

A< 920 92! 922 g2t! +1= ol+2+4+.. 42871 +1= 92k -1 +1.

Ujabb felsG becslést alkalmazva (felhasznélva, hogy 1 < 22k_1)

921 44 < 92"=1 4 9281 _ o 92%-1 _ 92*

Vagyis azt kaptuk, hogy A < ... < 22" Mi viszont azt szeretnénk belatni,
hogy pry1 < 22° Ehhez nyilvanvaléan elég azt megmutati, hogy pri1 < A.

A 7.2. Tétel bizonyitasaban lattuk, hogy A-nak az els§ k primszamon
kiviil van prim osztoja. Eszerint a (k + 1)-edik primszdm nem lehet A-nél
. ok
nagyobb, igy pp+1 < 2% . U

Megjegyzés. Az imént kapott felsé korlatot kiprobalva az elsé néhany
primre azt kapjuk, hogy:
p=2<2" =2
pr=3<2¥ =4,
py =5< 22 =16,
pi=T7<2¥ =256,
.
vagyis tételiink meglehetsen durva fels6 becslést ad az n-edik primre. Létez-

nek finomabb becslések is, de az ezekre vonatkozd bizonyitdsok meghaladjak
kereteinket.

Bertrand (1822-1900) francia matematikus sejtette meg, és Csebisev
(1821-1894) orosz matematikus bizonyitotta elészor a kovetkezd tételt, amely
azt modja ki, hogy tetszéleges szdm és a kétszerese kozott mindig van prim-
szam:

7.6. Tétel. (Csebisev-tétel) Tetszdleges n > 1 egészhez létezik olyan p
primszdm, amelyre n < p < 2n.
A tételt nem bizonyitjuk.

7.3. Allitas. Csebisev tételébdl kovetkezik, hogy az n-edik primszdm legfele-
7ebb 2" azaz p, < 2.
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——— ;

“n(n) i

=pn) // on
i

1. 3. 5 7. 9 11. 13. 15. 17. 19. 21. 23. 25. n

7.23. 4bra.

Bizonyitas. A bizonyitast ismét teljes indukciéval végezhetjiik el.

p1 < 2, és a tétel szerint van primszam p; és 2p; kozott, vagyis po <
2p; < 2-2 =22, (Konkrétan ps = 3.)

Ugyancsak a tétel szerint van primszam ps és 2ps kozott is, vagyis p3 <
2y < 222 =23

Tegyiik fel, hogy k-ig teljesiil a tétel allitdsa. Ebbdl belatjuk, hogy pri1 <
2k+l )

Mivel p;, < 2F és Csebisev tétele szerint van primszam py, és 2py, kozott,
igy biztos, hogy pry1 < 2-pi < 2FF1, vagyis minden n-re teljesiil az allitas. O

Erdekes megvizsgéalni, hogy milyen gyakran fordulnak el a primszamok
a természetes szamok kozott. A primek sdridségérdl, a pozitiv egészek kozti
elhelyezkedésérsl szol a kovetkezd néhany tétel. Elészor azt vizsgaljuk meg,
hogy mekkora hézagok fordulhatnak el a primszampéarok kozott, vagyis mi-
lyen hosszti lehet egymést kdvetd Osszetett szamok sorozata.

Nem nehéz 2, 3, 4, s6t 5 egymast kovets Osszetett szamot taldlni, pél-
daul: 24, 25, 26, 27, 28 vagy 32, 33, 34, 35, 36 stb. Még 100 alatt hetet is
talalhatunk: 90, 91, 92, 93, 94, 95, 96. A koévetkezs harom elemnél hosszabb
blokk, a 114, 115, 116, 117, 118, 119, 120, 121, 122, 123, 124, 125, 126 — méar
tizenharom egymast kovets Osszetett szamot tartalmaz. Az a kérdés, hogy
taldlhaté-e még ennél is hosszabb, s6t sokkal hosszabb, vagy akar egy tetszs-
legesen megadott korlatnal is hosszabb egyméast kdvets Osszetett szamokbol
allo sorozat.

Errél szol a kovetkezs tétel:

7.7. Tétel. Tetszbleges n pozitiv egész szamhoz létezik n darab eqymdst ko-
vetd osszetett szam.

Bizonyitas.
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Tekintsiik a kovetkezs n darab szamot (ahol (n+1)!az 1,2,3,4,...,n, (n+
1) szamok szorzatat jeloli):

E szamok nyilvanvaléan egymast kovet§ szdmok, és mindegyik Osszetett
szam, hiszen az els6 oszthaté 2-vel, a mésodik 3-mal, a harmadik 4-gyel,
és igy tovabb, mindegyik Osszeg els6 tagja szorzotényezéként tartalmazza a
masodik tagot, igy mindegyik szam oszthaté a mésodik taggal. [J

Megjegyzés. A tétel nem azt allitja, hogy tetszdlegesen megadott n-hez
létezik két olyan szomszédos primszam, amelyek tavolsaga éppen n, hanem
azt, hogy tetsz6legesen megadott n-hez 1étezik két olyan szomszédos prim-
szam, amelyek tavolsaga legaldbb n. Az, hogy melyik ez a két prim, nem
dertil ki a bizonyitasbol. (A bizonyitasban megadott n darab egymaést kove-
t6 szam biztosan Osszetett, de sem az el6z8 szamrol — az (n + 1)! + 1-r6l —,
sem a kovetkezérsl — az (n + 1)! + (n + 2)-r8l — nem tudjuk, hogy prim-e
vagy Osszetett.)

Nyilvanvaléan nincs példaul két olyan szomszédos primszam, amelyek
tavolsaga éppen 11. (Ha ugyanis p prim, akkor vagy p = 2, vagy p paratlan.
Ha p = 2, akkor a kdvetkezd prim a 3, kiilonbségiik nem 11. Ha p paratlan,
akkor p + 11 egy nyilvanvaldéan ketténél nagyobb péaros szém, igy nem lehet
prim.) Hasonléan gondolhaté meg, hogy semmilyen 1-nél nagyobb paratlan
n-re nincs két olyan prim, amelyek tavolsaga éppen n. (Az egyetlen olyan
pozitiv primpar, ahol a két prim tavolsaga 1, a 2 és a 3.)

Megjegyzés. A bizonyitas egyben modszert is ad arra, hogy kivant sza-
mi, egymast kovets Osszetett szamot konstrualjunk. Ez a moédszer azonban
nem valami takarékos, kozel sem a lehetd legkisebb Gsszetett szamokat adja
meg. Ha ezzel a modszerrel szeretnénk példéul 5 egymaéast kovets Osszetett
szamot talalni, akkor mivel 6! = 720, a kovetkez6 5 szamot kapnank: 722,
723, 724, 725, 726; vagyis sokkal nagyobb szdmokat, mint korabbi példank-
ban. (Mellesleg ez a sorozat ,felfelé” mar nem folytathato, mert a 727 prim,
de ,lefelé” igen: sem a 721, sem a 720 nem prim.)

Lényegesen takarékosabb a kovetkezd eljarés:
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Keressiink egy n-nél nagyobb p primszamot (ha takarékosak akarunk
lenni, akkor a lehetd legkisebb ilyet), és szorozzuk 6ssze p-ig (6t is beleértve)
az Osszes primet. Ha most ehhez a szorzathoz adunk hozza rendre 2-t, 3-at,
4-et, ..., (n+ 1)-et, akkor is n egymast kovets Osszetett szamot kapunk.

Ha példaul 5 egymast kovets Osszetett szamot szeretnénk, akkor a lehe-
t6 legkisebb 5-nél nagyobb prim a 7, igy a szobanforgd Osszetett szamok a
kovetkezsk lesznek:

2:3-5-7T+2=212
2:3-5-7+3=213
2:3-5-7T+4=214
2:3-5-7+5=215
2:3-5-7+6=216

(Most is folytathato a sorozat, ezuttal ,felfelé™ a 217, 218, 219, 220, 221 és
222 szamok is Osszetettek)

Koénnyen belathatd, hogy ez az eljaras is mindig n egymast kovets Gssze-
tett szamot ad meg, ugyanis a 2, 3, 4, ..., (n + 1) szdmok mindegyikének
minden primosztdja szerepel a 2-3 -5 ... p szorzatban, hiszen p > n + 1.

Megjegyzés. Tételiink nem jelenti azt, hogy a nagyobb szamok felé
haladva egyre nénének a primek kozotti hézagok. A ,nagyobb” szamok kézott
is eléfordulnak tn. ikerprimek, azaz olyan szomszédos primek (mint példaul
a 3 és az b; vagy az b és a 7), amelyek kiilonbsége 2. Ilyen ,nagy” ikerprimekre
példa a kévetkezd két szam: 1000 000 000 061 és 1 000 000 000 063, bar nem ez
az ismert legnagyobb ikerprimpar. Az, hogy az ikerprimek szama végtelen-e,
megoldatlan probléma.

n
Ismert, hogy a pozitiv egész szamok reciprokaibol képzett a, = Y — so-
i=11
rozat divergens (tetszsleges valos szamnal van nagyobb tagja a sorozatnak),
LA
mig a négyzetszamok reciprokaibol képzett b, = > - sorozat konvergens
i=11

2

(—-hoz tart). Ez azt jelenti, hogy a négyzetszamok viszonylag ritkan for-

dulnak el§ a pozitiv egészek kozott. Vajon mi a helyzet a primekkel? Errdl
sz0l a kovetkezd tétel, amelyet bizonyitas nélkiil kozliink:

n
7.8. Tétel. A pozitiv primszamok reciprokaibdl képzett ¢, = Y, — sorozat
i=1Di
divergens.

E tétel szerint a primszamok stiriibben fordulnak el§ a természetes sza-
mok kozott, mint a négyzetszamok. (Atlagosan valamely n-ig tobb a prim-
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szam, mint a négyzetszam. Nagy vonalakban a k-adik primszéam ,gyakran”
kisebb, mint a k-adik négyzetszam, p < k2.)

A primszamok stirtiségének jellemzésére alkalmas annak vizsgalata, hogy
egy adott korlatig hany primszam fordul eld, illetve hogy egy adott korlatig
a pozitiv egészeknek hanyad része primszam.

Jeloljiik 7(x)-szel az x egész szamnal nem nagyobb pozitiv primek da-

rabszamét, és vizsgaljuk a m(@) hanyadost:
x 2 3 4 5 6 7 &8 9 10 11
mz) |1 2 2 3 3 4 4 4 4 5
mz) |1 2 1 3 1 4 1 4 2
x 2 3 2 5 2 7 2 9 5 1

Azt tapasztaljuk, hogy kezdetben kb. a szamok fele prim. Folytatva a
vizsgalodast azt tapasztaljuk, hogy — kisebb-nagyobb ingadozasokkal ugyan,
de — csokken ez az arany, példaul 7(100) = 25, vagyis 100-ig a szamok negyed-
része prim. Vajon mi a helyzet a késGbbiekben? Nagy vonalakban cstkken a
primek aranya, vagy stirtisodések és ritkulasok valtogatjik egymast? Van-e

w(x
hatéarértéke a végtelenben a (—) sorozatnak? Errdl szol a kovetkezd tétel:
x

7.9. Tétel. Legyen m(x) az x-nél nem nagyobb pozitiv primek szama. Ekkor

m(x
lim Q =0 (azaz a primszamok sorozata 0 siriségi).
r—00 I
[ 7(n)
7
6
5
4
3
2
1
1. 3. 5 7. 9. 11. 13. 15. 17. 19. 21. 23. 25. 27. 29. 31. 33. 35. n
7.24. abra.

A tételt nem bizonyitjuk, viszont kimondunk — szintén bizonyitas nélkiil
— egy erdsebb tételt, amelybdl kovetkezik:
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7.10. Tétel. Léteznek olyan ¢ > 1 és 0 < ¢ < 1 konstansok, hogy elég nagy
x-re . .
/
— < < c—.
¢ Inz (@) cln:v

7 (n)

25. "

22.

19.

16. I o

13.

10.

1. 6. 11. 16. 21. 26. 31. 36. 41. 46. 51. 56. 61. 66. 71. 76. 81. 86.n
7.25. abra.

Megjegyzés. A tétel szerint

d m(x) ¢

Inxz €T Inx’

()

Ebbdl pedig valoban kovetkezik, hogy ha x — oo, akkor WT — 0, hiszen

1
ekkor Inz — oo, azaz — — 0.
Inx
7(x)-r6l egy még ennél erésebb eredmény is ismert, amelyet szintén bi-
zonyitas nélkiil kozlink:

7.11. Tétel. (Nagy primszamtétel) Legyen w(x) az z-nél nem nagyobb
primek szdama. Ekkor:
lim g

0o (i) -
Inz

(azaz 7(x) és saszimptotikusan” egyenldk).

T
Inx
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wn/—

1. 6. 11. 16. 21. 26. 31. 36. 41. 46. 51. 56. 61. 66. 71. 76. 8l. 86. n

7.26. abra.

Megjegyzés. Az aszimptotikus egyenlGséget szemléletesen tigy mond-
juk, hogy ,0sszesimulnak”. Azt lattuk, hogy a természetes szamok korében a
primszamok stirtibben helyezkednek el, mint a négyzetszamok (példaul n-ig
nagysagrendben tobb, mint /n van), és most azt latjuk, hogy koriilbeliil

olyan stirtin helyezkednek el, mint az o fliggvény pontjai, azaz n-ig koriil-
nr

beliil ——
Inn
A primek szabélytalan elhelyezkedése, szamos érdekessége sokakat kész-
tetett arra, hogy megprobaljanak olyan fiiggvényt keresni, amelynek az n
helyen felvett helyettesitési értéke az n-edik prim, vagy olyat, amely minden
természetes szamhoz primszamot rendel, vagy legalabb olyat, amely minden
primet felvesz valahol. Eddig azonban olyan egyszerii képletet, amely — leg-
alabbis burkolt formaban — ne magukra a primszamokra tdmaszkodna, nem
sikeriilt megadni. (Lasd Laczkovich Miklosnak ebben a témaban a Kozépis-
kolai Matematikai Lapokban 1999-ben megjelent érdekfeszits cikkét [4].)

2

Vizsgéljuk meg az f(n) = n“ —n + 41 polinom helyettesitési értékeit:

n |1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
F) |41 43 47 53 61 71 83 97 113 131 151 163

Azt tapasztaljuk, hogy az n =1,2,3,...,40 értékek mindegyikére prim-
szam a helyettesitési érték. Az n = 41 helyen azonban mér nyilvan nem
kaphatunk primet, mert a helyettesitési érték oszthato 41-gyel (és persze
nagyobb is, mint 41).

Hasonlé a helyzet mas polinomokkal is.

Ahhoz, hogy ezt bebizonyitsuk, meg kell érteniink valamit, aminek a
bizonyitasat most nem részletezziik (ezzel a mésodik kotetben fogunk foglal-
kozni).
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7.4. Allitas. Egy nem konstans polinom nem veheti fel a 0 értéket végtelen
sokszor.

Megjegyzés. Szemléletesen a kovetkezordl van szod: Kozépiskolai tapasz-
talataink alapjan tudjuk, hogy ha egy mésodfoki polinom valahol 0-t vesz
fel, vagyis van gyoke, akkor a polinomot gyoktényezds alakban irhatjuk fel.
Azonban egy méasodfokil polinom sem mindig irhato fel gyoktényezds alak-
ban. Az viszont a magasabb fokd polinomokra is teljesiil, hogy ha valamely
xo helyen gyoke van, akkor kiemelhetd belSle egy (x — xg) szorzotényezd.
Ezért egy n-edfokil polinom legfeljebb n darab els6fokil tényezd szorzatara
bomlik, vagyis legfeljebb n darab gyoke lehet, tehat legfeljebb n helyen veheti
fel a 0 fliggvényértéket.

7.1. Kovetkezmény. FEgy nem konstans polinom egyetlen fiigguényértéket
sem vehet fel végtelen sokszor.

Bizonyitas. Az f(x) nem konstans polinom pontosan akkor veszi fel az a
értéket, amikor az f(z) — a a 0-t. Ezért a 7.4. Allitas szerint az f(z) nem
konstans polinom nem vehet fel végtelen sokszor semmilyen a értéket sem.

O

7.12. Tétel. Nincs olyan egész egyiitthatds, nem konstans polinom, amely
minden természetes szdm helyen prim értéket vesz fel.

Bizonyitas. Tekintsiik az f(z) = a,z"+a,_12" '+. . .+a12+ag polinomot,
ahol az ag, a1, ...,an_1, a, egylitthatok egész szamok.

Ha ag = 0, akkor tetszéleges n-re az x = n helyen felvett helyettesitési
érték oszthatoé m-nel, igy ha példaul n Osszetett szam, akkor a helyettesitési
érték sem lehet prim.

Ha ag # 0, akkor vizsgaljuk meg, hogy milyen értékeket vehet fel a po-
linom az = = 0, |ag|, |2ao|, |3ao|, . . . helyeken. Nyilvan az Gsszes ilyen helyen
oszthato lesz a helyettesitési érték ag-lal. Egy ag-lal oszthaté szam csak tgy
lehet primszam, ha vagy |ag| = 1, vagy ap maga ennek a primnek asszocialtja.
Az, hogy a fenti helyek mindegyikén ugyanannak a primnek az asszocialtja
legyen a helyettesitési érték, nem lehetséges, hiszen egy polinom nem veheti
fel végtelen sokszor ugyanazt az értéket (aop-t vagy |ag|-t). Ha pedig ag = 1,
akkor példaul az = 0 helyen nem lesz prim a helyettesitési érték (hiszen
f(0) = ap, ami most 1, és az 1 nem prim).

Vagyis a fenti polinom semmilyen esetben sem vehet fel csak prim érté-
keket. [
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Pierre Fermat hires francia matematikus (1601-1665) azt sejtette, hogy
a 22" +1 alaki szamok (az tgynevezett Fermat-szamok) tetszoleges k termé-
szetes szam esetén primek. Valdjaban ha k = 0, 1, 2, 3, vagy 4, akkor tényleg
primeket kapunk:

ko1 2 3 4
2 +1[3 5 17 257 65537

primek, de — mint azt Leonhard Euler (1707-1783) megmutatta, hogy k = 5-
re 232 +1 = 4294967 297(= 641-6 700 417) mar nem prim. Azota tobb, mint
40 tovabbi Fermat-szamot vizsgaltak meg (tobbnyire szamitogépek segitsé-
gével), és egyetlen tovabbi primet sem talaltak kozottiik. Nem csak az meg-
oldatlan probléma, hogy létezik-e végtelen sok Fermat-prim (vagyis olyan
22° 11 alaku szam, ami prim), hanem az is, hogy létezik-e legalabb még egy
a felsoroltakon kiviil.

Arra nézve viszont, hogy egyaltalan mikor lehet prim egy 2™ + 1 alaku
szam, a kovetkezs tétel mond ki sziikséges feltételt (olyan feltétel, amely
elégséges is — mint ez az imént kideriilt — nem ismeretes):

7.13. Tétel. Egy 2" + 1 alaki szdm csak gy lehet prim, han = 2% (n € N,
n>1).

Bizonyitas. Tekintsiink egy N = 2™ 4 1 alaka szamot, és irjuk fel az n-et
egy péaratlan szam és egy 2-hatvany szorzataként. n paratlan primtényezéi
(ha vannak ilyenek) szorzata legyen m, a 2-eseké pedig 2*.

Azt kell bebizonyitanunk, hogy ha N = 2" + 1 primszam, akkor m csak
1 lehet. . .
N=2""41=(22)"4+1.

Ekkor — mivel m paratlan — a 2.7. Tétel miatt (22°)™ + 1™ oszthato 22 +
1-gyel, ami 1-nél nagyobb, igy N nem primszém. Ezek szerint n-nek nem
lehetnek pératlan primtényezéi. [J

A kovetkezo tétel arra ad sziikséges (de eztuttal sem elégséges) feltételt,
hogy egy 2" — 1 alakii szdm prim lehessen:

7.14. Tétel. Eqgy 2™ — 1 alaki szam csak gy lehet prim, ha az n kitevd
primszam.

Bizonyitas. Indirekt bizonyitjuk: belatjuk, hogy ha n 6sszetett szam, akkor
2™ — 1 is Osszetett.

Ha n 6sszetett, akkor példaul n = ab, ahol a,b > 1, tehat 2% > 2, 20 > 2.
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Ezt felhasznalva 2" —1 = 290 —1 = (2%)°—1°. Tudjuk azonban (2.7. Tétel),
hogy igy 2¢ — 1] (2%)® — 1> =2" — 1.

Ekkor viszont 2" — 1 nem lehet prim, hiszen 2% —1 > 2, vagyis (2" —1)-nek
valodi osztoja. O

Megjegyzés. A 2P — 1 alaka szamokat (ahol p prim) Mersenne fran-
cia matematikus (1588-1648) utan Mersenne-féle szdmoknak, az ilyen alaki
primeket Mersenne-primeknek nevezik. Az els6 néhany Mersenne-szam:

p | 2 3 5 7 11 13
2P —1 3 7 31 127 2047 8191
prim prim prim prim nem prim prim ’
23 -89

Pillanatnyilag 6sszesen 44 Mersenne-prim ismert, a legnagyobbnak 9 808 358
szamjegye van. Megoldatlan kérdés, hogy van-e végtelen sok Mersenne-prim.

Végiil a szamelmélet egyik leghiresebb megoldatlan problémajat emlitjiik
meg, az ugynevezett Goldbach-sejtést (amely Goldbach (1690-1764) német
matematikusnak egy Eulerhez irt levelébdl szarmazik):

Sejtés (Goldbach). Minden 2-nél nagyobb pdros szdm elddll két prim
osszegeként, és minden 5-nél nagyobb pdratlan szdm elddll hdrom prim dssze-
gekeént.

Megjegyzés. Nyilvan elég az allitas els6 felét bizonyitani, abbol mér
kovetkezik a masodik. Ha ugyanis a 2-nél nagyobb paros szamok mindegyi-
kéhez hozzdadunk 3-at, akkor megkapjuk az Gsszes 5-nél nagyobb paratlan
szamot, és ha egy paros szamot mar elGallitottunk két primszam Osszegeként,
akkor a néla 3-mal nagyobb paratlan szidmot megkaphatjuk e két prim és a
3 (ami szintén prim), vagyis harom prim 6sszegeként.

Napjainkig igen sok jelentds részeredmény sziiletett a Goldbach-sejtéssel
kapcsolatban.

Részletesebben lasd példaul Klopfer Ervin: Goldbach sejt ... és?, In-
formatika, Scientific review of the Dennis Gabor college, ISSN: 1419-2527,
2010, 35.szam, http://www.gdf .hu/node/635, http://www.gdf .hu/sites/
default/files/informatika_35_3.pdf

Tovabbi érdekességek olvashatok a primszamokrol az interneten, példaul:
http://hu.wikipedia.org/wiki/Primszamok_listaja
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Titkositas
Manapsag a primszamok legfontosabb alkalmazasi teriilete a szamitogépes
titkositas elmélete.
http://hu.wikipedia.org/wiki/RSA-eljaras
http://vassanyi.ginf.hu/info/rsa/primek.html

A titkositashoz hasznalt algoritmusok ,nagy” primeket hasznalnak,
ugyanakkor tjabb és Gjabb algoritmusokat keresiink egy szdm primtényezss
felbontasanak meghatéirozasara.

Erre szolgalnak a primtesztek.

http://hu.wikipedia.org/wiki/Primteszt

Feladatok

1. Igazolja, hogy végtelen sok 6k — 1 alakt primszam van!

2. Igazolja, hogy tetszdleges primszam 30-cal osztva 1-et vagy primszamot
ad maradékul!

3. A 7.11. Tétel milyen nagysagrendi becslést ad a primszamok szdmara
10%-ig; 103-ig; 10%-ig; 10%-ig; 105-ig; 10%-ig; 10'2-ig?

4. Keresse meg az els6 50 szerencsés szamot! (Definicio a 83. oldalon.)



8. fejezet

Kongruencia

A korébbiakban — a maradékos osztas, illetve az oszthatosagi szabalyok tar-
gyalasa soran (ld. a 3.2. Megjegyzést) — mar felmeriilt, hogy célszerd lenne
kiilon jelolést bevezetni arra, hogy két szam ugyanazt a maradékot adja va-
lamivel osztva.

8.1. Definicidé. Legyen a és b tetszileges egész szam, m > 2 egész szam. Azt
mondjuk, hogy a kongruens b-vel modulo m, ha a és b ugyanazt a maradékot
adja m-mel osztva.

8.1. Jel6lés. a = b (mod m) vagy rovidebben: a = b (m)

Azt, hogy a és b nem kongruensek (inkongruensek) modulo m, igy jelol-
jik: a # b (mod m).

Példaul: 3 =23 (mod 10), de 3 # 4 (mod 10)
= —7 (mod 10) 3 # —3 (mod 10)
3 =23 (mod 5) 3# 7 (mod 5)
3 =8 (mod 5) 3 # 8 (mod 10)

Megjegyzés. Az m > 2 kikotésnek valdjaban nincs kiilonosebb jelents-
sége, de ha tetszdleges egész szam lehetne a modulus, akkor
1. a = b (mod m) ugyanakkor teljesiil, mint a = b (mod — m);

2. tetszoleges a-ra a = 0 (mod 1) (ami meglehet&sen semmitmondo); va-
lamint

3. az a = b (mod 0) eset csak akkor lenne lehetséges, ha a = b. (Ez
tehat maga az egynl@ség, és — mint majd latni fogjuk —, a kongruencia
bizonyos értelemben ugyanolyan tipust relacid, mint az egyenlGség.)
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Emiatt elegendd az m > 1 modulusokkal foglalkoznunk.

Gyakran kényelmesebb a kongruencia egy mésik definicidjaval dolgoz-
nunk:

8.2. Definicid. Legyen m > 2. Azt mondjuk, hogy a és b kongruens modulo
m (a =b (mod m)), ham|a—b.

Csak akkor van jogunk két definiciét is hasznalni egy fogalomra, hogyha
mindketts ugyanazt jelenti.

8.1. Tétel. A kongruencidra adott 8.1. és 8.2. Definicick ekvivalensek eqy-
mdssal.

Bizonyitas. Osszuk a-t és b-t maradékosan m-mel.

a=mqy + i, ahol 0<r <m, illetve

b =mqa + 19, ahol 0<7ry <m.

Ekkor a — b =m(q1 — q2) + 11 — 72
1.8.1. = 8.2.

Az els6 definici6 szerint a = b (mod m) azt jelenti, hogy r1 = ry. Ekkor
r1 —re =0, vagyis a — b = m(q1 — ¢q2), igy m | a — b teljesiil.

2.8.2. = 8.1.

Tegyiik most fel, hogy a masodik definicio szerint m | a —b. Ekkor a—b =
m(q1 — q2) +r1 —ro miatt m | r; —re, ami 0 < r; < m és 0 < r9 < m miatt
csak ugy teljesiilhet, ha r; — ro = 0, vagyis ha r; = ro, azaz a-nak és b-nek
az m szerinti maradéka ugyanannyi. Ez pedig az els§ definiciénak felel meg.
O

Megjegyzés. A kongruencia fogalméanak felhasznalasaval a 3.4. Tétel (a
t alapt szamrendszerben megfogalmazott oszthatosagi szabalyok) a kovetke-
z6 formaban irhato:

n .
Az A =" a;t' szamra a kévetkezdk teljestilnek:

i=0

k-1
(i) Ha d | t*, akkor A= 3" a;t* (mod d)
1=0

(ii) Ha d |t —1, akkor A=} a; (mod d)
i=0
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n
(i) Had | t+ 1, akkor A = > (—1)"a; (mod d).
i=0

Rogzitett modulus mellett a kongruencia kétvaltozos (binér) relacio. Vizs-
galjuk meg, hogy milyen tulajdonsagai vannak a kongruenciareléciénak.

8.2. Tétel. Tetszdleges a, b, ¢ -re és rogzitett m(> 1)-re

1. a=a (mod m) (reflexiv)
2. ha a =b (mod m), akkor b =a (mod m) (szimmetrikus)

3. ha a=b (mod m) és b= c (mod m), akkor a = ¢ (mod m). (tranzi-
tiv)

Megjegyzés. Ezek a tulajdonsigok az egyenldség relaciora is teljesiil-
nek, az ilyen tulajdonsagokkal rendelkezé relaciot neveztiik ekvivalenciarela-
cionak.

Bizonyitas. 1. a ugyanazt a maradékot adja barmivel osztva, mint a.

2. Ha a ugyanazt a maradékot adja m-mel osztva, mint b, akkor b nyilvan
ugyanazt a maradéklot adja m-mel osztva, mint a.

3. Ha a ugyanazt a maradékot adja m-mel osztva, mint b, és b ugyanazt a
maradékot adja m-mel osztva, mint ¢, akkor nyilvan c ugyanazt a maradékot
adja m-mel osztva, mint a. O

Megjegyzés. Az, hogy a kongruencia ekvivalenciarelacié azt jelenti,
hogy ha egy-egy halmazba gytjtjiik azokat a szamokat, amelyek egy adott
modulusra nézve kongruensek egymassal (ugyanazt a maradékot adjak m-
mel osztva), akkor megkapjuk az egész szamok egy osztalyozasat (vagyis
ezzel az egész szamok halmazat szétbontjuk koézos elemet nem tartalmazo,
nem {iires részhalmazokra).

Példaul: (mod 2) egy osztalyba keriilnek azok a szamok, amelyek 0-t
adnak maradékul 2-vel osztva (parosak), egy maésik osztalyba pedig azok,
amelyek 1-et adnak maradékul 2-vel osztva (paratlanok).

( mod 3) harom osztalyt kapunk: az egyikben a 3k, egy masikban a 3k+1,
a harmadikban pedig a 3k + 2 alakd szamok lesznek.

Altalaban (mod m) éppen m osztalyt kapunk, mert a szdmok m-mel
osztva m-féle maradékot adnak: 0-t, 1-et, 2-t, ..., m — 1-et.

Ha példaul (mod 8) végezziik el a szamok osztalyozasat, a kovetkezd
tablazatban az egy oszlopban szerepld szamok keriilnek egy osztalyba:
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oo ... —14 -13 -12 -11 -10 -9
-8 -1 -6 -5 -4 -3 -2 -1
0 1 2 3 4 ) 6 7
8 9 10 11 12 13 14 15
16 17 18 19 20 21 22 23
24 25 26 27 28 29 30 31
32 33 34 35 36 37 38

Altalaban (mod m):

—2m 4+ 2 -m — 2 -m—1

—-m —m+1 —-m+ 2 -2 —1
0 1 2 m — 2 m—1

m m+1 m+ 2 2m — 2 2m —1
2m 2m +1 2m + 2 3m — 2 3m—1

3m 3m—+1 3m + 2

(km) (km+1) (km+2) oo (km+m—2) (km+m—lj

Itt az osztalyok az egy oszlopba sorolt elemek.

Az, hogy az egy oszlopba (osztalyba) tartozé szamok ugyanazt a ma-
radékot adjak m-mel osztva azt is jelenti, hogy ha mi az egész osztalyrol
szeretnénk nyilatkozni, akkor mindegy, hogy melyik elemét emlitjiik, melyik
elemérdl nevezziik el az osztélyt. Példaul (mod 8) az, hogy a ,,3 osztalya”,
ugyanazt jelenti, mint a ,,19 osztélya” vagy a ,,—5 osztélya”. (Hasonlo6 a hely-
zet ahhoz, mint amikor iskolai osztalyokrél — vagy barmilyen més ekviva-
lenciaosztalyokrol — beszéliink; ha Kiss Pista és Nagy Joska egy osztalyba
jarnak, akkor .az az osztaly, ahova Kiss Pista jar”’, ugyanazt az osztalyt je-
lenti, mint az ,az az osztély, ahova Nagy Joska jar”.)

A kongruenciarelacio altal létrehozott ekvivalenciaosztalyokat maradék-
osztalyoknak nevezziik, azt az elemet pedig, amelyikkel az osztalyt jellemez-
ziik, az illet6 osztaly reprezentdns elemének. Mint lattuk, barmelyik osztaly,
barmelyik elemével reprezentalhato.

8.3. Definicié. Azoknak az elemeknek a halmazat, amelyek (@mod m)
kongruensek a-val, az a elem dltal reprezentdlt m szerinti (vagy (mod m))
maradékosztalynak nevezziik.

Megjegyzés. A kongruenciarelacio fogalma — mint ezt késébb latni fog-
juk — altalanosabban is definidlhato.
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Altalaban egy halmazon értelmezett ekvivalenciarelaciot akkor szokas
kongruenciarelacionak hivni (az altala létrehozott ekvivalenciaosztélyokat
pedig maradékosztalyoknak), ha a halmazon értelmezett miveletekre tel-
jesiil, hogy akarhogy valasztunk ki az a-val, valamint a b-vel reprezentalt
osztalyokbdl egy-egy elemet, a rajtuk elvégzett mivelet eredménye mindig
ugyanabban az osztalyban lesz, vagyis a miivelet eredménye — abbol a szem-
pontbol, hogy melyik osztalyban lesz az eredmény — fliggetlen a reprezentans
elemek megvalasztasatol.

Jeloljiik példaul o-rel a miiveletet, ~-mal az kongruenciarelaciot. A fenti
tulajdonsagot igy fogalmazhatjuk meg: Ha ay ~ by és ag ~ by, akkor ajoas ~
bl (e} bg.

Lattunk mar ilyesmit a 2.9. Tételben, amikor azt fogalmaztuk meg, hogy
a + b (valamint a — b, illetve a - b) ugyanazt a maradékot adja m-mel oszt-
va, mint a maradékaik Gsszege (kiilonbsége, szorzata), akkor valojaban azt
allapitottuk meg, hogy a ~ 7, és b ~ 1, esetén a + b ~ 14 + 1, illetve
a—br~rg—rpésa-be~rg -y

Azt, hogy az egész szamokon értelmezett kongruenciarelacio ebben az
altalanosabb értelemben is kongruenciarelacio, a kovetkezd tétel biztositja:

8.3. Tétel. Ha a =b (mod m) és ¢ =d (mod m), akkor

(i) atc=b+d (mod m) és

(ii) ac = bd (mod m).

Bizonyitas. Ha a = b (mod m), akkor m | a — b, és ha ¢ = d (mod m),
akkor m | ¢ — d.

Ekkor viszont:
(i)m|(a—b)£(c—d)=(a+c)F(b+d), vagyisatc=b+d (mod m).
(ii) m | (a — b)c+ (¢ — d)b = ac — bd, vagyis ac = bd (mod m). O

Megjegyzés. Ebbdl a tételbsl mar kovetkezik a 2.9. Tétel is. Ez azonban
altaldnosabb annal.

8.1. Megjegyzés. Az, hogy a mivelet eredménye tetszélegesen megadott
két (nem feltétleniil kiilonb6z6) osztaly esetén a reprezenténs elemek meg-
valasztasatol fiiggetleniil mindig ugyanabban az osztalyban lesz, lehet&séget
ad arra, hogy magukon a maradékosztéilyokon értelmezziink miiveleteket, a
kovetkez6 modon:
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Jeloljiik a-val az a elem, b-vel a b elem altal reprezentalt maradékosz-
talyt. Ekkor a két maradékosztaly Osszegén az a + b, szorzatan pedig az a - b
maradékosztalyat értjiik. Vagyis:

ol
I

S oo

® a+b (Osszeadas) és
®b:=a-b

I

(szorzas)

Konnyen belathatd, pontosabban visszavezethet6 a reprezentansokra érvé-
nyes miveleti tulajdonségokra, hogy tetsz6leges modulus esetén a (mod m)
maradékosztéilyok igy definidlt 6sszeadasa kommutativ, asszociativ és inver-
talhato, a szorzésa kommutativ és asszociativ, tovabba a szorzas disztributiv
az Osszeadésra nézve — vagyis a maradékosztalyok kommutativ, egységelemes
gytrtt alkotnak (az egységelem mindig az 1 altal reprezentalt maradékosz-
taly).

Nézziink meg néhany példat egy-egy ilyen maradékosztaly-gytirtire!

Az alaphalmaz tehat mindig a maradékosztalyok {0,1,2,...,m — 1} hal-
maza az éppen aktualis (mod m) modulusra nézve, a két miivelet pedig a
fent definialt Gsszeadés és szorzas:

(mod 2) @® |0 1 0 1
0|0 1 0 0
1|1 0 0 1

(mod3) ®|0 1 2 ®|0 1 2
0/0 1 2 0|0 0 O
1/1 2 0 110 1 2
212 0 1 210 2 1

(mod4) |0 1 2 3 ®|0 1 2 3
0/0 1 2 3 0/0 0 0 O
111 2 3 0 110 1 2 3
212 3 0 1 210 2 0 2
3!3 01 2 3/0 3 2 1

(mod5) ®|0 1 2 3 4 ®|0 1 2 3 4
0/0 1 2 3 4 0/0 0 0 0 O
1{1 2 3 4 0 110 1 2 3 4
212 3 4 0 1 210 2 4 1 3
313 4 0 1 2 310 3 1 4 2
414 0 1 2 3 410 4 3 2 1
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(mod6) ® |0 1 2 3 4 5 ®|[0 1 2 3 4 5
0/0 1 2 3 4 5 0/[0 0 0 0 0O
111 2 3 450 110 1 2 3 45
212 3 45 0 1 20 2 4 0 2 4
33 45 0 1 2 3/0 30 3 0 3
414 5 0 1 2 3 410 4 2 0 4 2
5/5 0 1 2 3 4 5(0 5 4 3 2 1
(mod7) &[0 1 2 3 4 5 6 @0 1 2 3 4 5 6
0/0 1 2 3 4 5 6 0/0 0 00 0 0O
111 2 3 45 6 0 110 1 2 3 4 5 6
212 3 45 6 0 1 2/0 2 4 6 1 35
3/!3 4 56 0 1 2 3/0 3 6 2 5 1 4
414 5 6 0 1 2 3 410 4 1 5 2 6 2
5/5 6 0 1 2 3 4 5/0 5 3 1 6 4 2
6/6 0 1 2 3 45 6/0 6 5 4 3 2 1

A tablazatokrol énmagukban is sok érdekesség leolvashato. Eszrevehet-
jiik, hogy a (mod 4) vagy (mod 6) maradékosztaly-gytir nem integritastar-
toméany, hiszen nem zérusosztémentes: modulo 4 szerint 2 ® 2 = 0, modulo
6 szerint pedig példaul 2 ® 3 = 0. (Hasonl6 a helyzet minden olyan modulus
esetén, amely Osszetett szdm, hiszen olyankor m felirhaté m = ab alakban,
ahol a és b valodi osztok (1 < a,b < m), tehat egyikiik sem a 0 = /m mara-
dékosztalyt képviseli, és ilyenkor a ® b = 0.)

A szorzas tablazatokrol leolvashato, hogy mely elemek (maradékoszta-
lyok) oszt6i melyeknek. (Most akkor mondjuk, hogy @ | b, ha 37, amelyre
a® q = b.) Ha kivancsiak vagyunk, hogy egy elem mely elemeknek az oszto-
ja, csak a sorat (vagy az oszlopat) kell végignézniink, abban fel van sorolva
az Osszes tobbszorose. Példaul modulo 6 szerint a 4 osztéja a 2-nek, hiszen
422=(4®5=)2.

Kiilonosen érdekesek azok az elemek, amelyeknek a sordban (illetve osz-
lopaban) az osszes elem elsfordul. Ezek ugyanis az Osszes elemnek osztoi,
tehéat egységek. Ilyen példdul modulo 6 az 1 és az 5(= —1), ami még nem
olyan meglepd, de példaul modulo 5 vagy modulo 7 a 0 kivételével az 6sszes
maradékosztaly. (A fenti tablazatokbol nem deriil ki, de modulo 10 az 1,
a3, a7 és a9 altal reprezentalt maradékosztalyok lesznek az egységek,
ami azt is jelenti, hogy éppen az ezekben a maradékosztalyokban szerepld
szamok azok, amelyeknek a tobbszorosei k6zott tizes szamrendszerben min-
den lehetséges jegyvégzidés eléfordul.) Sejthetd, hogy altalaban modulo m
azok a maradékosztalyok lesznek az egységek, amelyeket a modulushoz re-
lativ prim elemek képviselnek. Ezek részletesebb tanulmanyozasara késGbb
visszatériink. (8.3. Megjegyzés.)
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Megjegyzés. Erdemes a 8.3. Tétel néhany specialis esetével, illetve ko-
vetkezményével kiilon is foglalkoznunk:

(1) Ha a = b (mod m), akkor tetszéleges c-re

(i) a+c=b+c (mod m) és

(ii) ac = bc (mod m). (Ez éppen a tétel allitasa a d = ¢ esetben.)

(2) Ha a = b (mod m), akkor tetszéleges k-ra a = b+ km (mod m),
(hiszen minden k egész szamra 0 = km (mod m).)

(3) Ha a = b (mod m), akkor tetszleges n € N-re " = b" (mod m).
(A tétel masodik allitasanak ismételt alkalmazéasaval adodik a ¢ = a és
d = b esetben.)

(4) A 2.7. Tétel elss allitasat, miszerint V a,b-re a — b | a™ — b" szintén
belathatjuk ugyanennek a tételnek a segitségével.
Nyilvin a —b =0 (mod a—b). Ekkor a = b (mod a—b), igy (3) miatt
a™ =b" (mod a — b). Ez viszont a kongruencia 8.2. Definici6ja szerint
éppen azt jelenti, hogy a—b | a™—b". (Korabban, a 2.7. Tételben persze
ennél tobbet is belattunk, nevezetesen azt, hogy az a™ — b" algebrai
kifejezés oszthatod az a — b algebrai kifejezéssel.)

Megjegyzés. A 8.3. Tétel megforditasa nyilvan nem igaz (azaz a £ ¢ =
b+ d-bsl vagy ac = bd-b8l nem kovetkeztethetiink arra, hogy a = b és ¢ = d).
Vegyiik észre azonban, hogy az (1)(i) kovetkezmény allitdsa megfordithato:

(i) Ha a4+ c= b+ ¢ (mod m), akkor a = b (mod m), hiszen ¢ = ¢ (mod
m), ezért a+c¢—c=b+ c— ¢ (mod m).

(Az (i) allitds megforditasa nem igaz. Abbol, hogy ac = be (mod m),
nem kovetkezik a = b (mod m). Példaul 9-2 = 5.2 (mod 8), de 9 #
5 (mod 8).)

Igaz viszont a kovetkezd:

8.4. Tétel. Ha ac = be (mod m), akkor a =b | mod o).
(¢,m)

Bizonyitas. Legyen (c¢,m) = d. Ekkor c, illetve m a kovetkezs alakba ir-
hato: ¢ = dd, illetve m = m’d, ahol (¢,m’) = 1. Ha ac = bc (mod m),
akkor m | ac — be, vagyis m'd | (a — b)c'd. d nem 0, ezért a 2.1. Kovetkez-
mény alapjan m’ | (a — b)c’. Mivel (m/, ') = 1, ez csak tgy lehetséges, (lasd

4.4 1. allitasa), ha m’ | (a — b), vagyis a = b (mod m’) ahol m’ = (mi) O
c,m
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Példaul 9-2 =5-2 (mod 8), ebbdl kovetkezik, hogy 9 = 5 (mod 4).

Megjegyzés. Specialisan, ha ¢ és m relativ primek, akkor a tétel igy
sz0l:

Ha ac = bc (mod m) és (¢, m) = 1, akkor a = b (mod m).

Megjegyzés. A (2) kovetkezmény megforditasa nyilvanvaloan igaz.

A (3) kovetkezmény megforditasa nem igaz. (Példaul 22 = (—2)? (mod
10), de 2 # —2 (mod 10).)

Az eddigiekben tobbszor képviseltettiink a maradékosztalyokat egy-egy
elemiikkel. Ez a késGbbiekben is hasznos lesz, ezért bevezetiink egy fogalmat
erre.

8.4. Definici6. Az aq,a9,as, ... szdmok halmazat modulo m teljes mara-
dékrendszernek nevezziik, ha kozottiikk minden m szerinti maradékosztalybol
pontosan egy elem szerepel.

Példaul: modulo 10 teljes maradékrendszert alkotnak a kovetkezs szam-
halmazok:

(33,12, -3,1,100,28, — 11,6, —55, 1004} vagy
{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} (legkisebb pozitiv maradékrendszer)
{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} (legkisebb nem negativ maradékrendszer)
{—4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5}, illetve

{-5,—-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4} (legkisebb abszolut értékd maradék-
rendszerek).

Nem alkotnak (mod 10) teljes maradékrendszert: {1,2,3,4,5,6,7,8,9}
(a 0 osztaly nincs képviselve) {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} (a 0 osztalybol két
elem is szerepel).

8.5. Tétel. Az aq,as,as,... szdmok akkor és csak akkor alkotnak teljes ma-
radékrendszert az m modulus szerint, ha

(a) szamuk pontosan m, és

(b) kozilik barmelyik kettd inkongruens modulo m.

Bizonyitas. A bizonyitas két lépésbdl all. Eldszor bebizonyitjuk, hogy az
adott feltétel sziikséges, majd azt, hogy elégséges is.
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1. 1épés: a feltétel sziikséges.

Ha az adott szamok teljes maradékrendszert alkotnak m szerint, akkor
minden maradékosztalybol pontosan egy elem szerepel koztiik. A maradék-
osztalyok szama m, igy éppen m elem kell ahhoz, hogy minden osztaly ponto-
san egyszer legyen képviselve. Mivel pedig semelyik osztélybol nem szerepel
két elem, koziiliik barmelyik ketts inkongruens.

2. 1épés: a feltétel elégséges.

Ha m szam koziil barmelyik kett6 inkongruens modulo m, akkor semelyik
kett6 nincs egy maradékosztalyban. Mivel a szamuk megegyezik az m szerinti
maradékosztalyok szamaval, és semelyik osztalybol sincs két elem, ez csak
agy lehetséges, ha minden osztalybdl pontosan egy szerepel kozottiik, vagyis
ha teljes maradékrendszert alkotnak. [

8.2. Megjegyzés. A tétel ismeretében figyeljiik meg, hogy ha bizonyos val-
toztatasokat végziink egy m szerinti teljes maradékrendszeren, milyen felté-
telek mellett kaphatunk jra teljes maradékrendszert!

Mivel egy m szerinti teljes maradékrendszer elemszama m, ezen nem val-
toztathatunk. Nyilvan nem hagyhatunk el és nem vehetiink hozza elemeket.
Az nem nagy triikkk — bar nyilvan megengedhets —, hogy kicseréliink egy ele-
met egy vele kongruensre, hiszen ekkor véaltozatlanul ugyanazok az osztalyok
lesznek képviselve, csak az illets osztalyt egy masik eleme fogja képviselni.

Ennél merészebb 1épés, hogy a teljes maradékrendszer minden eleméhez
hozzédadjuk ugyanazt az egész szamot.

Példaul 10 szerint teljes maradékrendszert alkotnak a 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6,
7, 8, 9 szamok. Hozzajuk adva b-t, a kovetkezdket kapjuk: 04+b, 1 +b, 2+ b,
34b,44+b,5+b,6+b,7+b, 8+b 9+b.

Ezek az elemek szam szerint megvannak, és semelyik kettd sem lehet
kongruens, mert a; +b = as + b (mod 10) azt jelentené, hogy a1 = ay (mod
10), vagyis ez is teljes maradékrendszer lesz.

Ez b értékétsl fiiggden a kovetkezs maradékosztalyokat jelenti (b-t nyilvan
csak a 10 szerinti maradéka alapjan kell vizsgalnunk):
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b=0: 0, 1, 2, 3, 4, 5 6 7, 8 9
b=1: 1, 2, 3, 4, 5 6 7, 8 9, 10
b=2: 2, 3, 4, 5 6, 7, 8 9, 10, 11
b=3: 3, 4, 5 6, 7, 8 9, 10, 11, 12
b=4: 4, 5 6, 7, 8 9, 10, 11, 12, 13
b=5: 5 6 7, 8 9 10, 11, 12, 13, 14
b=6: 6, 7, 8 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15
b=7: 7, 8 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16
b=8: 8 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17
b=9: 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18

Konnyen ellenérizhets, hogy minden esetben teljes maradékrendszert
kaptunk, csak a képviselt maradékosztalyok felsorolési sorrendje valtozott
meg. Az is kdnnyen meggondolhatd, hogy k = 10-re megint az eredeti sor-
rendet kapnénk, csak éppen minden maradékosztalyt egy 10-zel nagyobb
szam képviselne.

Fogalmazzuk meg altaldnosan ezt a megfigyelésiinket.

8.6. Tétel. Ha az a1,a9,as,...,a,, szimok teljes maradékrendszert alkot-
nak modulo m, akkor tetszdleges b € 7Z esetén az a1+b, as+b,a3+b, ..., an,+b
szdmok is teljes maradékrendszert alkotnak m szerint.

Bizonyitas. Mivel az a; + b,ao + b,a3 + b, ..., a,, + b szdmok darabsza-
ma m, elegend§ azt bizonyitani, hogy koziilik barmelyik kett6 inkong-
ruens m szerint. Ez pedig igaz, hiszen ha volna koztiikk kettd, amelyre
a; +b = aj +b (mod m) (ahol i # j) teljesiilne, akkor b-t levonva mindkét
oldalbol, azt kapnank, hogy: a; = a; (mod m), ami ellentmondana annak,
hogy eredetileg egymassal inkongruensek voltak az elemek, vagyis hogy teljes
maradékrendszerbél indultunk ki. [

Tehat egy teljes maradékrendszer minden eleméhez hozzdadhatjuk
ugyanazt a szamot.

Azt tapasztaltuk tehat, hogy a teljes maradékrendszer minden elemét
ugyanazzal a szadmmal novelve ismét teljes maradékrendszert kapunk. Fel-
meril a kérdés, hogy vajon mi a helyzet akkor, ha egy m szerinti teljes ma-
radékrendszer minden elemét megszorozzuk egy (egész) szammal? Példaul a
10 szerinti 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 teljes maradékrendszer minden elemét
c-vel szorozva a kovetkezdSket kapjuk (c-t csak kongruencia erejéig tekintjiik
kiilénbozonek ):
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c=0: 0, 0, 0, 0, 0 0, 0 0 0 0
c=1: 0, 1, 2, 3, 4, 5 6, 7, 8 9
c=2: 0, 2, 4, 6, 8 10, 12, 14, 16, 18
c=3: 0, 3, 6, 9 12 15 18, 21, 24, 27
c=4: 0, 4, 8, 12, 16, 20, 24, 28, 32, 36
c=5: 0, 5 10, 15, 20, 25, 30, 35 40, 45
c=6: 0, 6, 12, 18, 24, 30, 36, 42, 48, 54
c=T7: 0, 7, 14, 21, 28, 35, 42, 49, 56, 63
c=8: 0, 8 16, 24, 32, 40, 48, 56, 64, 72
c=9: 0, 9, 18, 27, 36, 45, 54, 63, 72, 81

Megallapithatjuk, hogy ¢ = 0,2, 4,5, 6, 8 esetben nem kaptunk teljes ma-
radékrendszert, mig ¢ = 1,3,7,9 esetén igen. Ez utébbiak éppen azok a
szorzok, amelyek relativ primek a 10-hez (vagyis a modulushoz).

Nem nehéz meggondolni (a 8.4. Tétel alapjan), hogy modulo 10 olyan ¢
szorzok esetén kapunk teljes maradékrendszert, amelyek tobbszordsei kozott
mindenféle jegyvégzidés el6fordul. Hiszen ha (¢, 10) = 1, akkor ac = be ( mod
m)-bol kovetkezik, hogy a = b (mod m) (és visszafelé is teljesiil, hogy a =
b (mod m)-bsk kovetkezik, hogy ac = be (mod m)). (Vagyis a modulushoz
relativ primmel szorozva a maradkérendszer tagjait, pontosan akkor esik egy
osztalyba két szorzas utan kapott maradék, ha eredetileg is egybeestek.)

Altalaban egy m modulus esetén akkor kapunk egy teljes maradékrend-
szerbdl szorzassal ismét teljes maradékrendszert, ha a ¢ szorzd tobbszorosei
kozott az Osszes lehetséges m-mel vald osztési maradék el6fordul. Ez pedig
azokra a c szamokra teljesiil, amelyek relativ primek a modulushoz.

8.7. Tétel. Ha az ai,as,as,...,a, szimok teljes maradékrendszert al-
kotnak az m modulus szerint, és ¢ € Z-re (¢c,m) = 1, akkor az
a1C, asC, asc, . .., amc szamok is teljes maradékrendszert alkotnak m szerint.

Bizonyitas. Mivel az aic, asc, asce, . . ., anc elemek darabszama nyilvan m,
most is elég azt megmutatnunk, hogy koziiliik barmelyik ketté inkongruens
(mod m). Ez pedig teljesiil, hiszen ha a;c = ajc (mod m) lenne, akkor mi-
vel (¢,m) = 1, ebbdl a 8.4. Tétel értelmében a; = a; (mod m) kivetkezne,
ami ellentmondana annak, hogy teljes maradékrendszerbdl indultunk ki. [J

A tételt kiegészithetjiik azzal, hogy mésfajta ¢ szorzo esetén nem kaptunk
teljes maradékrszendszert.

8.8. Tétel. Ha az a1,a9,as,...,a,, szimok teljes maradékrendszert alkot-
nak (mod m), és ¢ € Z-re (¢,m) # 1, akkor az aic,asc,asc,...,amc szd-
mok nem alkotnak teljes maradékrendszert m szerint. (Egyébként semmilyen
modulus szerint sem.)
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Bizonyitas. Elgszor is szogezziik le, hogy a 0- ¢ =0 (mod m).

Legyen (m,c) = d # 1. Ekkor % =my és s = ¢1 egész szdmok. my - ¢ =
my-d-cp =m-cy, igy miec =0 (mod m), holott my # 0, mert m; < m, de
nem 0.

Azt kaptuk tehat, hogy két kiilonb6z6 osztalyba tartozo reprezentas c-vel
valo szorzata is a 0 osztalyaba esik. Igy a teljes maradékrendszer c-szerese
nem alkot teljes maradékrendszert m szerint. Mivel pedig m eleme van, més
modulus szerint sem teljes maradékrendszer. [

Tudjuk, hogy egy maradékosztaly elemei m-mel osztva ugyanazt a ma-
radékot adjak. Ennél azonban tobb is mondhaté. Nevezetesen az, hogy az
ugyanahhoz a maradékosztalyhoz tartozé elemek m-mel vett legnagyobb ko-
70s 0sztdja ugyanannyi:

8.9. Tétel. Ha a =b (mod m), akkor (a,m) = (b, m).

Bizonyitas. Azt fogjuk bebizonyitani, hogy a-nak m-mel vett legnagyobb
koz0s osztdja egyenld a-nak m szerinti maradékanak és m-nek legnagyobb
kozos osztojaval. Ebbsl mar kovetkezik, hogy a osztalyaban minden elemre
teljesiil ez a tulajdonsag, ezért mindegyik elem m-mel vett legnagyobb ko6zos
osztdja ugyanannyi.

Legyen a = gym + r1. Nyilvanval6, hogy a és r; ugyanabba a maradék-
osztalyba esnek. Ha 71 = 0, akkor ez a 0 maradékosztaly, és minden eleme
m-mel vett legnagyobb kozos osztdja m.

Ha rq # 0, akkor hasznaljuk az euklideszi algoritmust a legnagyobb kozos
oszt6 kiszamitasahoz. Ennek az elsd osztasa: a = ggm+r1 (11 # 0 miatt foly-
tatodik), a méasodik osztéasa m = gor; +ro. Ez viszont éppen az (m, r1) kisza-
mitasahoz vezets euklideszi algoritmus elsd osztésa. Ezek szerint ugyanahhoz
a legnagyobb kozos osztohoz vezet mindkét algoritmus: (a,m) = (ry,m). O

Megjegyzés. Mas gondolatmenettel is bebizonyithaté a tétel allitasa.
Legyen a = b (mod m). Ekkor a = aym + ¢, b = bym + ¢ (m-mel osztva
ugyanazt a maradékot adjak). Ebbél a —aym = q. a és m legnagyobb kozos
osztdja nyilvan osztdja a bal oldalon minden tagnak, igy a jobb oldalon allo
g-nak is osztdja. Masrészt viszont a b = bym+-q 6sszefiiggésben a jobb oldalon
allo tagoknak osztéja, hiszen osztéja m-nek is és g-nak is, tehéat osztoja a
bal oldalon all6 b-nek is.

Azt kaptuk, hogy (a,m) osztoja b-nek, igy (b, m)-nek is. Forditott sze-
reposztassal viszont az adodik, hogy (b,m) | (a,m), amibdl (a, m) = (b, m).
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Megjegyzés. A tétel megforditasa (vagyis hogy ha két elemnek m-mel
vett legnagyobb kozos osztoja egyenls, akkor egy osztalyba esnének) nyilvan
nem igaz. Ha a modulus 10, akkor példaul (2,10) = (6,10) = 2, de 2 és 6
nem esnek egy maradékosztalyba 10 szerint.

Tételiink értelmében az egy maradékosztalyban levs elemek mindegyiké-
nek ugyanaz a modulussal vett legnagyobb kozos osztoja.

8.1. Kovetkezmény. Specidlisan: ha egy szdm relativ prim a modulushoz,
akkor ez az dltala képuviselt maradékosztdly minden elemére jellemzd tulaj-
donsdg. (Nem fiigg attdl, hogy mely elemével reprezentdljuk az osztdlyt.)

Ezért jogunk van egy teljes maradékosztalyrol azt mondani, hogy relativ
prim a modulushoz (amennyiben egy tetszéleges reprezentansa relativ prim
hozz4).

8.5. Definicié. Az r elem &ltal reprezentalt maradékosztalyt redukdalt ma-
radékosztdlynak nevezziik az m modulus szerint, ha (r,m) = 1.

8.3. Megjegyzés. Most mar valaszolhatunk arra a korabbi kérdésiinkre is,
hogy a modulo m maradékosztaly-gytiriben miért éppen a redukalt mara-
dékosztalyok lesznek az egységek. Ez azon mulik, hogy ha r relativ prim a
modulushoz, akkor a 8.7. Tétel értelmében a 0, 1, 2, ..., m — 1 teljes mara-
dékrendszer minden elemét megszorozva r-rel, ismét teljes maradékrendszert
kapunk: 0, r, 2r, 3r, ..., (m — 1)r. Ez éppen azt jelenti, hogy a szorzas mii-
velettablazataban az 7 soraban (illetve oszlopdban) — vagyis a tobbszorosei
kozott — minden maradékosztaly (pontosan egyszer) szerepel.

FEz egyszersmind azt is jelenti, hogy a redukalt maradékosztalyok soraban
(oszlopaban) pontosan egyszer szerepel az 1-es (is). Ebbdl az 6sszefiiggésbdl
vezetjiik le a kovetkezd tételt.

8.10. Tétel. (Wilson-tétel) Minden p primszam esetén

(p—1)!= -1 (mod p)

Bizonyitas. Ha p = 2, akkor (p—1)! = 1, ami valoban kongruens (—1)-gyel
(mod 2).

Legyen p > 2. A (p—1)!-ban szerepld tényezsk a 0 maradékosztalyon kiviil
az Osszes tobbi. A primszamok esetében ezek éppen a redukalt maradékosz-
talyok. Mint az imént lattuk, minden nem 0 maradékosztalynak van inverz
maradékosztalya, tehat amellyel megszorozva 1-et ad. Mikor lesz egy mara-
dékosztaly inverze 6nmaga? a? = 1 (mod p)-b6l a®> — 1 = (a — 1)(a+ 1) =
0 (mod p), végss soron pedig a = 1 vagy —1 (mod p) kovetkezik.
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Az 1 péarja az 1, a (—1) parja a (—1) (ezek szorzata (—1)), a tobbi ma-
radékosztalynak ezektsl és onmaguktol kiillonboz6 az inverze, az ilyen parok
szorzata 1. Tehat ha mindet &sszeszorozzuk, akkor éppen (—1)-et kapunk.
]

8.6. Definicié. Az ry, ro, r3, ... elemek halmazat (mod m) redukdlt mara-
dékrendszernek nevezzilk, ha minden redukélt maradékosztalybol pontosan
egy szerepel kozottiik.

Példaul: (mod 10) redukalt maradékrendszerek a kovetkezok:

1,3,7,9 -1,1,-3,3 1, —11, 27, —107

nem redukalt maradékrendszerek:

1,2, 3,4 (sem a 2, sem a 4 nem relativ prim a 10-hez)
1,3,7, -9 (az 1 ugyanabbol az osztalybol valo, mint a —9)
1,-1,3 (a 7 osztalya nincsen képviselve)

http://www.cs.elte.hu/"kfried/algebral/RemainderSystem. jarEz a
program megadja egy m szamhoz egy redukalt maradékrendszerét.

A redukalt maradékrendszer minden eleme redukalt maradékosztalybol
valo. Igy ha egyszer 4 relativ primet talaltunk a 10-hez, akkor minden redu-
kalt maradékrendszerében 4 elem lesz.

Ezért vilagos, hogy elemek egy halmaza akkor és csak akkor alkot redukalt
maradékrendszert a 10 modulus szerint, ha

e az elemek szama 4,

e minden elem relativ prim a 10-hez, és

e barmelyik két elem inkongruens egymaéssal (mod 10).

Altalaban az m modulus szerinti redukalt maradékrendszernek annyi ele-
me van, ahany redukalt maradékosztaly van (mod m); redukalt maradék-

osztalybdl pedig annyi van, ahany elem példéul az 1, 2, ..., m — 1, m teljes
maradékrendszer elemei koziil relativ prim a modulushoz.

8.2. Jeldlés. p(m)-mel jeloljiik a (mod m) redukalt maradékosztéalyok sza-
mat. (Ami nyilvan megegyezik az 1, 2, ..., m — 1, m szamok koziil az m-hez
relativ primek darabszamaéaval.)

Példaul: p(10) =4, ¢(2) =1, ¢(9) =6, p(11) = 10, ¢(30) =8, ¢(31) =
30.
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Megjegyzés. Azt, hogy egy adott m-hez hogyan lehet kiszamolni ¢(m)
értékét, egy konkrét példan szemléltetjiik:

Példaul ¢(120) =? Arra vagyunk kivancsiak, hogy az 1, 2, ..., 118, 119,
120 szamok koziil hany relativ prim a 120-hoz. Nevezziik ,rossz’-nak azokat
a szamokat, amelyek nem relativ primek a 120-hoz, és szdmoljuk Ossze, hogy
a fenti 120 darab szam koziil hény ,rossz”. Egy szam akkor lesz ,rossz”’, ha
van kozos primosztoja a 120-szal, vagyis

— ha paros — ilyenbdl 120-ig nyilvan 60 van,
vagy — ha 3-mal oszthato — ilyenbdl 120-ig (minden harmadik) 40 van,
vagy — ha 5-tel oszthato — ilyenbdl 120-ig (minden 6t6dik) 24 van.

Ha most 0Osszeadjuk a ,rosszak” imént kapott darabszédmait, akkor a
60 + 40 + 24 Osszegben kétszeresen szamoltuk azokat, amelyek a 2, 3, 5
primtényezdk koziil két primmel is oszthatok, vagyis azokat, amelyek

— 2-vel is és 3-mal is (6-tal) oszthatok — ilyenbdl 20 van,
— 2-vel is és 5-tel is (10-zel) oszthatok — ilyenbdl 12 van;
— 3-mal is és 5-tel is (15-tel) oszthatok — ilyenbdl 8 van.

Ha most a fenti 6sszeghdl levonjuk azoknak a darabszamét, amelyeket
kétszeresen szamoltunk, akkor a 60440424 —(20+12+8) 6sszegbe nincsenek
beleszdmolva azok a szamok, amelyek 2-vel is, 3-mal is és 5-tel is oszthatok
(az els6 1épésben haromszorosan szamoltuk ezeket a szamokat, majd a kétféle
primosztoval rendelkez6k kozott is haromszor szamoltuk meg ezeket, tehét
a végs6 Osszeghez eddig haromszor adtuk hozza, és haromszor vontuk ki a
darabszamukat). Ilyen szam (30-cal oszthato) 4 van 120-ig, ezek darabszamat
még hozzé kell adnunk 6sszeglinkhéz.

Igy azt kapjuk, hogy sszesen 60440424 — (20 +12+8) +4 = 88 ,rossz”
szamunk van 120-ig. A 120 szam koziil 88 nem relativ prim a 120-hoz, vagyis
a maradék 120 — 88 = 32 a relativ primek szama. Vagyis ¢(120) = 32.

8.4. Megjegyzés. Végss soron a 120 primosztoihoz (2, 3, 5) a kovetkezdket

120 120 120
csinaltuk: 120 szambdl elhagyutnk —, —, —— szédmot, majd hozzavettiink

27375
120 120 120 ..
, , szamot, végiil elhagytunk
2-3"2-5"3-5 2-3-5

A kapott érték: 120 — 60 —40 — 24 + 20+ 12+ 8 — 4 = 32.

szamot.

Ha tetsz6leges n szamot tekintettiink volna, amelynek az 6sszes primosz-

toja (p1,p2,-..,pK), akkor a kovetkezd szamolast kellett volna elvégezniink:
n n n n n
n———...——+ 4 -
P Pr  P1-D2 Pk—1 - Pk pip2 .. - Pk

(A +/— attol fiiggben Gsszeadas vagy kivonas, hogy paros vagy péaratlan sok
primosztdja van n-nek.)
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Ezt a gondolatmenetet érdemes megjegyezni, masutt is el§ fog fordulni
ehhez hasonlé.

8.11. Tétel. Azry, ro, r3, ... szamok akkor és csak akkor alkotnak redukdlt
maradékrendszert (mod m), ha

(a) az elemek szama @(m),
(b) ¥ i-re (rj;m) =1, és

(c)V i# j-rer; #r; (mod m).

Bizonyitas. A bizonyitast két 1épésben végezziik el.

1. A feltétel sziikséges (vagyis egy redukélt maradékrendszernek teljesi-
tenie kell (a), (b), (c)-t).

(a) Ha az adott szamok redukalt maradékrendszert alkotnak (mod m),
akkor minden redukalt maradékosztalybol pontosan egy szerepel kozot-
tik. Mivel (mod m) pontosan ¢(m) redukalt maradékosztaly van, ponto-
san ennyi elemre van sziikség ahhoz, hogy minden redukalt maradékosztaly
képviselve legyen.

(b) Mivel a redukalt maradékosztalyok minden eleme relativ prim a mo-
dulushoz, igy az 6ket képvisel§ elemek is.

(c¢) Mivel semelyik maradékosztalybol nem szerepelhet két elem, koziiliikk
barmelyik kett6 inkongruens.

2. A feltétel elégséges (vagyis ha egy elemrendszer teljesiti az (a), (b), (¢)
feltételeket, akkor az redukalt maradékrendszer).

A (b) feltétel miatt csak redukalt maradékosztalyokbol valo elemek sze-
repelnek. A (c) feltétel miatt semelyik redukalt maradékosztalybol nem sze-
repel két elem, vagyis minden elem mas maradékosztalybol valo. Az (a) felté-
tel szerint pontosan annyi elem van, mint ahany redukalt maradékosztaly. A
hérom feltétel egyszerre csak gy teljesiilhet, ha minden redukalt maradék-
osztalyt pontosan egy elem képvisel, vagyis ha a megadott elemek redukélt
maradékrendszert alkotnak. [

Megjegyzés. Redukalt maradékrendszerekre mér nem igaz, hogy ha
minden elemiikh6éz hozzdadjuk ugyanazt a szamot, akkor is redukalt ma-
radékrendszert kapunk. Példaul (mod 10) redukalt maradékrendszert alkot-
nak az 1, 3, 7, 9 szamok. Kénnyen meggondolhatd, hogy az 1+b, 3+b, 7+ 1,
9 + b szamok akkor és csak akkor alkotnak redukalt maradékrendszert, ha
b =0 (mod 10).

Altalaban is igaz:
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8.1. Allitas. Legyen rq, 7o, ..., To(m) Tedukdlt maradékrendszer m szerint.
Ekkor azri +b, ra+0b, ..., rom) + b akkor és csak akkor redukdlt maradék-
rendszer m szerint, ha b oszthatd az m dsszes primosztojdval.

Az viszont a redukalt maradékrendszerre is teljesiil, hogy ha minden ele-
mét megszorozzuk ugyanazzal a szammal, akkor pontosan akkor kapunk is-
mét redukélt maradékrendszert, ha a szdm relativ prim a modulushoz.

8.12. Tétel. Ha azry, ro, ..., Tyam) szdmok redukdlt maradékrendszert al-
kotnak ( mod m) ésc € Z-re (c,m) = 1, akkor azric, rac, . .., Ty(m)c s2dmok
is redukdlt maradékrendszert alkotnak (mod m).

Bizonyitas. Az ric, rac, .. c elemek darabszama p(m).

s Tp(m)
Az, hogy koziiliik barmelyik ketts inkongruens (mod m), ugyanugy lat-

hat6é be, mint a teljes maradékrendszerekre vonatkozo 8.7. Tétel esetén tor-
tént. ((c,m) =1 esetén a =b <= ac = bc.)

Az, hogy Vi-re (r;c,m) = 1 a6.7. Tétel alapjan teljesiil, hiszen (r;,m) = 1
és (c,m)=1.0

8.2. Allitas. Vegyiik eqy m modulus két tetszbleges redukdlt maradékrend-
SZeT€l: 11,72, Ty(m) €S S1,82,...,8 ! Bkkor v -r9 - ... 1T =

8182 .. Sp(m)-

w(m)

Bizonyitas. A két redukalt maradékrendszer elemei dsszeparosithatok asze-
rint, hogy ugyanabbél a maradékosztaybol keriilnek ki — ezek egyméassal
kongruensek. A 8.3. Tétel (ii) allitasabol kovetkezik, hogy a = b és ¢ = d
esetén ac = bd. Ez nemcsak kettd, hanem akarhany tényezore is teljestl. Itt
most p(m) elem szerepel, vagyis teljesiil, hogy a két szorzat kongruens m
szerint. [J

Megjegyzés. A kordbbiakban mar lattuk, hogy a kongruenciarelécid
tulajdonsagainak kovetkeztében lehetGségilink van arra, hogy a maradékosz-
talyok kozott értelmezziink Osszeadast és szorzast. Ha most a redukalt ma-
radékosztalyokra szoritkozunk, akkor ezek Osszege altaldban nem lesz redu-
kalt maradékosztaly (tehat ha az alaphalmazunk a redukalt maradékoszta-
lyok halmaza, akkor ebbdl az alaphalmazbol az 6sszeadas kivezet), szorzatuk
azonban igen (a 6.7. Tétel kovetkeztében). Vizsgaljuk meg, hogy kiilonb6z6
modulusok esetén hogyan alakul a redukalt maradékosztalyok ,szorzotébla-
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(mod11) ®|1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
11 2 3 4 5 6 7 8 0 10
/2 4 6 8 10 1 3 5 7 9
3/3 6 9 1 4 7 10 2 5 8
i1 8 1 5 9 2 6 10 3 7
5/5 0 1 9 3 8 2 7 1 &
6/6 1 7 2 8 3 9 4 10 5
7/7 3 06 2 9 5 1 8 1
8/8 5 2 10 7 4 1 9 & 3
5/9 7 5 3 I 10 8 6 41 2
0|10 9§ 8 7 6 5 4 3 2 1

A fenti mtveleti tablazatokat megfigyelve sok érdekességet vehetiink ész-
re, példaul hogy mindegyik tablazat szimmetrikus a f6atlojara, ezzel is mu-
tatva, hogy a maradékosztalyok szorzasa kommutativ; vagy hogy minden
tablazatban minden sorban és minden oszlopban minden elem pontosan egy-
szer fordul el§ stb.

Ha megvizsgaljuk, hogy most mely elemek oszt6i melyeknek, akkor azt
tapasztaljuk, hogy mindegyik mindegyiknek, vagyis a redukalt maradékosz-
talyok halmazan a szorzas invertalhat6é mitvelet. Ez egyben azt is jelenti —
Osszevetve korabbi tapasztalatainkkal — hogy ha egy prim modulusra vizs-
galjuk az Osszes (mod p) maradékosztalyt, akkor azok az Osszeadéasra és a
szorzésra nézve testet alkotnak (hiszen prim modulus esetén a 0 maradék-
osztély kivételével minden maradékosztaly redukalt).

Megjegyzés. Erdekes kérdés annak a vizsgalata, hogy egy szam hatva-
nyai mikor milyen maradékot adnak m-mel osztva. Ennek sorédn deriil ki,
példaul hogy a négyzetszamok nem végzédhetnek akirmilyen szdmjegyre;
hogy nincs 3k — 1 vagy 4k — 1 alaki négyzetszam stb.

Az, hogy egy szdm hatvanyai milyen maradékokat adnak m-mel osztva,
pusztan attol fiigg, hogy maga a szam milyen maradékot ad m-mel osztva.
Ha példaul (mod 10) vizsgaljuk egy teljes maradékrendszer elemeinek hat-
vanyait (mindenhol a legkisebb nem negativ szammal képviselve az eredmény
maradékosztalyat), akkor a kovetkezdket tapasztaljuk:

ha a=0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 (mod 10),
akkor a?>=0 1 4 9 6 5 6 9 4 1 (mod 10),
a>=0 1 8 7 4 5 6 3 2 9 (mod 10),
=0 1 6 1 6 5 6 1 6 1 (mod 10),
=0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 (mod 10),
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(miutdn megkaptuk az els§ sort, innentdl kezdve nyilvan ismétlédik). Ha
(mod 7) végziink hasonlo vizsgalatot:

ha a=0 1 2 3 4 5 6 (mod?7),
akkor a?=0 1 4 2 2 4 1 (mod?7)
ad = 1 1 6 1 6 6 (mod?7)

a*=0 1 2 4 4 2 1 (mod7)

a>=0 1 4 5 2 3 6 (mod?7)

a®=0 1 1 1 1 1 1 (mod7)

a”=0 1 2 3 4 5 6 (mod7)

(innentdl ismétlsdik).

Szamos egyéb — altalanosithaté — észrevétel mellett kiolvashatd a tab-
lazatbol példaul az, hogy barmelyik a elem hatvanyait is vizsgalva, az
a,a?,a3,a*, ... sorozat minden elemét kicserélve az m-mel valé osztasi ma-
radékara, periodikus sorozatot kapunk. Ez persze nem tul meglepd, hiszen
m-mel osztva csak véges sok (legfeljebb m féle) maradék fordulhat elg, igy
el6bb-ut6bb valamelyik maradék meg fog ismétlédni, és ha példaul a® ugyan-
azt a maradékot adja, mint a¥, akkor (1d. példaul 2.9. Tétel) a*+! maradéka
nyilvan megegyezik a¥*! maradékaval, a**t2 maradéka a¥+? maradékaval és
igy tovabb, az els§ ismétlgdéstdl kezdve a maradékok periodikusan ismétlgd-
nek.

Erdekes kérdés, hogy mit mondhatunk a periodusok hosszarol. Mint lat-
tuk, (mod 10) bizonyos elemek esetén (0, 1, 5, 6) 1 a periodushossz, mésok-
nal (4, 9) 2, megint masoknal (2, 3, 7, 8) 4; (mod 7) pedig a periédushossz
— az illet§ elemektdl fiiggGen — 1 vagy 2 vagy 3 vagy 6.

A 8.1. tablazat tartalmazza, hogy kiilonb6z6 modulusokkal kisérletezve
milyen periédushosszokat tapasztalhatunk:

Eszrevehetd, hogy az eléforduld periodushosszok minden sorban osztoi
az ott szerepld legnagyobb periddushossznak, és hogy a legnagyobb perié-
dushossz minden m-re osztoja p(m)-nek. Vizsgalodasunkbol az is kidertil,
hogy prim modulusok esetén minden elemnél ,tiszta” periédikus sorozatot
kapunk, azaz el6bb-utobb minden elemnek (a 0 kivételével, annak nyilvan
minden hatvanya 0-t ad maradékul) lesz egy olyan hatvanya, ami 1-et ad
maradékul a (prim) modulussal osztva, és ilyenkor a kovetkezs hatvannyal
el6rsl ismétlgdik a sorozat. Nem prim modulusok esetén pontosan azoknak
az elemeknek lesz olyan hatvanya, ami 1-et ad maradékul a modulussal oszt-
va, amelyek relativ primek a modulushoz. (Ez persze a prim modulusokra is
igaz, hiszen épp arrél van sz6, hogy prim modulus esetén a 0 maradékosztaly
kivételével minden maradékosztaly redukalt.)
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modulus: | el6forduld periédushosszok
(2) | 1
(3) | 1,2
(4) | 1,2
(5) | 1,2,4
(6) | 1,2
(7)1 1,2,3,6
(8) | 1,2
9)]1,2,3,6
(10) | 1,2,4
(11) | 1,2,5,10
(12) | 1,2
(13) | 1,2,3,4,6,12

8.1. tablazat.

Eszrevételeink koziil el6szor azt fogjuk igazolni, hogy ha egy elem relativ
prim a modulushoz, akkor van olyan hatvanya (nevezetesen a ¢(m)-edik
hatvanya példaul ilyen), amely 1-et ad maradékul m-mel osztva.

8.13. Tétel. (Euler kongruenciatétele) Ha (a,m)=1, akkor a®™ =1 (mod m).

Bizonyitas. Legyen 71, ra, ..., Ty(y) egy redukilt maradékrendszer (mod
m). Ekkor (mivel (a,m) = 1) a 8.12. Tétel kovetkeztében az ary, arg, ...,

ar is redukalt maradékrendszer lesz (mod m). A redukalt maradékrend-

e(m)
szerekben szerepld elemek szorzata a 8.2. Allitas értelmében mindig ugyan-

abba az osztalyba esik.
TIT2 .. T(m) = AT1GT2 . .. AT () (mod m),

azaz

TITY ... T = a?Mypir, .. To(m) (mod m).

p(m)

Mivel az r1, r2, ..., Ty@m) elemek mindegyike redukalt maradékosztalybol
val6, mindegyik relativ prim a modulushoz, igy a 8.4. Tétel értelmében oszt-
hatunk veliik, tehat 1 = a®(™) (mod m). O

Megjegyzés. Konnyen meggondolhatd, hogy azoknak az elemeknek,
amelyek nem relativ primek a modulushoz, semelyik hatvanya nem lehet
1-gyel kongruens (mod m). Ha példaul egy paros szam hatvanyait vizsgal-
juk (mod 10), akkor nyilvin minden hatvanyuk is paros lesz, és egy paros
szam nem adhat 1-et maradékul 10-zel osztva. (Altalaban ha (a,m) = d,
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akkor a minden hatvanya oszthaté d-vel, igy minden hatvanyanak az m-mel
valo osztési maradéka is oszthato lesz d-vel (hiszen m is oszthaté d-vel).)

Megjegyzés. A tétel nem allitja, hogy (a,m) =1 esetén a-nak a ¢(m)-
edik lenne a legkisebb, m-mel osztva 1 maradékot ad6 hatvinya, csupan azt,
hogy a ¢(m)-edik biztosan ilyen. (Tetsz6leges m-re példaul az a = m — 1
relativ prim az m-hez, de mar a négyzete 1-et ad maradékul m-mel osztva.)

Megjegyzés. Az viszont kovetkezik a tételbdl, hogy ha (a, m) = 1, akkor
az a legkisebb pozitiv egész k kitevs, amelyre a¥ = 1 (mod m), osztoja kell,
hogy legyen ¢(m)-nek. Legyen ugyanis ¢(m) = kq+r, ahol 0 < r < k. Ekkor
a?M) = gkt jgy q#(M) = gkatr (mod m).

Felhasznalva, hogy a*4t" = (a*)? - 4", tovabba (a tételbsl) hogy a?(™) =
1 (mod m), azt kapjuk, hogy 1 = (a*)7-a" (mod m).

Ha a* = 1 (mod m), akkor ebbdl az kivetkezik, hogy 1 = a” (mod m).
Mivel r nemnegativ, viszont kisebb k-nal, az, hogy k volt a legkisebb pozitiv
egész kitevs, amelyre a¥ = 1 (mod m), csak tgy lehet, hogy r = 0, ami

viszont azt jelenti, hogy k | ¢(m).

Ez egyben arra is magyarazatot ad, hogy miért voltak a modulushoz
relativ prim elemek esetén a tapasztalt peribdushosszok a ¢(m)-nek osztoi.

A modulushoz nem relativ prim elemek esetén ugyanez a tapasztalatunk
az m — p(m) figgvénynek azon a — késébbiekben targyalasra keriils — tu-
lajdonsagan mulik, hogy ha d | m, akkor ¢(d) | ¢(m). A bizonyitast most
nem részletezziik.

Megjegyzés. Foglalkozzunk most a tételnek azokkal a specialis eseteivel,
amikor a modulus prim. Tetsz6leges p prim esetén ¢(p) = p — 1, hiszen egy
primszamhoz minden nala kisebb pozitiv egész relativ prim. Ezt felhasznéalva,
a 8.13. Tétel a kovetkezst jelenti:

Legyen p prim, és (a,p) = 1 (vagyis pt a). Ekkor a?~! =1 (mod p).
Ebbdl az is kovetkezik, hogy a? = a (mod p).
Ez viszont akkor is teljesiil, ha p | a.

Erdemes az Euler-tételnek ezt a kovetkezményét kiilon is megfogalmaz-
nunk:

8.14. Tétel. (,kis” Fermat-tétel) Tetszdleges a egészre és p primre telje-
stl, hogy aP? = a (mod p), vagy mdsképp p | a? — a.
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Bizonyitas. Ha (a,p) = 1, akkor a 8.13. Tétel alapjan a?~! = 1 (mod p),
amibél a? = a (mod p).

Ha (a,p) #1, akkor p | a, vagyis a minden hatvanya p-vel kongruens
modulo p, ezért a? = a (mod p). O

Megjegyzés. Erdemes hangstlyozni, hogy bar a ,kis” Fermat-tétel min-
den a-ra igaz; akkor, amikor az el6z8 (Euler) tételre hivatkozunk, akkor ez-
zel csak azokra az a-kra bizonyitjuk, amelyek relativ primek a p-hez. Az,
ugyanis, hogy a?~! = 1 (mod p) (vagy méasképp megfogalmazva az, hogy
p | aP~! — 1), akkor és csak akkor igaz, ha (a,p) = 1. (Egyéb a-kra viszont
trivialis az &llitas.)

Megjegyzés. Szintén kovetkezménye az Euler-tételnek, hogy a (mod
m) redukalt maradékosztalyok mindegyikének van a szorzasra nézve inverze.
Ha ugyanis (a, m) = 1, akkor a tétel miatt van olyan szam — nevezetesen az
a?(m=1_ amellyel megszorozva a szorzat az 1 altal reprezentalt maradékosz-
talyban lesz. Ez egyben azt is jelenti, hogy ha az a osztalyt szorozzuk meg az
a?(m)=1 osztallyal (ami nyilvin szintén redukalt maradékosztaly, hiszen ha
a relativ prim az m-hez, akkor minden hatvéanya is relativ prim az m-hez),
akkor az 1 osztalyt kapjuk.

Feladatok

1. Igazolja, hogy tetszsleges n esetén egy n-hez relativ prim differenciaja
szamtani sorozat n egymast kovets eleme n szerint teljes maradékrend-
szer. (Vagyis ha (n,d) = 1, akkor ax + d, ar + 2d, ..., ar + nd teljes
maradékrendszer n szerint.)

2. Igaz-e, hogy tetszbleges p primszamhoz és egy p-hez relativ prim diffe-
renciaju szamtani sorozatban mindig van olyan p — 1 egymést kdvets
tag, hogy azok p szerint redukalt maradékrendszert alkotnak!

3. Egy szamtani sorozat valamely p — 1 egymaést kévets eleme redukalt
maradékrendszer p-hez. Mi mondhatoé el a szamtani sorozat differenci-
ajarol?

4. Mi lehet az m szam, ha egy redukalt maradékrendszere: 1, 41, —5, —13.

5. Igazolja, hogy ha a és b pozitiv egész szamok, (a,b) = 1, valamint

¢ = (a—1)(b—1), akkor minden d > ¢ szamhoz van olyan pozitiv =
és y, amelyre ax + by = d!

Keressen olyan a, b szamokat, amelyekre nem taldlhatok olyan x, y
pozitiv egész szamok, hogy ax + by = ¢ — 1!
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6. Igazolja, hogy 24 | 520 — 1!
7. Igazolja, hogy minden n-re 6 | 1™ + 2™ + 3™!

8. Igazolja a 8.1. Allitast!



9. fejezet

Linearis kongruenciak

Az eddigiekben a kongruenciarelacié és az altala létrehozott maradékoszta-
lyok legfontosabb tulajdonsagaival foglalkoztunk. Gyakran van sziikségiink
arra, hogy ismeretlent — vagy ismeretleneket — is tartalmazé konguenciakkal
dolgozzunk. Ilyenkor az ismeretlen lehetséges értékeit keressiik. A legegysze-
riibb eset az, amikor egy ismeretlen szerepel, az is az els6 hatvanyon.

Erre vezet példaul a kovetkezs feladat: ,Edesanyam harom tortéat sii-
tott a sziiletésnapomra, mindegyiket ugyanannyi szeletre vagta fel. Heten
ugyanannyi szelet tortat ettiink, végiil megmaradt két szelet. Hany szeletes
lehetett egy torta?” (Vagy: ,Héany szeletet ettiink kiilon-kiilon?”) — Olyan z
szamot keresiink (egy tortan beliil a szeletek szama), amelyeknek a harom-
szorosa (Osszesen a szeletek szama) kett6t ad maradékul héttel osztva, vagyis
olyanokat, amelyeket a 3x = 2 (mod 7) nyitott mondatban az x helyébe ir-
va igaz allitast kapunk. Az ilyen szamokat a 3z = 2 (mod 7) kongruencia
megolddsainak nevezziik. (A masik feladat megoldasa, amikor az elfogyasz-
tott tortaszeletek szaméra vagyunk kivancsiak: 7y 4 2 oszthatd 3-mal, vagyis
7y = —2 (mod 3).)

A kovetkezSkben az ilyen legegyszertibb tipust, ax = b (mod m) alak,
ugynevezett linedris kongruencidkkal foglalkozunk. Azt szeretnénk tisztazni,
hogy a-to6l, b-t6l és m-t6l fliggden mikor van megoldésa a kongruencianak; ha
van, akkor hany megoldas van, és hogyan lehet a megoldasokat megtalalni.

9.1. Definicié. Az ax = b (mod m) linedris kongruencia megolddsa az x;
szam, ha teljesiil, hogy az; = b (mod m).
Példaul:

A 3z = 2 (mod 7) kongruencianak — mint az kénnyen ellendrizhetd —
megoldésai a 3, 10, 17, —11 stb. szamok. (A kongruencidnak minden 7k + 3

128



Fried Katalin — Korandi Jozsef — Torok Judit: A szamelmélet alapjai 129

alaki szam megoldasa, de persze az eredeti szoveges feladat szempontjabol
— ami tortaszeletekrél szol — sem a negativak, sem a ,til nagy” szadmok nem
jonnek szoba.)

Kongruencidk megoldasainak keresése kozben sziikség lehet arra, hogy a
kongruencian kiilonféle atalakitasokat végezziink. Vigyaznunk kell azonban
arra, hogy az 1j kongruencianak ugyanazok legyenek a megoldasai, mint az
eredetinek.

9.2. Definicié. Azokat az atalakitasokat, amelyek soran egy kongruencia-
bol az eredetivel ekvivalens kongruenciat kapunk, ekvivalens dtalakitisoknak
nevezzik.

Két kongruenciat ekvivalensnek neveziink, ha ugyanazok a megoldéasaik.

Példaul:

A 324z = 658 (mod 10) kongruencia ekvivalens a 4z = 8 (mod 10)
kongruenciaval (mert 324 = 4 és 658 = 8 (mod 10)). Altalaban is igaz,
hogy ha az ax = b (mod m) kongruencidban az a, illetve b helyére vele
kongruens szamot irok, az ekvivalens atalakitas, részben a kongruenciarelécié
tranzitivitdsa, részben a 8.3. Tétel, illetve annak kovetkezményei miatt.

A 4z = 8 (mod 10) kongruencia nem ekvivalens a 20z = 40 (mod 10)
kongruenciaval (hiszen az utébbinak minden szam megoldasa, az elgbbinek
példaul az 1 nyilvan nem).

A 3z = 2 (mod 7) viszont ekvivalens azza, hogy 3z = 9 (mod 7), ami
pedig ekvivalens az = 3 (mod 7) kongruenciaval.

Megjegyzés. A 8.3. Tétel alapjan nyilvanvald, hogy ha egy xy szam
megoldasa az ar = b (mod m) kongruencidnak, akkor az Osszes zg + km
alakt szam is megoldasa (ahol k tetszSleges egész szam), vagyis az Osszes
m szerint xp-lal kongruens szam is megoldas. Emiatt célszerd nem kiilon
megoldasként kezelni ezeket, amennyiben a megoldasok szaméra vagyunk
kivancsiak. (Hiszen ha kiilonbozének tekintenénk minden megoldast, akkor
minden olyan esetben, amikor egyaltalan van megoldas, mindig végtelen sok
lenne.)

9.3. Definicié. Az ax = b (mod m) kongruencia megolddsainak szimdn az
egymassal m szerint inkongruens megoldésok szaméat értjiik.

Mivel ha egy szam megoldas, akkor az altala reprezentalt maradékosz-
taly minden eleme megoldas (ha pedig nem, akkor az &ltala reprezentélt
maradékosztaly egy eleme sem), azt a kérdést, hogy hany kiilonb6z6 megol-
désa van egy kongruencianak, tugy is feltehetjiik, hogy hany maradékosztaly
megoldasa van a kongruencianak.
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Példaul:

A 2z = 3 (mod 10) kongruencianak nincs megoldasa (hiszen 2z mindig
paros szam, és paros szam nem adhat paratlan maradékot (3-at) egy paros
szammal (10-zel) osztva).

A 3z =2 (mod 10) kongruencianak pontosan egy megoldasa van (hiszen
a0,1,2, 3,4,5,6, 7,8, 9 teljes maradékrendszer elemei kozott pontosan egy
olyan van (nevezetesen a 4), amelynek a haromszorosa kettét ad maradékul
10-zel osztva).

A 22 =4 (mod 10) kongruencianak két megoldasa van (mert a 0, 1, 2, 3,
4,5,6,7,8,9 teljes maradékrendszer elemei k6zott két olyan van (nevezetesen
a 2 és a 7), amelynek a kétszerese négyet ad maradékul 10-zel osztva).

Mint az a fenti példakbol is latszik, az ax = b (mod m) Gsszes megol-
dasat megtalalhatjuk példaul gy, hogy egy (mod m) teljes maradékrend-
szer elemeit rendre beirjuk az z helyébe, és ellendrizziik, hogy kielégitik-e
a kongruenciat. Ez azonban nagy modulus vagy nagy egyiitthatoék esetén
hosszadalmas és kényelmetlen szadmolas lehet, de még ha ezzel a modszerrel
szeretnénk dolgozni, akkor is sok munkat megtakarithatndnk azzal, ha el6re
tudnank, hogy hany megoldésra szamitsunk. Ha példaul elére tudjuk, hogy
két megoldas van, akkor amint taldltunk két megoldést, abbahagyhatjuk a
tovabbi elemek ellenérzését, ha pedig elére tudjuk, hogy nincs megoldas, ak-
kor bele sem kell fognunk a keresésbe. Szerencsére nem nehéz sziikséges és
elégséges feltételt adni a linearis kongruencia megoldasanak létézésre.

9.1. Tétel. Az ax = b (mod m) kongruencidnak akkor és csak akkor van
megolddsa, ha (a,m) | b.

Bizonyitas. 1. A feltétel sziikséges (vagyis ha van megoldas, akkor (a,m) |
b):

Ha van olyan zg szdm, amely megoldasa a kongruencidnak, akkor erre az
xo-ra teljestl, hogy azg = b (mod m), tehat m | axg — b. Ekkor m minden
osztoja, igy (a,m) is osztoja az axg — b kiilonbségnek.

Azt is tudjuk, hogy (a,m) | a, és igy (a,m) | axg. Emiatt (a,m) | axo—b
csak ugy teljesiilhet, ha (a,m) | b.

2. A feltétel elégséges (vagyis ha (a,m) | b, akkor létezik megoldas):

A 4.2. Kovetkezménybdl tudjuk, hogy léteznek olyan z és y szamok,
amelyekre (a,m) = az + my. Ha (a,m) | b, akkor van olyan ¢ szam,
amelyre (a,m)q = b. Ezt felhasznalva: (a,m)q = axq + myq = b, vagyis
myq = b — axq. Ezek szerint m | b — axq, tehat axq = b (mod m). Ez
viszont azt jelenti, hogy az zq szdm megoldasa a kongruencianak. [
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Megjegyzés. A tétel bizonyitasa (a 2. rész) arra nézve is ad atmutatést,
hogy ha van megoldésa egy kongruencianak, akkor hogyan talalhaté meg egy
megoldas: el6szor allitsuk els a és m legnagyobb kozos osztojat (az euklideszi
algoritmus segitségével) a és m linearis kombinacidjaként, vagyis (a,m) =
ax +my alakban. Ezutéan nézziik meg, hogy (a, m) hanyszor van meg b-ben.
Ha a hanyados ¢, akkor zq egy megoldas.

Keressiik meg példaul a 48z = 10 (mod 14) kongruencia egy megoldasat
(tudjuk, hogy van, hiszen (48,14) = 2, és 2 | 10).

Végezziik el a 48 és a 14 euklideszi algoritmusat: 48 = 14 -3 46, 14 =
6-24+2,6=2-3+0.

Az elss sorbol: 6 = 48 — 14 - 3. A maéasodikbol:

2=14-6-2=14— (48 —14-3)-2 =48 (—2) +14-7.

Vagyis x = —2. Mivel a 10-ben 5-sz0r van meg a 2, a keresett megoldas
a —10 (vagy masképp a 4) maradékosztalya.

Azt persze még nem tudjuk, hogy més megoldas nincs-e (a konkrét pél-
déban van; a 11 maradékosztilyaban szerepl§ elemek is megoldasok, és mivel
a 11 maradékosztalya kiilonbozik a —10 maradékosztalyatol, ez a fentitsl kii-
16nb6z6 megoldast jelent). Miel6tt megvizsgalnank, hogy mikor hany megol-
dasa van egy linearis kongruencidnak, foglalkozzunk elGszor azzal a specialis
esettel, amikor (a,m) = 1. Ilyen esetekben mindig van megoldas, hiszen
tetszbleges b esetén 1 | b.

9.2. Tétel. Ha (a,m) =1, akkor az ax = b (mod m) kongruenciinak pon-
tosan eqy megolddsa van, mégpedig az v = a®™~1p (mod m).

Bizonyitas. Arrol, hogy az a®(™~1b valoban megoldas, behelyettesités-
sel meggy6zédhetiink: A 8.13. Tétel értelmében a?™ = 1 (mod m). Eb-
b6l kovetkezik (8.3. Tétel), hogy a?™b = b (mod m). Felhasznalva, hogy
a?(m) = qa?(M™)=1 azt kapjuk, hogy

aa?™ 71 = b (mod m),
~—

x
vagyis az x = a?(")~1p és igy az x = a?™~1p (mod m) valéban megoldas.

Be kell még latnunk, hogy tobb megoldés nincs. Ehhez nyilvan elég azt
megmutatni, hogy a 0, 1, 2, 3, ..., m — 1 teljes maradékrendszer elemei
kozott nem lehet olyan zq, és zo (z1 # x2), amelyekre azq = b (mod m) és
axy = b (mod m) is teljesiil.
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Ha lenne ilyen x; és xq, akkor axy — axe = b — b (mod m) is teljesiilne,
0
ami azt jelentené, hogy m | ax1 — axy = a(x; — x2). Mivel (a,m) = 1, ez
csak ugy lehetséges, ha m | ©1 — zo. Viszont tudjuk, hogy 0 < z1 < m és
0 < x9 < m, amibdl kovetkezik, hogy |z1 — x2| < m. Emiatt m csak ugy
oszthatja az x1 — xo kiilonbséget, ha az 0, vagyis ha z1 = x».

Tehéat nem lehet egynél tobb maradékosztalybol valéo megoldas. [
Példaul:

A bevezetd példaként emlitett 3x = 2 (mod 7) kongruencianak az egyet-
len megoldasa az z = 3¥(M=1.2 (mod 7). Mivel ¢(7) = 6, ez a 3° - 2 szam
maradékosztalyat jelenti, ami — mint arrél némi szamoléssal meggy6z&dhe-
tiink — a 3 maradékosztilya. A 3 -3 = 9 valéban kongruens 2-vel modulo 7.

Mielstt altalaban foglalkoznénk azzal a kérdéssel, hogy hany megoldésa
van — ha van — egy olyan kongruencidnak, ahol a és m nem relativ primek, és
hogyan lehet ezeket megtalélni, érdemes egy konkrét példat megvizsgalnunk:

Példaul 62 = 69 (mod 15)

A kongruencidnak nyilvan van megoldasa, mert (6,15) = 3, és 3 | 69.
A kongruenciarelacié tranzitivitdsa miatt a 69 helyett irhatunk 9-et (vele
kongruenset), igy a fenti kongruencidnak pontosan azok lesznek a megoldasai,
mint a 6z =9 (mod 15) kongruencianak.

A 8.4. Tétel értelmében ez a kongruencia ekvivalens a 2z = 3 (mod 5)
kongruenciaval. Itt (2,5) = 1, ezért a 9.2. Tétel értelmében egyetlen megol-
dasa az = 290)=1. 3 (mod 5). Mivel p(5) = 4, 2¢0)~1.3 = 23.3 = 24,
és 24 = 4 (mod 5), a 2z = 3 (mod 5) kongruencianak az = 4 (mod 5) a
megoldasa, igy a vele ekvivalens 6z = 9 (mod 15) kongruencianak is ponto-
san azok a szdmok lesznek a megoldasai, amelyek 4-gyel kongruensek modulo
5 (5-tel osztva 4-et adnak maradékul).

Minket azonban az érdekel, hogy hany kiilonb6z6 maradékosztaly elégiti
ki a 62 = 9 (mod 15) kongruenciat, vagyis hogy a kapott (mod 5 szerinti)
egyetlen maradékosztélyba (azaz a 4 maradékosztalyaba) tartozo szamok
mely és hany kiillonb6z8 maradékosztéalyt jelentenek (mod 15). Ehhez azt
kell meggondolnunk, hogy az 5k + 4 alaka (..., —11, —6, —1, 4, 9, 14, 19,
24, ...) szamok hanyféle maradékot adhatnak 15-tel osztva.

Ha z =4 (mod 5), akkor mivel lehet kongruens az x modulo 157 Milyen
maradékot adhat 15-tel osztva egy szam, amely 5-tel osztva 4 maradékot ad?
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Ha egy szam 5-tel osztva 4 maradékot ad, akkor 15k + r alakban irva
5-tel osztva gy adhat 4 maradékot, ha r 4-et ad maradékul 5-tel osztva, és
0 és 14 kozott 3 ilyen szam van: a 4, a 9 és a 15. (Mas lehetGség nincs.)

Vagyis a (mod 5) egyetlen maradékosztalyt jelentd megoldasok (mod
15) harom maradékosztalyt alkotnak, igy az eredeti kongruencianak héa-
rom kiilénb6z6 megoldasa van: 1 = 4 (mod 15), z2 = 9 (mod 15) és
x3 = 14 (mod 15).

9.3. Tétel. Ha az axr =b (mod m) kongruencidinak van megolddsa (vagyis
ha (a,m) | b), akkor a megolddsok szdima (a,m).

Bizonyitas. Legyen a = (a,m)a’ és m = (a,m)m’, ahol (a/,m’) = 1. Ha
(a,m) | b, akkor b is felirhato b = (a,m)b’ alakban. Ekkor minden olyan
szam, amely kielégiti az ax = b (mod m) kongruenciat (a 8.4. Tétel miatt)
megoldésa az o’z = b’ (mod m’) kongruencianak is, és viszont.

Mivel (a’,m’) = 1, az 'z = b’ (mod m') kongruencidnak a 9.2. Tétel
értelmében egyetlen megoldasa van. Nevezziik ezt zg-nak.

Az x megoldasra ezek szerint = x¢ (mod m'), és azt szeretnénk tudni,
hogy x milyen maradékot adhat m-mel osztva. Ezért z-et my + r alakban
keressiik. Ez m’-vel osztva csak akkor adhat x¢ maradékot, ha r ad zg ma-
radékot m’-vel osztva, hiszen m’ | m. A 0, 1, 2, ..., m — 1 maradékosztalyok
koziil ennek eleget tesz az xg, az xg +m’, az xg + 2m’ stb., dsszességében az
xo + km/, ahol k = 0,1,...,(m,a) — 1. (Hiszen (m,a)m’ mar m-mel lenne
egyenld, ez azonban nincs a keresésben felsorolt maradékosztalyok kozott.)
Ha belatjuk, hogy pontosan ezek a megoldésok, akkor ebbdl az is latszik,
hogy megoldasként m’ darab maradékosztalyt kaptunk.

Megmutatjuk, hogy ha (a,m) = d, akkor az g, xg + m',xo + 2m/, xo +
3m’,...,xg + (d — 1)m’ szamok koziil barmelyik kettd inkongruens (mod
m), viszont mind megoldasa az a’z = b’ (mod m') és az ax = b (mod m)
kongruencianak.

Az xg, 20 +m/ z0 +2m/ 2o+ 3m/, ... 29 + (d — 1)m’ szamok pontosan
akkor inkongruensek egymassal paronként, amikor a 0,m’, 2m’,3m’, ... (d—
1)m/ szdmok inkongruensek, amelyek 0 és m — 1 kozé es6 kiilonboz6 szamok
(m' £ 0), tehat kiilonb6z6 maradékosztalyokba esnek, igy valoban inkongru-
ensek.

Masrészt o' (xg + km') = d'zo + d’km/ = d’xy (mod m'), amirdl viszont
tudjuk, hogy b/-vel kongruens (modulo m’), tehat z¢ + km’ megoldasa az
a'z = b (mod m') kongruencidnak, masrészt m’ | a’'(zo + km’) — V', amibdl
d-vel szorozva m | a(xo+km') —b (2.1. Kévetkezmény), tehat a(zo+km') =
b (mod m), azaz xog + km' az eredeti kongruencidnak is megoldasa. O
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9.1. Megjegyzés. A linearis kongruencia egy masik lehetséges megoldasi
moédszerét mutatjuk be néhany konkrét példan keresztiil.

A 6x =9 (mod 15) kongruenciat osztjuk 3-mal (és tudjuk, hogy ezzel
a megoldasok szamat is harmadoltuk): 2z = 3 (mod 5). A jobb oldalhoz
hozzdadunk 5-6t (ez 0-val kongruens): 2z = 8 (mod 5). A kapott kongruen-
ciat elosztjuk 2-vel (és mivel a modulust nem osztjuk, a megoldasok szdma
valtozatlan): z =4 (mod 5).

Nézziink egy maésik példat: 42z = 72 (mod 17). A 17 alkalmas tobb-
szoroseivel csokkenthetjiikk a jobb és a bal oldalon szerepls kifejezéseket
is: 8¢ = 4 (mod 17). Osszuk 4-gyel a kongruenciat: 2z = 1 (mod 17),
adjunk hozza 17-et a jobb oldalhoz: 2z = 18 (mod 17), osszunk 2-vel:
r =9 (mod 17). Es eztttal csupa ekvivalens atalakitast végeztiink.

Vagy — ha csak a bal oldalt csokkentjiik 2z - 17 = 0 (mod17)-tel, akkor
—a 8x = 72 (mod 17) kongruenciat 8-cal osztva ugyanerre az eredményre
jutunk.

A lineéris kongruencidk megoldaséara sok maés lehet&ség van, ezek kiizol
egyet latni fogunk még a késébbiekben.

Megjegyzés. Most mar tudjuk, hogy az ax = b (mod m) linearis kong-
ruencidnak akkor és csak akkor van megoldasa, ha (a,m) | b, és hogy ha
egy szam megoldasa, akkor az illet6 szam altal reprezentalt maradékosztaly
minden eleme megoldas. Azt is tudjuk, hogy ha vannak megoldasok, akkor
ezek (a, m) darab kiilonb6z6 maradékosztalyt alkotnak. Arra nézve is lattunk
kiilonb6z8 modszereket, hogy hogyan lehet megtalalni a megoldasokat.

A kovetkezd fejezetben tovabbi megoldasi modszerekkel is megismerked-
hetiink. El6tte azonban lassunk példat egy alkalmazasra.

Szimultan kongruenciarendszerek, a kinai maradék-
tétel

Egy tréfas feladatban egy pasztor a birkéit terelgetve a kardamba azt tapasz-
talja, hogy ha egyszerre kett6t terel be a kapun, akkor a végén 1 kimarad. Ha
harmat terel be egyszerre a kapun, akkor 2 marad ki a végén. Ha négyesével
terelgeti, akkor 3 marad a végén. Ha 6tosével, akkor pedig 4. Hany birkéija
lehet a pasztornak? Hany birkdja lehet, ha tudjuk, hogy 300 és 350 kozott
van a szamuk?
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A birkék szama (ezt keressiik) olyan szam, amely 2-vel osztva 1-et, 3-mal
osztva 2-t, 4-gyel osztva 3-at, b-tel osztva 4-et ad maradékul:

9.4. Definici6é. Az olyan kongruenciarendszert, amelynek k6z6s megoldasat
keressiik, szimultdn kongruenciarendszernek nevezziik.

Egy lehetséges megoldasi menet, hogy megoldjuk az els§ kongruenciat,
majd a megoldasként kapott maradékosztaly(ok)on megoldjuk a mésodikat,
majd a kapott maradékosztaly(ok)on a harmadikat, végiil a kapott maradék-
osztaly(ok)on a negyediket is megoldjuk.

Az els6 kongruencia megoldéasa a 2k; + 1 alaku szamok, pl. 1, 3, 5, 7, 9,
11, ... (egy 2 differencidji szamtani sorozat).

A maésodik kongruencia megoldésai a 3ko + 2 alaka szamok, az el6z6ek
koziil az 5, 11, 17, 23, 29, 35, ... (egy 6 differenciaju szamtani sorozat).

A harmadik kongruencia megoldasai a 4k3 4 3 alakd szadmok, az iméntiek
kozil a 11, 23, 35, 47, 59, ... (egy 12 differencidji szamtani sorozat).

Végiil a negyedik kongruencia megoldésai az 5k4 + 4 alakil szamok, az
el6z6ek koziil az 59, 119, ... (egy 60 differenciaja szamtani sorozat).

A legutolso sorozat elemei lehetnek megoldasok. (Ezek koziil azonban egy
sem esik 300 és 350 kozé, 299 és 359 tagjai a sorozatnak.)

(A feladat triikkos megoldéasa az, hogy adunk a pasztornak még egy bir-
kat, igy a birkdk szama oszthato lesz 2-vel, 3-mal, 4-gyel és 5-tel is — végs6
soron 60-nal —, tehat a birkdk szama eredetileg 60k — 1 alaka.)

Az is lehet, hogy nem a fenti maradékokat adja a birkdk szama, hanem:

) (
mod 3), (
) (
) (

N O
S~— N N N

© © © ©

Azt latjuk, hogy mindegyik kongruencia kiilén-kiilon megoldhato, hiszen
— csakugy, mint az el6bb — a megoldésok vannak felirva. Hamar észrevehetjiik
azonban, hogy a (9.3) szerint x péaros szam, (9.1) szerint viszont paratlan.
Eszerint ez a kongruenciarendszer nem megoldhato.
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Mi itt a probléma? Probéljunk meg elégséges feltételt adni arra, hogy
egy kongruenciarendszer megoldhaté legyen!

Itt most az a gond, hogy egy szam nem adhat 2 szerint péaratlan ma-
radékot, ha 4 szerint paros maradékot ad. Altalaban ha két olyan modulus
szerepel a kongruenciarendszerben, amelyek maradékai egymasnak ellent-
mondanak, akkor hasonlé gondok léphetnek fel. Ez akkor torténhet meg,
amikor két modulus nem relativ prim egymashoz.

Csak olyan kongruenciarendszereket vizsgaljunk tehét ezenttl, amelyek-
ben a szereplé modulusok relativ primek.

Az is nyilvanvald, hogy egy kongruenciarendszerben nemcsak direkt meg-
oldasok szerepelhetnek. Példaul:

3z =7 (mod 2)
2x = 3 (mod 5)

Hogyan oldhatjuk meg? Nyilvin mindkét kongruenciat megoldhatjuk
kiilon-kiilon (ha van megoldas). Ezért amellett, hogy a modulosokroél azt fel-
tételezziik, hogy egymassal paronként relativ primek, azt is megkdveteljiik,
hogy az egyes kongruencidk kiilon-kiilon megoldhatok legyenek.

Az els6 kongruencia megoldasa x = 1 (mod 2), a méasodiké x = 4 (mod
5).

=1 (mod 2)
x =4 (mod 5)

Az els6 megoldasa a 2k; + 1 alakd szamok: 1, 3,5, 7,9, 11, 13, ...

A masodikeé (ezekbdl) a 9, 19, 29, ..., vagyis a kongruenciarendszer meg-
oldasai 10k + 9 alakuak.

Ahhoz tehat, hogy egy szimultdn kongruenciarendszer megoldhat6 le-
gyen, sziikséges feltétel, hogy minden egyes kongruencia megoldhaté legyen.
A kongruencidkat redukdljuk, vagyis mindegyiket osztjuk a modulus és az x
egyiitthatojanak legnagyobb kozos osztojaval. (Erre azért van sziikség, mert
a modulusokrol szeretnénk feltételezni, hogy paronként relativ primek, ami
egyébként nem biztos, hogy teljesiil — nekiink elég, ha csak a redukélas utan
teljestil.)

Ezek utdn mindgyik kongruenciat megoldjuk. Végiil olyan szimultan
kongruenciarendszert kapunk, amelyben minden kongruencia redukalt, a mo-
dulusok paronként relativ primek.
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9.4. Tétel. (Kinai maradéktétel) Ha egy szimultdn linedris kongruen-
ciarendszerben a szerepld kongruencidk redukdltak (a modulusok relativ pri-
mek x egyiitthatdjihoz), a modulusok pdaronként relativ primek, akkor a kong-
ruenciarendszer megoldhato. A megoldds a modulusok szorzata mint modulus
szerint egyetlen maradékosztdly.

Bizonyitas. A kongruencidk mindegyike megoldhatd, mert mindegyik re-
dukalt. A kongruencidkat egyesével megoldjuk, és felirjuk a megoldésukat:

x=b (mod my)
x=by (mod mg)

= b3 (IIlOd mg)

x = bp—1 (mod my,_1)

=b, (mod my,)

Ezek utan megkeressiik az els két kongruencia kézos megoldéasat, felirjuk
egy (m - mz2) modulus szerinti kongruenciaként. (Kongruenciarél kongruen-
cidra haladva induktivan lehet meghatarozni a megoldast.)

Egyrész x = by (mod mq) megoldasa b; maradékosztalya. Ebbgl kiva-
lasztunk egy teljes maradékrendszert mo szerint, példaul by, by + mq,b1 +
2myq,...,b1 + (mg — 1)my. Ebben a maradékrendszerben pontosan egy meg-
oldasa van a mésodik kongruencianak, legyen by + kms. Az els§ két kongru-
encia tehat helyettesithet§ az © = by + kmgo (mod msg) kongruenciaval, és ez
a megoldas egyértelmd.

A kongruenciarendszer megoldéasa egyértelmi, mert minden egyes 1épés-
ben egyetlen megoldas van. [

Megjegyzés. Az elsé példaként elmondott feladatban minden kongru-
encia redukalt volt, de nem volt minden moduluspéar relativ prim, mégis meg
tudtuk oldani a kongruenciarendszert. Az x = 1 (mod 2) és x = 3 (mod 4)
kongruencidk annak ellenére megoldhatok szimultan, hogy nem relativ pri-
mek a modulusok, mert az utébbibol kovetkezik az elébbi. (Ha egy szam
4-gyel osztva 3 maradékot ad, akkor 2-vel osztva 1-et.) A tétel feltétele te-
hat nem sziikséges, csak elégséges, de sokkal egyszertibb igy kimondani, mint
kiilon feltételként vizsgélni azokat az eseteket, amelykben a modulusok nem
relativ primek egymashoz.

A kovetkezs fejezetben a linearis kongruencia egy teljesen mas tipusu
megoldasi modszerével ismerkediink meg.
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Feladatok

1. Allapitsa meg, hogy a kovetkezd kongruenciak koziil melyek megold-
hatok. Amelyek igen, azokat oldja is meg!

3z =14 (mod 4)

4x =14 (mod 11)
2465 746x = 14 (mod 3)
2465 7462 = 3 (mod 14)

Az = 2465746 (mod 45)

2. Ismert ,tréfas” feladat a kovetkezs (egyes forrasok szerint P. A. M. Di-
rac Nobel-dijas angol fizikus feladata): Hét ember elmegy kokuszdiot
gyidjteni. Taldlnak is jo sokat, de rdajuk esteledik, igy az osztozkoddst
reggelre hagyva lefekszenek aludni. Ejszaka eqyikiik felébred, s nem biz-
van a tdrsatban egymaga kivanja 7 részre osztani a did-kupacot. Ezt 1
maradékkal meq is tudja tenni. Az ,eqyheted” részt eldugja, a maradékot
a fa tetején figyeld majomnak dobja, s visszafekszik aludni. Az éjsza-
ka sordn mind a 6 tdrsa egymds utdin ugyanigy jar el (mindig 1 dio
marad), s reggel — mintha éjszaka mi sem tortént volna — kozosen is el-
osztjdk a kupacot (s az 1 maradékot a majomnak adjik). Legaldbb hdny
didt gyijtottek osszesen? Oldja meg! (Forras: Kozépiskolai Matematika
Lapok)

3. Vizsgélja meg, hogy a kovetkezd szimultan kongruencidk koziil melyek
megoldhatok! Amelyek igen, azokat oldja is meg!

Tr =3 (mod 8)
3r=-—11 (mod 3)
Tr =8 (mod 3)
—1lz =3 (mod 8)
—152x = -3 (mod 5)
—15z=5 (mod 3)

4. Keresse meg mindazokat az egész szdmokat, amelyek 3-mal osztva 0,
7-tel osztva 2 maradékot adnak!

5. Keressen olyan a, b, c egész szdmokat, amelyekkel 2a + 3b oszthatd
5-tel, 3b + bc oszthatd 2-vel és 2a + 5c oszthaté 3-mal! Keressen tébb
megoldéast!



10. fejezet

Linearis diofantoszi egyenletek

Az el6z6 fejezetben latott bevezets feladatban (Edesanyam harom tortat
siitott a sziiletésnapomra, mindegyiket ugyanannyi szeletre vagta fel. Heten
ugyanannyi szelet tortat ettiink, végiil megmaradt két szelet.) két kérdést
is feltettiink: Hany szeletes lehetett egy torta? Hany szeletet ettiink kiilon-
kiilon? Egyrészt olyan x-et keresiink, amelyre 3x — 2 oszthato 7-tel, masrészt
olyan y-t, amelyre Ty + 2 oszthaté 3-mal. Azaz 3z —2 = 7y vagy 7Ty+2 = 3x.
A felirt kongruencia esetén nem latszott, de ebbdl a felirasbol igen: a két
kérdés ugyanarra az egyenletre vezet. A feladat alapjan x és y csak egész
szam lehet.

10.1. Definicié. Azokat az egyenleteket, amelyek egyiitthatoi egész sza-
mok, és a megoldasaikat is az egész szamok korében keressiik, diofantoszi
egyenleteknek nevezziik.

(Az elnevezés az okori gorog tudos Diofantosz nevére utal, aki a II1. szé-
zadban Alexandridban , Aritmetika” cimen 13 kdtetben targyalt szamelméleti
kérdéseket. Diofantoszrol lasd példaul: Sain Marton: Nincs kiralyi at!, Gon-
dolat, Budapest, 1986, http://mek.oszk.hu/05000/05052/; Oystein Ore:
Number Theory and Its History, Dover Publications Ins., New York.)

A diofantoszi egyenleteket is csoportosithatjuk aszerint, hogy hany isme-
retlent tartalmaznak, illetve hogy az ismeretlenek milyen hatvanyokon szere-
pelnek benniik. Ennek megfelelGen beszélhetiink egy-, két- stb ismeretlenes,
illetve elsé-, mésod- stb foku diofantoszi egyenletekrsl. Ebben a fejezetben
az elssfoku (lineéris) diofantoszi egyenletekrdl lesz sz6 — els6ként ezen beliil
a legegyszertibb fajtarol, az egyismeretlenesrdl.

10.1. Tétel. Az ax — b = 0 diofantoszi egyenlet esetén a kovetkezd eseteket
kiilonboztetyik meg:

139
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1. a=0 és b# 0. Ebben az esetben nincs megoldds.
2. a=0 ésb=0. Ebben az esetben minden egész szam megoldds.

3. a #0. Ebben az esetben akkor és csak akkor van megoldds, ha a | b, és

ilyenkor az egyetlen megoldds: x = —.
a

Bizonyitas. 1. Ha a = 0, akkor tetszéleges = esetén ax is 0. Igy ha b # 0,
akkor semmilyen szadm nem elégiti ki az egyenletet.

2. Ha a = b = 0, akkor az egyenlet azonossig, minden szam megoldésa.

3. Ha a # 0, és van olyan xg egész szam, amelyre axg — b = 0, akkor
ugyanerre az ro-ra axg = b. Ilyen xq létezése az oszthatosag definicidja alap-
jan éppen azt jelenti, hogy a | b. Megforditva, ha a | b, akkor létezik olyan ¢,
amelyre aq = b. Ekkor az x = ¢ megoldasa az egyenletnek. [

A kovetezd legegyszertibb tipus a kétismeretlenes lineéris diofantoszi
egyenlet, amely altaldnosan az ax + by = c alakba irhaté. Ezt atrendez-
ve viszont az by = ¢ — ax (vagy az ar = ¢ — by) alakot kapjuk, amelyrdl
leolvashat6, hogy az egyenletnek akkor és csak akkor van megoldéasa, ha 1é-
tezik olyan x, amelyre b | ¢ — ax (vagy a | ¢ — by), vagyis ha létezik olyan
x, amelyre ax = ¢ (mod b) (vagy by = ¢ (mod a)). Ez azt jelenti, hogy az
ax + by = c kétismeretlenes linearis diofantoszi egyenletnek akkor és csak
akkor van megoldasa, ha az ax = ¢ (mod b) (vagy — ami ezzel ekvivalens —
a by = ¢ (mod a)) kongruencia megoldhato.

10.2. Tétel. Azax+by = c diofantoszi eqyenlet akkor és csak akkor oldhato
meg, ha (a,b) | c.

Bizonyitas. Egyrészt ha (a,b) t ¢, akkor az egyenlet nem oldhat6é meg, mert
a bal oldal oszthato (a,b)-vel, a jobb oldal azonban nem.

Masrészt tudjuk (4.2. Kévetkezmény), hogy a és b legnagyobb kozos osz-
toja felirhaté au + bv alakban. Ha (a, b) | ¢, akkor ¢ = ¢ - (a,b) = gau + gbv,
vagyis T = qu, y = qu egy lehetséges megoldés. [

Megjegyzés. Masképp is belathatjuk a tételt. Mint azt korabban lattuk,
a fenti egyenlet akkor és csak akkor oldhaté meg, amikor az ax = ¢ (mod b)
kongruencia. Azt pedig mar lattuk (9.1. Tétel), hogy a kongruencia meg-
oldhatosaganak sziikséges és elégséges feltétele az, hogy (a,b) | ¢ teljesiiljon.

Megjegyzés. A kétismeretlenes linearis diofantoszi egyenlet atalakitha-
t6 egyismeretlenes linearis kongruenciava (kétféleképpen is), és minden line-
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aris kongruencia atalakithaté kétismeretlenes lineéris diofantoszi egyenlet-
té. Keressiik ugyanis az ar = b (mod m) kongruencia megoldasait. Ekkor
fennall, hogy m | ax — b, vagyis létezik olyan szam (jelolje —y), amelyre
m - (—y) = ax — b, tehat az ax + my = b kétismeretlenes linearis diofan-
toszi egyenlet megoldasait keressiik. (Persze konkrétan ebben az esetben el-
s6sorban z-et.) A jelolés egységessége érdekében a kétismeretlenes lineéris
diofantoszi egyenletet a kovetkezSkben ax 4+ my = b alakban fogjuk felirni.

A kétismeretlenes linearis diofantoszi egyenletek és a lineéris kongru-
encidk kozotti szoros rokonsig egyben modszereket is jelent szamunkra az
ax + my = b egyenlet megoldésahoz:

1. modszer: Tekintsiik az ax = b ( mod m) linearis kongruenciat. Ennek
megkereshetjiik az Gsszes megoldasat példaul gy, hogy a 0, 1,2, ..., m—1
teljes maradékrendszer elemeit rendre behelyettesitjik, és kivalasztjuk azo-
kat, amelyek kielégitik a kongruenciat. Ha valamelyik z; € {0,1,2,...,m—1}
szam megoldésa a kongruencidnak, akkor az Osszes x; + km alaka szam is

megoldasa. Minden olyan z’ szam esetén, ahol 2’ megoldasa a kongruencia-
b— az’

nak, az (2/, ) szampar megoldésa a diofantoszi egyenletnek.

2. modszer: Az axr + my = b diofantoszi egyenlet egy megoldasat —
a linearis kongruencidknal latottakhoz hasonléan — az euklideszi algoritmus
segitségével is megtalalhatjuk. Legyen (a,m) = d. Ha d | b (csak ilyenkor van
megoldas), akkor b felirhato b = b/'d alakban. Tudjuk (4.2. Kovetkezmény),
hogy d elgallithaté a és m linearis kombinécidjaként, keressiik meg azt az
2'-t és y'-t, amelyre d = ax’ + my’. Erre az a'-re és y/-re teljesiil, hogy
b="Vb'd=az'b'+my't/, amibdl latszik, hogy az (', y'V’) szampar megoldasa
az egyenletnek.

3. mobdszer: Az ax = b (mod m) linearis kongruenciat gy is meg-
oldhatjuk, hogy a és m legnagyobb kozOs osztéjaval osztva visszavezet-

b
jik az a’x = V' (mod m') kongruenciara, ahol ¢’ = L, b = ——,
(a,m) (a,m)
m = ( m 7 Ebben a kongruenciaban (a’,m’) = 1, igy a 9.2. Tétel értel-
a,m

mében minden olyan 2’ szam megoldéasa, amelyre 2/ = a®"™~1b (mod m).
/

. . , ’ $ 2z 2z e .
Barmelyik ilyen 2’ szdm esetén az (2, ) szampar megoldasa a diofan-

toszi egyenletnek.

A kétismeretlenes lineéris diofantoszi egyenletet nemcsak a kongruenci-
ara visszavezetve tudjuk megoldani. Merében heurisztikusan magunk is ki
tudunk gondolni egy lehetséges megoldast. Lassunk egy konkrét példat erre.

80z 4 120y = 1000
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Az egyenlet nyilvan ekvivalens a kévetkezével (osztunk az egytitthatok leg-
nagyobb koézos osztdjaval, 40-nel):

2¢ 4+ 3y = 25

Fejezziik ki az egyenletbdl z-et (altalaban a kisebb abszolut értékd egyiitt-
hatoval rendelkezé ismeretlent):
=3y + 25
r=—"
2

WValasszuk le” az egészeket gy, hogy a szamlaloban szerepls egyiithatokat
maradékosan osztjuk a nevezdvel:

1
x:—2y+12+%

Mi most az egyenlet egész megoldasait keressiik, és lathato, hogy = akkor és
+1

csak akkor lesz egész, ha = k egész szam, vagyis ha y = 2k — 1. Ha

y =2k —1, akkor x = —2(2k — 1) + 12+ k = 14 — 3k. Vagyis az egyenletnek
tetszoleges k egész szam esetén megoldéasa a (14 — 3k, 2k — 1) szampar.

Modszeriink altalaban is alkalmazhato:

4. moédszer (egyilitthatok cskkentésének modszere): ax+my = b
(ahol (a,m) | b, vagyis az egyenlet megoldhato)

Ha a két ismeretlen egyiitthatéja, a és m egyenld abszolut értékid, azaz
b
ax + ay = b vagy ax —ay = b, akkor x +y = — vagy x —y = —. Két egész
a a
b
szam Osszege, illetve kiilonbsége —. Ezek szerint tetsz6leges k egész szam
a

esetén az elsé esetben minden (k, - — k), a mésodik esetben pedig minden
a

(k:, k— b) alaki szampar megoldas.

a

Ha |a| # |m|, akkor fejezziik ki azt az ismeretlent, amelynek kisebb az
egyiitthatoja abszolut értéke. Feltehetjiik, hogy ez az a, vagyis |a| < |m|:

b—my

a

Osszuk b-t, illetve m-et maradékosan a-val: b = aqy + r1 és m = aqs + ro,
ahol 0 < ry,re < lal(< |m|).

Ekkor

_aq+r1—(age + 1)y 1 — T2y
T = a =1 —Qy+ —.
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r =1y

Akkor és csak akkor kapunk egész megoldast x-re, ha = k egész

a
szam, vagyis ha léteznek olyan k és y egész szamok, amelyek megoldésai az
ak +19 =11

kétismeretlenes linearis diofantoszi egyenletnek.

FEzzel eredeti egyenletiinket visszavezettiik egy olyanra, amelyben a na-
gyobb abszolut értékd egyiitthaté abszolit értéke kisebb, mint az eredeti
egyenlet nagyobb abszolut értéki egytitthatojaé (r1 < |a| < |m| miatt). Ezt
az eljarast folytatva el6bb-utébb eljutunk egy olyan egyenlethez, amelyben
mar valamelyik ismeretlen egyiitthatdja 1 lesz, és innen kezdve egyenlet-
rél egyenletre visszahelyettesitve a megoldasokat kaphatjuk meg az eredeti
egyenlet megoldasait.

10.1. Megjegyzés. A fenti levezetést méasképp is végigvihetjiik. Nem kell
feltétlentl felirni a torteket. Nézziikk meg a gondolatmenetet egy konkrét
példan. 54z + 21y = 24. A kiindul6 egyenletben feltettiik, hogy (a,m) | b.
Ha (a,m) > 1, akkor oszthatunk vele. Ez a 3, osszunk vele: 18z + 7y = 8.

A 18-at maradékosan osztjuk 7-tel: (2-7 + 4)z + Ty = 8, atrendezve:
7-(2z +y) + 4z = 8. Jeloljiik yi-gyel (2 + y)-t. Ekkor 4z + Ty; = 8. (Méris
kaptunk egy olyan egyenletet, amelynek az egyiitthatéi abszolit értékben
kisebbek, mint az eredeti egyenlet egyiitthatoi.)

Most maradékosan osztjuk a 7-et 4-gyel. (4 + 3)y; + 4o = 8, atrendezve:
4(y1 + x) + 3y1 = 8. Jeloljiik x1-gyel (y1 + x)-et. Ekkor 421 4+ 3y; = 8. (Mar
latunk egy nyilvanvalé megoldast: x1 = 2, y; = 0, de folytassuk tovabb az
eljarast, mert maskor nem biztos, hogy ilyen szerencsések lesziink.)

Maradékosan osztjuk a 4-et 3-mal. (3 + 1)z1 + 3y1 = 8, atrendezve:
3(z1 + 1) + 21 = 8. Jeloljiik yo-vel (z1 + y1)-et. Ekkor z1 + 3y = 8. Mivel
az egyiitthatok relativ primek voltak, el6bb-utébb az egyik egyiitthatd 1
lesz. Az ehhez az egyiitthatoéhoz tartozd ismeretlent b-nek, a méasikat 0-nak
valasztva megoldést kapunk: yo = 0, z1 = 8.

Ebbél yo = x1 +y1 miatt y; = —8. Ezek utan x1 = y; +x alapjan x = 16.
Mivel y; = 22 4+ y volt, igy y = —40. Vagyis kaptunk egy megoldést.

A modszert egy konkrét példan szemlélteti a 10.1. Abra animacioja.
. Lz 18 i
10.2. Megjegyzés. Irjuk fel a - tortet lanctort alakban:

1

-2+ -2 -

1
1+

ol [
—
+
wl=
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8x + 3y =-=5

K| << || > 1] | —|»e] +

10.1. abra. (animacio).

vagy rovidebben (a tortek reciprok atirasanak lépését kihagyva)

18 4 1 1

- =24+-=2+—=5=2+—7

7 7 1+3 1+ —

1+3

Azt tapasztaljuk, hogy itt minden tort a 10.1. Megjegyzésben szerepls egyen-
let egytitthatobol tevsdik Ossze. (18 és 7,4 és 7, 4 és 3, 1 és 3. Azért ebben
a sorrendben irjuk a parokat, mert az egyik egyiitthaté — a kisebbik — valto-
zatlan marad.)

Semmi meglepd nincs ebben, mert mindkét eljaras alapja az euklideszi
algoritmus.

Megoldasi moédszereink egy része nem — vagy nem feltétleniil — szolgéltat-
ja az Osszes megoldast, igy hasznos lenne, hogy ha egy megtalalt megoldasbol
tobbet, esetleg mindet meg tudnénk hatarozni.

Vegyiik észre, hogy ha az eredeti egyenletben (ax + my = b) az ax-et
ugyanannyival noveljiik, mint amennyivel az my-t csokkentjiik, akkor tovabb-
ra is fennall az egyenlGség. Ha azt is tudjuk garantalni, hogy a hozzaadott és
levont szdm a-val és m-mel is oszthato (példaul maga am), akkor az xg, yo
megoldashoz egy djabb megoldast kapunk: b = axg + am + myg — am =
a(xzo+m)+m(yo —a), azaz £1 = o+ m és Y1 = Yo — a szintén megoldasok.
Ez a gondolat all amogott, hogy mit mondhatunk altalaban:

10.3. Tétel. Ha az (xo,yo) szampdr megolddsa az ax +my = b diofantoszi
egyenletnek, akkor tetszdleges k egész szdm esetén az

<:r0 + kmm—m) Yo — k(aam)> (10.1)

szdmpdr is megoldds, €s az dsszes megoldds felirhatd ilyen alakban.
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Bizonyitas. ElGszor belatjuk, hogy az 0sszes megoldas felirhat6 ilyen alak-
ban.

Ha azg + myy = b és ax’ + my’ = b is fennall, akkor az’ pontosan
annyival tobb axg-nal, mint amennyivel my’ kevesebb myp-nal, vagyis van
olyan u, amelyre axzg + u = ax’, myy — u = my'. Ezekbdl az kovetke-
zik, hogy a | u, és m | u, tehat [a,m] | u. Eszerint van olyan k, amelyre
kla,m] = u. Tudvan, hogy [a,m] = 7m7 azt kapjuk, hogy u = kﬂ,

(a,m) (a,m)
amib6l ax’ = axg+k A s my = myo— k2 Az els6 osszefiiggésben

(a,m) (a,m)

minden tag oszthaté a-val, a mésodikban pedig mindegyik oszthaté m-mel,
azaz (a 2.1. Kovetkezmény alapjan, illetve mivel (a,m) | m és (a,m) | a)
tetszGleges egész k szamra

(', y) = (:Co + k@:”im),yo - k(cfm)) .

A fenti gondolatmenettel azt mutattuk meg, hogy minden megoldés
(10.1) alakban irhato, mikézben a konstrukcié (hogy ugyanis egy mar meg-
talalt megoldasban ugyanannyit adunk az egyik taghoz, mint amennyit levo-
nunk a masikbol) kévetkezményeként azt is megkaptuk, hogy minden ilyen
alaki par megoldasa az egyenletnek. [

Masik bizonyitas. A tétel allitdsa méasképpen is belathato.

Ha az (0, yo) szampéar megoldasa az ax + my = b egyenletnek, akkor
axg + myg = b.

Ha az (2/,1y') szampér is megoldasa az ax + my = b egyenletnek, akkor

ax’ +my =b.

Ekkor:

a(z" — xo) +m(y —yo) = 0,
vagyis

a(z’ — o) = m(yo — ¢),

és igy

a r _ . m .

(om0 a0
a m

Felhasznalva, hogy < ) = 1, az el6bbi egyenl6ség csak tgy
lehetséges, ha
a

(a,m

| (2" —xo)  és ) | (yo — /),
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vagyis ha van olyan ki és ko, amelyre

m a

71{} — I 2 71{: — _a ,
@ (2" —x0) s @m)" (vo =)
azaz m a
ZL'/:ZE()—FWk‘l és y/:yo—WkQ.
Behelyettesitve az (' —xg) = ( mn )(yo — y') egyenlGségbe 2’ és ¢/
a,m

imént nyert alakjat, ezt kapjuk:

¢ To+ oy — g | = ot ——k
(@m) \" " @m) " ) T @) TP am)™?)
Ebbdél:

m a
@m)™ = @m)™

vagyis az Osszetartozo z’ és vy értékparok esetén ki = ko, tehat az egyenlet
megoldasai valéban csak a kivant

R ey

alaktak lehetnek (k tetszdleges egész szam).

Hatravan még annak az igazolasa, hogy az ilyen alaku szampérok tetszé-
leges k egész szam esetén megoldésok.

Fzt egyszert behelyettesitéssel mutathatjuk meg.

ax’ +my' =a a:o—i-kl +m yo—kL = axg + myo.
(a,m) (a,m)

Tehat ha az (xo,yo) par megoldasa az egyenletnek, akkor — k értékétsl fiig-
getlentil — az (2/,y') par is megoldasa. O

Megjegyzés. Az ax + my = b kétismeretlenes egyenlet egy egyenes
egyenlete a sikban. Az egyenlet egész megoldasainak az egyenesnek azok a
pontjai felelnek meg, amelyeknek mindkét koordinataja egész szam, vagyis
azok a racspontok, amelyekre az egyenes illeszkedik. Tételiinkbé&l kidertil,
hogy ha egy kétismeretlenes diofantoszi egyenletnek van megoldésa, akkor
végtelen sok megoldasa van, ami azt is jelenti, hogy ha egy racionélis me-
redekségii egyenes athalad egy racsponton, akkor végtelen sok racsponton
halad at.

http://www.cs.elte.hu/"kfried/algebral/Equation2.jarEz a prog-
ram egy ax + by = c alakd diofantoszi egyenlet egy megoldasat adja meg.
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10.2. abra. A 2x + 3y = 25 egyenese és néhany megoldésa

10.3. dbra. A 18x + Ty = 8 egyenese és néhany megoldésa
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A (ketténél) tobb ismeretlent tartalmazo diofantoszi egyenletekkel most
részletesen nem foglalkozunk, de bizonyitds nélkiil megemlitjiik a kovetkezd
tételt:

10.4. Tétel. Azajx;+asxo+...+apxy, = b linedris diofantoszi eqyenletnek
akkor és csak akkor van megolddsa, ha (ai,as, ... ,ay) | b.

Megjegyzés. Tétellink a 10.2. Tétel altalanositasa, bizonyitasa is ha-
sonloan végezhetd el: a sziikségesség nyilvanvalo, az elégségesség pedig azon
milik, hogy a 4.2. Tétel altalanositasa is igaz, vagyis belathato, hogy akar-
hany szam legnagyobb kozos osztdja is elGallithato az illet szamok linearis
kombinaci6jaként.

Megjegyzés. Az egyiitthatok csokkentésének modszere ((4.) modszer) a
tobbismeretlenes linearis diofantoszi egyenletek megoldasara is alkalmazhaté.

Megjegyzés. Nézziik meg egy konkrét kongruencia megoldasat!
30a + 31b 4 28¢c = 365

Osszuk az egyiitthatokat maradékosan a legkisebb egyiitthatoval, 28-cal, és
alakitsuk at az egyenletet ennek megfelelGen:

28(a+b+c¢) + 2a + 3b = 365.
Vezessiik be a ¢; = a + b + ¢ jelolést.
2a + 3b + 28c; = 365.

Osszuk az egyiitthatokat maradékosan a legkisebb egytitthatoval, 2-vel, majd
rendezziik az egyenletet:

2(a+ b+ 14c1) + b = 365.

Egy lehetséges megoldas, hogy b = 1 és a+b+14c; = 182, azaz a+14c; = 181.
Mivel 182 = 12 - 14 4 13, lehet a = 13, ¢; = 12. Ebbd6l ¢ = —2. Eszerint
13-30+1-31—2-28 = 365.

Mivel 31431428 = 30+30+30, az a-t 3-mal csokkentve (illetve novelve),
a b-t 2-vel, a c-t pedig 1-gyel novelve (illetve csokkentve) 1j megoldéasokat
kapunk: ¢ =10, =3, c=—-1(10-30+3-31—-1-28=365); a =7, b =15,
¢c=0(7-30+5-31—-0-28 = 365);a =4,b="T7,c =1 (4-304+7-314+1-28 = 365)
stb.

Ebben az esetben nem vizsgaljuk, hogy minden megoldést megkaptunk-e.
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Feladatok

1. Irja 4t a 22 = 5 (mod 9) kongruenciat linearis diofantoszi egyenlet
alakba, majd irja fel azt a masik kongruenciat, amelyre ezen kiviil
még atirhaté! Oldja meg a kongruencidkat! Oldja meg a diofantoszi
egyenletet!

2. Az egyik busz inditasi idejérél a kovetked iformaciokat olvashatjuk:
Minden 6raban indul busz. A kovetési idé 7-8 perc, amit ugy kell érteni,
hogy 7 vagy 8 perc elteltével inditjak a kovetkezs buszt.

Egy 6ran beliil milyen busz inditasi id6pontok lehetnek? Keresse meg
az Osszes lehetGséget!

3. Egy patakbdl egy 8 és egy 5 literes tirtartalma edény segitségével ki
szeretnénk mérni 2 1 vizet.
Irjon fel a feladatra kongruenciat, diofantoszi egyenletet, oldja meg

ezeket, illetve keressen intuitiv megoldést!

4. Oldja meg a 3z + 4y + 5z = 6 diofantoszi egyenletet!



11. fejezet

Néhany nevezetes diofantoszi
probléma

Pitagoraszi szamharmasok

11.1. Definici6. Az

224y =22 (11.1)
(haromismeretlenes, masodfoka) diofantoszi egyenlet pozitiv (egész) megol-
désait pitagoraszi szamhdrmasoknak nevezziik.

Példaul: 3, 4, 5; 6, 8, 10; 5,12, 13

Megjegyzés. Mint ezt a név is tiikrozi, ezek olyan szamharmasok, ame-
lyek tagjai egész szamok, és amennyiben ezek egy haromszog oldalhosszai,
akkor az igy megadott oldalhosszisdgokbol szerkeszthetd haromszog derék-
szogU:

2+y2=22

11.1. abra. z,y,z € N

Megjegyzés. Ha valamely zg, 0,20 szamharmas megoldasa a (11.1)
egyenletnek, akkor tetszSleges ¢ egész szam esetén a cxg, cyg, czp szamhar-

150
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mas is megoldas (az egyenlet c2-szeresét kapjuk). Emiatt elegendé azokkal a
megoldasokkal foglalkoznunk, amelyekre (xg, yo, z9) = 1.

11.2. Definicié. Az 2?+y? = 2? egyenlet megoldasai koziil alapmegolddsok-
nak nevezzik azokat xg,yo, z0 szamharmasokat, amelyekre (zg,yo,20) = 1.

Példaul: A fenti példék koziil a 6, 8, 10 nem alapmegoldas, mert a 3,4, 5
megoldashol 2-vel valé szorzassal kaphato, a benne szereplé szamok legna-
gyobb kozos osztdja 2; a mésik kettd viszont alapmegoldés.

11.1. Tétel. Az 22 + y? = 22 egyenlet alapmegolddsai xo = 2mn, yy =
m? —n?, zg = m? + n?, ahol (m,n) = 1, m > n, tovdbbd m és n kéziil
pontosan az egyik pdros. (xg €s yo szerepe felcserélhetd.)

Bizonyitas. A bizonyitas soran végig fel fogjuk hasznalni azt a tényt, hogy
egy szdmnak és négyzetének pontosan ugyanazok a primtényezdi. (Ez a ka-
nonikus alakbol kovetkezik.)

1. El6szor megmutatjuk, hogy ha g, yo, zo alapmegoldés, vagyis m%—i—yg =
23, és (0,90, 20) = 1, akkor az is teljesiil, hogy (0, %0), (Yo, 20) és (w0, 20) is
1.

Ha xg, yo, 20 megoldas, akkor :c% = 23 —y%, y% = 2’8 —x%, Z% = x%+y§, igy
ha barmelyik jobb oldali kifejezésben is van 1-nél nagyobb kozos osztdja a két
tagnak, akkor van kozos primosztédja is, és ez a bal oldali tagnak is osztdja.
Mérpedig egy szamnak és négyzetének pontosan ugyanazok a primosztoi.
Tehat akarmelyik két tagnak is van kozos primosztoja, az a harmadik tagnak
is osztdja.

Ebbdl mar az is kovetkezik, hogy nem lehet mind a harom szém paros.

2. Belatjuk, hogy a harom szambol pontosan egy lehet paros. (Ismét fel-
hasznéljuk: egy szdm pontosan akkor oszthaté 2-vel — vagyis paros —, amikor
a négyzete.)

Nyilvan kizart, hogy két paros van koztiik, mert ezeknek akar Osszege,
akar kiilonbsége a harmadik, az is paros lenne. Az is kizart, hogy mindegyik
paratlan, mert két paratlan szam Osszege és kiilonbsége is paros. Igy csak az
lehet, hogy egy péros és két péaratlan van koztiik.

3. Megmutatjuk, hogy nem lehet a zg a paros szam koziiliik.

Ekkor ugyanis x( is és yg is paratlan lenne, mondjuk =g = 2a + 1, yg =
2b + 1. A négyzetosszegiik ekkor:

242 =2a+1)2 4+ (20+1)2=4(a® +a+b*+b)+2
k
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volna, vagyis zg—nek 4k + 2 alakunak kellene lennie. Ez viszont lehetetlen,
mert egy paros szam négyzete mindig oszthaté 4-gyel.

4. Ezért vagy az xq, vagy az yo a paros. Tegyik fel, hogy x¢ az. Ekkor:

a3 =23 —y3 = (20 — y0)(20 + Y0)-

Mivel yg és 2y paratlan, zg — yo is és 2o + yo is paros. Irhatjuk ezért, hogy

ﬁ:?«‘g—y%:zo—yo'zwryo
4 4 2 2

0= Y0 4 20 + Yo
2 2

Két szam legnagyobb kozos osztoja tetszdleges linearis kombinéaciéjuknak
is osztoja (hiszen ha u és v oszthatd d-vel, akkor ru + sv is oszthato d-vel
— persze Ujabb osztok bejohetnek). A két szam egyik linearis kombinacidja
lehet az Osszegiik: zp, a méasik pedig a kiilonbségiik: yo: (20,y0) = 1 Mivel a
linearis kombinaciok legnagyobb ko6zos osztdja 1, igy az eredeti szdmoknak
is csak 1 lehet a legnagyobb kozos osztdja.

Z
Megmutatjuk, hogy relativ primek.

Ha egy négyzetszamot két egymassal relativ prim szorzatara bontjuk,
akkor azok is négyzetszamok lesznek. (A négyzetszam primtényezdit kétfele
osztjuk, ezek kitevGje paros, igy a tényezGkben is péaros lesz a primtényezsk

kitevGje.) Ezért
m%:<xo>2: 20 =%\ ( %0+ %
4 2 2 2

... 20— Yo .20t Yo . ) .
miatt —5 = n? és 5 = m? valamilyen n, m egész szamokra, ahol

nyilvan m > n, és (m?,n?) = 1 miatt (m,n) = 1.
Ezt felhasznalva:

o (vagy yo) = 2mn
yo (vagy zo) = m? —n?
20 =m? +n?
adodik (m > n, (m,n) = 1, és pontosan az egyik, nevezetesen a 2mn paros).
Az alapmegoldasok tehat csak ilyen alaktak lehetnek.

5. Legyen most xq, yo és zg a fenti alaka. Bebizonyitjuk, hogy ez a szam-
harmas alapmegoldas.

Behelyettesitéssel megmutatjuk, hogy tetszdleges m és n egész szamok
esetén az ilyen alaki szdmok megoldasai az egyenletnek:

(m? —n?)% + (2mn)? = m* — 2m2n? + nt 4 4m?n? =
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=m* +2m*n? + 0t = (m? +n?)2

Meg kell még mutatnunk, hogy ha m és n koziil pontosan az egyik paros,
akkor a fentiek valéban alapmegoldésok, vagyis relativ primek.

Mint azt a 4. 1épésben lattuk, (m? — n? m? +n?) | 2(m? n?) = 2 (mert

(m,n) = 1), tehat legfeljebb 2 lehetne a harom szam kozos osztdja. Am n
és m koziil pontosan az egyik paros, tehat sem m? — n?, sem m? + n? nem

oszthato 2-vel. Igy ezek a szamok relativ primek.

Tehét pontosan a fenti alakt szamok az alapmegoldasok. [

Megjegyzés. A tételbdl nyilvanvaloan koévetkezik, hogy végtelen sok
alapmegoldas van; tetszéleges n-hez végtelen sok olyan m-et taldlhatunk,
amely nagyobb néla, ellenkez$ paritast, és relativ prim hozza, és minden
ilyen n, m szamparhoz tartozik egy alapmegoldas.

Példaul:

n 111 |...12|2/|...]3
m 20416 |...03[3]...]4
To = 2mn 41 8 [ 12]... 1220 ... |24
yo=m?>—n?>|3|15[35|... |5 |21 |...| 7
o=m2+n? | 5|17 (37 |... 13|29 ... |25

Megjegyzés. A pitagoraszi szidmhéarmasok els§ ismert ,0Osszeirdsa’ a
Plimpton 322-es babiléniai agyagtébla kb i.e. 1800-b6l. Részletesebben lasd
Opystein Ore: Number Theory and Its History, Dover Publications Ins., New
York.; Otto Neugebauer, Egzakt tudomanyok az Okorban, Gondolat, Buda-
pest, 1984.

A ,nagy” Fermat-tétel

Mint az elé6zéekben lattuk, az 22 + y? = 22 diofantoszi egyenletnek végtelen
sok megoldasa van. Felmeriil a kérdés, hogy mi a helyzet méas kitevSk esetén,
azaz n-t6l fliggben mit mondhatunk az x™ + y™ = 2™ egyenlet megoldhato-
sagarol.

Nyilvanvaléan léteznek tgynevezett trividlis megolddsok; minden n-re
megoldéas példaul a (0,0,0) szamharmas, illetve tetszSleges xo egész ese-
tén az xo = zo, yo = 0 szdmharmas, paratlan n-re az (1, —1,0) stb. Fermat
sejtése (amelyet mintegy 400 év elteltével, dvatos becslések szerint legalabb
7 éves kemény munkaval, hatalmas matematikai eszkoztar felvonultatésaval
Andrew Wiles eredetileg t6bb mint 1000 oldalon bizonyitott be) a kovetkezs
volt:
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11.2. Tétel. (Nagy Fermat-tétel) Ha n > 3, akkor az 2" + y" = 2"
egyenletnek nincs megolddsa a pozitiv egész szamok halmazdn.

Elemi eszkozokkel a tételt (Fermat allitasaval ellentétben) valoszinleg
nem lehet bebizonyitani. Azt még elemi eszkozokkel is atlatjuk, hogy a tételt
elegendd 2-nél nagyobb primkitevdkre, valamint az n = 4 kitevére bizonyita-
ni. Megmutathaté ugyanis, hogy ha ezekre igaz lenne az éllitas, akkor ebbdl
mar kovetkezne, hogy minden maés kitevdre is igaz. (Magyarul ha n prim és
n = 4 esetén nincs megoldéasa az egyenletnek, akkor mésra sincs.)

Ha ugyanis az n kitevének van paratlan primosztoja, akkor felirhaté n =
pa alakban, ahol p paratlan prim. Ekkor az eredeti egyenlet

alakban irhaté, amirdl latszik, hogy ha a p kitevs esetén nincs megoldasa az
egyenletnek, akkor az n kitevs esetén sem lehet megoldas.

Ha pedig az n kitevének nincs paratlan primosztéja, akkor kettd hatva-
nya, azaz n = 2%, Ekkor viszont az egyenlet a kiovetkezs alakba irhato:

() () = ()

amirdl leolvashato, hogy ha negyedik hatvanyokra nincs megoldas, akkor
semmilyen nagyobb ketté hatvany kitevs esetén sincs megoldas.

400 év alatt a Fermat-sejtés a szdmelmélet egyik leghiresebb megoldatlan
problémajava valt. Az n = 4 kitevlre és szamos konkrét primkitevére —
igen mély algebrai eszkozok felhasznalasaval — bizonyitottak a sejtést, de
tetsz6leges 2-nél nagyobb n-re sem bizonyitani, sem cafolni nem sikeriilt.
Rendkiviil nagy szenzacié volt, amikor Wiles elallt a nagy titokban végzett
kutatasai eredményével —, ez azonban elsd valtozataban hibéas volt. A tétel
bizonyitasanak javitasa alig par évet varatott magara.

Waring-féle problémakor

Probaljuk meg a pozitiv egész szamokat a lehetd legkevesebb négyzetszam
osszegeként elGallitani:

1=12 2=1%24+12 3=12+1%2+12
4 =22 5=1224+12 6=22+1%+12
7=224+412+12+1%2 8=2%2422 9 =32

10=3%2+12 11=324+124+12 12=224+22492
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13=32422 14=32+224+1%2 15=32+224+12+12
16 = 42 17=42+12 18 = 32 + 32
19 =32 4+32 412 20 = 4% + 22

Az nyilvanvalo, hogy tetszéleges n pozitiv egész szam elGallithatd négyzetsza-
mok Osszegeként, hiszen — ha masképp nem — n db 1-es 0sszegeként minden-
képp elsall. Erdekes kérdés (akar ragaszkodunk ahhoz, hogy a lehet legkeve-
sebb négyzetszam Osszegeként irjuk fel a szamokat, akar nem), hogy melyik
szamot hanyféleképpen tudom elGallitani négyzetszamok Osszegeként; hogy
ehhez — fliggfen a szamtol — mikor hany négyzetszamra van sziikség; van-e
egy olyan n-t6l fiiggetlen g darabszam, amelyrél elmondhatjuk, hogy ¢ da-
rab négyzetszam Osszegeként minden (pozitiv egész) szam elgallithato; hogy
mi a helyzet akkor, ha nem négyzetszamok, hanem kobszamok, negyedik
hatvanyok stb. Osszegeként szeretnénk elGallitani a szamokat.

Az alabbiakban bizonyitas nélkiil ismertetiink néhany eredményt.

El6szor tisztazzuk, hogy milyen feltétel mellett irhato fel egy természetes
szam két négyzetszam Osszegeként.

11.3. Tétel. (Fermat két négyzetszam tétele) Az n = x> + y? diofan-
toszi egyenlet akkor és csak akkor oldhato meg a nemnegativ egész szamok
halmazdn, ha az n kanonikus alakjaban minden 4k — 1 alakd primtényezd
pdros hatvdnyon szerepel.

Példaul: A 20 és 100 kozotti szamok koziil a kdvetkezdk allnak eld legfel-
jebb két négyzetszam Osszegeként:

25 = 52, 26=5%+1%, 20=524+2%  32=4%244%
34=5%+3%  36=62 37=62+1%2, 40=6%+2?%
41 =52 +4% 45=62+3%  49=T° 50 = 5% + 52,
52=062+4%, 53=72+2% 58=72+3%  61=6>+57
64 = 82, 65=82+1%2, 68=82+2%  72=6%+6

73=82+3% T4=7 451 80=82+4% 81 =9%
82=92+1%2  85=92+22  89=82+5%  90=9%+3?%
97 =92 +4%, 98 =72+ 7%

Bizonyitas. (Euler 6tletével.) Az egyszertiség kedvéért a két négyzetszam
Osszegeként elGalld szamokat nevezziik most négyzetdsszegnek.

I. El6szor belatjuk, hogy minden olyan szidm négyzetdsszeg, amelynek
primtényezss felbontasaban a 4k — 1 alakt primek paros hatvanyon szerepel-
nek.
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A bizonyitast tobb lépésben végezziik el.
1. Ha két szam négyzetosszeg, akkor a szorzatuk is az:
(a® + b)) (u* + v?) = a®u® + a*v? + b*u® + b*0? = (au + bv)? + (av — bu)?.
Eszerint elegendd alkalmas tényezénként vizsgélni a szdmot.
2. A 2 nyilvan négyzetosszeg.

3. A 4k —1 alaka primszamok nyilvanvaloan nem négyzetosszegek (négy-
zetszamok 4 szerint a maradéka 0 vagy 1 lehet), de a négyzeteik nyilvan
igen.

4. Belatjuk, hogy a 4k + 1 alaki primszamok felirhatok két négyzetszam
Osszegeként. Ha a p primszam 4k + 1 alakd, akkor megadhato hozza egy
alkalmas x, amelyre 22 + 1 tobbszorose p-nek, azaz 2% +1 = tp valamely t-re.

A Wilson-tétel (8.10. Tétel) szerint 1-2- ... (4k) = —1 (mod p). Ez
kongruens (—2k) - (2k) - (—2k +1) - 2k —1)-...(=2) -2 (—1) - 1-gyel,
illetve (az elGjeleket alkalmasan sszegytjtve) (—1)-(2k)%- (2k—1)2-...- 1%
nel. Ez a —1 szorzo6tol eltekintve négyzetszam, ezért x-nek véalaszthatjuk a
(2k)-(2k—1)-...-1 = (2k)!-t. Erre nyilvan 2241 = 0 ( mod p), azaz van olyan
t, amelyre pt = 2+ 1. S6t, valaszthatjuk z-nek a (2k)! p szerinti maradékat
(hiszen azonos maradékot ado szamok négyzete ugyanazzal kongruens), igy
p-nek még kisebb tbbszordsét irjuk fel 22 + 1 alakban.

Mutatunk egy eljarast (végtelen leszdllds), amely szerint az x2 + 32 = tp
felirashoz talalunk olyan u, v és t; < t szamokat, amelyekkel u? 4+ v? = t1p.
Ennek az eljarasnak véges sokszori alkalmazasaval eljutunk 1 - p feliraséig.

Legyen most z-nek és y-nak ¢ szerinti legkisebb abszolit értékd maradéka
1 és y1, és tekintsiik az xx1 + yy1, Ty1 — 21y, valamint az m% + y% szamokat.
Hatérozzuk meg, mivel kongruensek ezek t szerint.

m%+y%zxm1+yy1£x2+y25 , zy1 —x1y =2y — 2y =0 (mod t)

Mindegyik 0-val kongruens, vagyis ezek a szamok oszthatok t-vel. Legyen
ekkor

_ TT1 YN p— TY =11y
t ’ t '
w4 ? = 56293% + yQy% + 2zx19yYy1 + ny% + x%yQ —2zT1Yy1
= > —
O 0 e o 0 O e A e o OO el
12 t t t

23 +yi

nyilvan egész szam, p-nek tobbszorose. Legyen ekkor 1 = . Mar csak

azt kell belatnunk, hogy ¢ < ¢.
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Mivel x1 és y1 az z-nek, illetve az y-nak t szerinti legkisebb abszolit
t t t2
értékd maradéka, |xi| < B és ly1] < =. Ezért 23 + y? < QZ < 2. Azaz
_ Tyl
t

Az eljarast addig folytatva, amig lehet, a tp > t1p > top > ... > p
szamok mindegyikét négyzetosszeg alakban irjuk fel. Ebb&l nekiink csak a p
felirhatosaga volt a célunk.

[\

t1 t.

Osszefoglalva: ha egy szam kanonikus alakjaban a 2, 4k+ 1 alakt primek,
illetve 4k — 1 alakt primek paros hatvanyai szerepelnek, akkor az felirhato
két négyzetszam Osszegeként.

II. Most bebizonyitjuk, hogy ha egy szdm felirhat6 két négyzetszam Gssze-
geként, akkor semelyik 4k — 1 alakt primtényez§je sem szerepelhet paratlan
hatvanyon.

1. Egy négyzetosszeget elosztva a 2 vagy egy 4k + 1 alakd primtényezd-
jével, ismét négyzetdsszeget kapunk. Legyen ugyanis p az a? + b?-nek 4k + 1
alakt primosztoja vagy a 2. Ekkor p = u? 4 v?, mint azt a bizonyitas els6
részében lattuk. Mivel

(au + bv)(au — ) = d®u® — b*? = a®u® 4 b*u® — b*u® — b*0? =
= (a® + b*)u? — b*(u® +0?)

oszthato p-vel (mert p | (a? + b?) és p = (u? +v?)), igy vagy au + bv, vagy
au — bv biztosan oszthaté p-vel (mert p primszam).

(a) Ha p | au + bv, akkor tekintsiik az
au + bv 2 av — bu\ 2
(=57) +(*3™)
p b
osszeget. Elvégezve a miiveleteket az

(au+bv>2+ (av—bu>2 a’u® + b*0? + a?v® + b2’

p p p?
(a® +0*)(u? +v?)  a® +b?
a p? o
egész szamot kapjuk. A kiindul6 Gsszeg els(2)’ tag%'a szintén egész szam, ezért

a masodik tag is az. Vagyis elGallitottuk -t két egész szam négyzet-

Osszegeként.

(b) Ha p | au — bu, akkor tekintsiik az

— w2 bu 2
(au v> n (cw—l— u>
p p
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Osszeget, és az el6bbihez hasonlé gondolatmenettel igazolhatd, hogy ez is az
2 72
a“+b

két egész szam négyzetosszegeként valo felirasa.

Ezek szerint egy négyzetosszeget elosztva minden 4k + 1 alaki, illetve
2-es primosztojaval, tovabbra is négyzetosszeget kapunk.

2. Ha (a,b) = d, akkor még d>-tel is oszthatunk (hiszen d? | a2, d? | b?),
és tovabbra is négyzetosszeget kapunk:

@+ (2

3. Végiil bebizonyitjuk, hogy ha az a? + b? négyzetosszegnek van 4k — 1
2 2
. (a b
alaka primtényezdje, akkor az a-t és b-t is osztja. (Es <> + <> négy-
p p
zetosszeg.)

Ha p osztoja a? + b*-nek és p = 4t — 1, akkor ha p nem osztoja a-nak (igy
b-nek sem), akkor a? = —b? (mod p), vagyis minden paratlan hatvanyuk-
ra igaz, hogy az egyik a maésik ellentettjével kongruens. A kis Fermat-tétel
alapjan azonban

1=aP ! =qg%2 (a2)2t71 (mod p),

1=l =pt2 = (1)2)%_1 (mod p),
ami ellentmondas (1 # —1). Ezért a is és b is oszthato p-vel.

Osszefoglalva: egy a? + b? négyzetosszeg kanonikus alakjaban szerepld
4k — 1 alaku primek a-t és b-t is osztjak, a tobbi primtényez§ viszont 6nma-
gaban is négyzetosszeg. [

Az iménti bizonyitasban szerepelt egy allitds, amelynek kévetkezménye-
ként be tudjuk bizonyitani:

11.1. Kovetkezmény. Végtelen sok 4k + 1 alaki primszdm van.

Bizonyitas. Ha csak véges sok 4k + 1 alaki primszam van, akkor ezek szor-
zatat jeldljiik c-vel, és vizsgaljuk a d = (2¢)? + 1 = (2¢)? + 12 szamot. Mivel
(2¢) és 1 relativ prim, igy (az el6z6 tétel I1./3. pontja alapjan) nincsen 4k — 1
alaku primosztéja. A 2 sem osztoja, tehat csak 4k + 1 alakt osztoja lehet.
Mivel azonban d a felirasdhoz hasznalt Gsszes 4k + 1 alakd primhez relativ
prim, igy biztosan van mas 4k + 1 alaka prim is. [

11.4. Tétel. (Gauss) Az n? = x2 + y? + 22 diofantoszi egyenlet akkor és
csak akkor oldhatd meg, ha n nem 4%(81 +7) alaki.
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Példaul: Azok a 20 és 100 kozotti szamok, amelyek legfeljebb két négy-
zetszam Osszegeként nem allnak el, de hdrom négyzetszam Osszegeként el6-

allnak, a kovetkezdsk:

21 =42 + 22 4+ 12,
27 =52 +1% + 12
35 =52+ 32 +12,
43 = 52 4 3% 4+ 3%
48 = 4% + 42 + 4%,
56 = 6% + 42 + 22,
62 = 62 + 5% + 12,
69 = 82 422 + 12,
76 = 62 + 6% + 22,
83 =92 +12 12,
88 = 6% + 6% + 42,
94 = 9% 4 32 + 2%,

22 =32 4+ 3% 4 22,
30 = 5% + 22 + 12,
38 = 5% 432 + 22,
44 = 6% + 22 + 22,
51 = 5% + 5% + 12,
57 =72 + 22 4+ 22,
66 = 8% 4+ 12 + 12,
70 = 6% + 5% + 32,
77 =82 + 3% 422,
84 = 8% + 4% 4+ 22,
91 = 92 + 3% 4+ 12,
96 = 8% 4 42 + 42,

24 = 4% + 22 4 92,
33 = 5% 422 + 2%,
42 =52 +4%2 + 12,
46 = 6% 4 3% + 1%,
54 =77 422 + 12,
59 = 5% + 52 + 32,
67 =7+ 3% + 32,
75 = 52 4 5% + 52,
78 = 7% + 5% 4 22,
86 = 9% + 22 + 12,
93 = 8% 4+ 5% 4 22,
99 = 9% + 32 + 32,

11.5. Tétel. (Lagrange) Minden n természetes szam eldallithatd legfeljebb
néqy négyzetszdm osszegeként.

Példaul:

23 =32 4+32+22 412,
31 =324 3%+ 3% +22
47 = 5% + 3% 432 422,
60="7>+32+1%2+12,
71="724+3%+3%+22
87 = 7% 4+ 5% + 3% + 22,
95 =72 + 62 + 3% + 1%

28 =32+ 32+ 3%2+12,
39=62+12+1%2+12,
55 = 52 4+ 5% + 22 + 12,
63="7>+3%+22+12
79 = 52 + 52 + 52 4+ 22,
92 = 7% + 5% + 3% + 32,

Megjegyzés. A fenti példakban szereplé szamok nagy része nemcsak
egyféleképpen &ll els, példaul

99 =924+324+32=72472412

95 =72+624+32+12=924+324+224+12

Altalanosan megfogalmazva a Waring-féle probléma a kovetkezd: Van-e
tetszbleges k (pozitiv egész) kitevs esetén olyan g(k) szam, amelyre igaz,
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hogy minden pozitiv egész elGall legfeljebb g(k) darab k-adik hatvany Ossze-
geként?

A fentiekbdl tudjuk, hogy k = 2 esetén létezik ilyen szam, mégpedig
g(2) = 4. Hilbert (német matematikus 1862-1943) 1909-ben bizonyitotta,
hogy tetszdleges k esetén van ilyen g(k) szam.

Pell-egyenletek

Szédmos szamelméleti probléma visszavezethets egy 22 — dy? = 1 tipust
egyenlet (d egy adott konstans) megoldasainak keresésére. Az ilyen alaku
diofantoszi egyenleteket nevezik Pell-féle egyenleteknek.

Ha d negativ vagy ha d pozitiv négyzetszam, akkor csak néhany (és tri-
vialis) megoldasa van az egyenletnek:

e Had < —2, akkor —d > 2, igy 2% —dy? > x> +2y?, ezért az egyenletnek
ilyenkor csak az (1,0) és a (—1,0) szampar megoldasa.

e Ha d = —1, akkor az 2% 4+ y?> = 1 egyenletet kapjuk, amelynek Gsszes
megoldasa: (1,0), (—1,0), (0,1), (0,-1).

e Had = k?, akkor az 22 —k?y? = (r—ky)(z+ky) = 1 egyenletet kapjuk.
Mivel két egész szam szorzata csak tugy lehet 1, ha vagy mindketts 1,
vagy mindketts —1, (x—ky) = (z+ky) = 1 vagy (r—ky) = (x+ky) =
—1. Ha d # 0 (és igy k sem), akkor az els6 esetben az (1,0), a masodik
esetben a (—1,0) szampéar a megoldas.

A d = 0 esetben nyilvan végtelen sok megoldés van, ilyenkor © = +1, y
pedig tetszdleges szam lehet.

Azokban az esetekben, amikor d > 1 és d nem négyzetszam, igaz a ko-
vetkez§ tétel (amelyet bizonyitas nélkil kozlink):

11.6. Tétel. Ha d > 1 és d # k2, akkor az x* — dy? = 1 diofantoszi egyen-
letnek végtelen sok megolddsa van.

Megjegyzés. A tételben szerepls egyenlet egy hiperbola egyenlete. Az,
hogy az egyenletnek végtelen sok megoldésa van, azt jelenti, hogy minden
ilyen egyenlett hiperbola végtelen sok racsponton halad &t.

Megjegyzés. Nem is nagyon meglep6 moédon a szémelméleti kérdések
egy részére analitikus valasszal tudunk szolgalni (primszamok strtisége). Mas
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kérdések soran — példaul az utobbi tétel esetében — méasodrendd gorbékre il-
leszkedd racspontokat keresiink. Hasonl6 volt az eset a Nagy Fermat-tétel
esetében is. A matematikanak azt az agat, amelynek segitségével megvéla-
szoltak ezt a kérdést, algebrai geometrianak nevezziik. Ez a matematikdnak
egy fiatal, nagyon mély, sokféle matematika diszciplinahoz kapcsol6do dga.

Feladatok

1. Egy tepsi siiteményt egybevagd téglalap alapt darabokra szeleteliink az
edény szélével parhuzamos vagasokkal. A szélén 1évs szeletek szama a
belsd szeletek szaménak fele. Hany szeletre vaghattuk fel a stiteményt?

2. Keressen olyan pitagoraszi szamharmasokat, amelynek szamai szamta-
ni sorozatot alkotnak!
Van-e olyan pitagoraszi szdmharmas, amelynek szamai mértani soro-

zatot alkotnak?

3. Igazolja, hogy minden pitagoraszi szamharmas szamai kozott van leg-
alabb egy 3-mal oszthato szam! (Mondja meg, hogy milyen esetben
lehet t6bb is?)

Igazolja, hogy a 3-mal oszthaté szdm nem lehet a legnagyobb!

Igazolja, hogy minden pitagoraszi szamhérmas szamai kozott van leg-
alabb egy 5-tel oszthato szam! (Mondja meg, hogy milyen esetben lehet
t6bb is7?)

Lehet-e az 5-tel oszthatd szam a legnagyobb?

Igazolja, hogy a pitagoraszi szamharmasok szamaira a 2-n, 3-on, 5-
on kiviil mas szammal val6é az el6z6ekéhez hasonlé oszthatésdgot nem
lehet megmutatni!

. 2
4. Irja fel ?—et két 1 szamlaloju tort Osszegeként! (Minden lehetséges mo-

3
don!) Felirhato-e - két 1 szamlaloju tort osszegeként?



12. fejezet

Szamelméleti fliggvények

12.1. Definicié. A pozitiv egész szamok halmazan értelmezett fliggvénye-
ket szdmelméleti fiiggvényeknek nevezzik.

Példaul:

(1) fo: n+— 0 (az azonosan 0 fiiggvény) (12.1. abra)

y

—

12.1. 4bra. A konstans fliggvény is szamelméleti fiiggvény

(2) fi:nw—1,illetve f.: n — c (konstans fiiggvény) (12.1. abra)

(3) fn:mn+— n (minden szamhoz sajat magat rendeljiik) (12.2. abra)

(4) f,2: n+ n? (minden szamhoz hozzarendeljiik a négyzetét) (12.3. dbra)

(5) n = ap10* + ap_1105" 1 4 ...+ 1104 ag, n zk: a; (minden szdmhoz
hozzarendeljiik szamjegyeinek Osszegét) (12.4. ;:b(la)

(6) n=kqg+rahol 0 <r < |k| (k> 2), n— r (minden szamhoz a k-val
valo osztasi maradékat rendeljiik) (12.5., 12.6. abra)

162
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12.3. abra. Az n? fiiggvény
y
5 .. .. .. : .. ° ° .. .. .. * .. : .. °
0| 5 X

12.4. 4bra. A szamjegyek Osszege fiiggvény

(7) n — d(n) (minden szamhoz hozzarendeljiik pozitiv osztoinak szamat)
(12.7. abra)

http://www.cs.elte.hu/"kfried/algebral/DividorsNum. jarEz a
program megadja egy szam pozitiv osztoinak szamat (d(n)).
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y
5
Of 3 X
12.5. 4bra. A szamok 5 szerinti maradéka
y
5
0| 3 X
12.6. 4bra. A szamok 9 szerinti maradéka
y
ot 1 5 100

12.7. dbra. A szamok pozitiv osztéinak szama

(8) o(n): n — > d; (minden szdmhoz hozzarendeljiikk pozitiv osztoinak
Osszegét) (12.8. abra)
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http://www.cs.elte.hu/"kfried/algebral/DividorSum. jarEz a prog-
ram megadja egy szam pozitiv osztéinak Osszegét (o(n)).

o)
[«5)

[«n)
[«5)

-
[en)

[u
[«>} [en)

1 30 100

12.8. abra. A szamok pozitiv osztoinak Osszege

(9) n+— @(n) (minden szamhoz hozzéarendeljiik a nala nem nagyobb sza-
mok kozott a hozza relativ primek darabszamat) (12.9. abra)

http://www.cs.elte.hu/"kfried/algebral/Phi.jarEz a program
megadja egy n szamhoz a p(n) értéket.

y

FavaY
AV v}

—

W
[en]

Ui
[en)
H
.

0

=)

12.9. abra. A ¢ szamelméleti fiiggvény

(10) n = p{*ps?...pp*, v(n): n — ai + az + ... + oy (minden szamhoz
hozzéarendeljiik primtényezdinek szamat) (12.10. abra)
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http://www.cs.elte.hu/"kfried/algebral/PrimeDividors. jarEz a

program megadja egy n szam kanonikus alakjaban szerepls primek szé-
maét.

y

W

12.10. abra. A primtényezdk szama

(11) n=pi'p5*...pL%, k(n): n— k (minden szamhoz hozzarendeljik kii-
16nb6z6 primtényezdinek szamat) (12.11. abra)

http://www.cs.elte.hu/“kfried/algebral/PrimeDividors2. jarEz

a program megadja egy n szam kanonikus alakjaban szereplé kiilonbo-
z6 primtényezSk szamét.

y
0 10 50 100
12.11. abra. A kiilénb6z6 primosztok szama
1 han=1
(12) p(n) = 4 (—=1)" han=pips...p,, ahol p; # p; (Moebius-fiiggvény)

0 egyébként
(12.12. abra)

(13) f: z — Inz (minden szamhoz a természetes alapt logaritmusat ren-
deljiik) (12.13. abra)

12.2. Definici6. Az f(n) szamelméleti fiiggvény multiplikativ, ha minden
(a,b) = 1 szampéarra, f(ab) = f(a)f(b).
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y
0 10 50 100 1
1
12.12. abra. A Moebius szdmelméleti fiiggvény
y
0 10 50 100

12.13. 4bra. n — Inn — ez is szdmelméleti fiiggvény!

Ha az f(ab) = f(a)f(b) Osszefiiggés nemcsak a relativ prim, hanem tet-
sz6leges a, b szamokra teljesiil, akkor az f(n) fliggvény totdlisan multiplikativ.

12.1. Allitas. Minden totdlisan multiplikativ fiiggvény multiplikativ is.

Multiplikatiy

12.14. dbra. Minden totalisan multiplikativ fliggvény multiplikativ is

Bizonyitas. Ha minden a, b szamparra teljesiil a multiplikativitas, akkor a
relativ prim parokra is biztosan teljesiil. [
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Megjegyzés. A definicié szerint ugy tlnik, mintha a multiplikativi-
tashoz egy tovabbi feltételt kellene kielégiteniik a szamparoknak a totélis
multiplikativitashoz képest, azonban éppen ellenkez&leg: egy megszoritast
(f(ab) = f(a)f(b)) kell kevesebb elemnek teljesitenie a nem totalisan mul-
tiplikativ fiiggvényeknek.

12.3. Definici6. Az f(n) szamelméleti fiiggvény additiv, ha minden (a,b) =
1 szamparra f(ab) = f(a) + f(b).

Ha az f(ab) = f(a) + f(b) Osszefiiggés nemcsak a relativ prim, hanem
minden a, b szamparra teljesiil, akkor az f(n) fliiggvény totélisan additiv.

12.2. Allitas. Minden totdlisan additiv fiigguény additiv is.

Additiv

12.15. abra. Minden totalisan additiv fiiggvény additiv is

Bizonyitas. Ha minden a, b szdmparra teljesiil az additivitas, akkor a re-
lativ prim parokra is biztosan teljestl. [

A fenti példak koziil:

(1) Az fo fiiggvény totalisan multiplikativ is és totalisan additiv is (hiszen
minden a, b szamparra f(ab) = f(a)f(b) = f(a) + f(b) =0).

(2) Az f; fuggvény totalisan multiplikativ, de nem additiv (hiszen minden

a, b szampérra f(ab) = f(a)f(b) = 1, mig f(a)+f(b) =2). Hac# 0ésc # 1,
akkor az f, fiiggvény nem is multiplikativ és nem is additiv (hiszen f(ab) = ¢,

mig f(a)f(b) = ¢* & f(a) + f(b) = 2c).

(3) Az f, fliggvény totalisan multiplikativ és nem additiv (tetsz6leges a, b
szampér esetén f(a) = a, f(b) =b, f(ab) = ab = f(a)f(b), de f(a)+ f(b) =

a + b, ami altaldban nem egyenls ab-vel).

(4) Az f,2 figgvény totalisan multiplikativ és nem additiv (minden a,
b-re f(ab) = (ab)? = a?b? = f(a)f(b), de f(a) + f(b) = a® +b?).
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(5) A fiiggvény nem is multiplikativ és nem is additiv (ha példaul a =
15 és b = 37, akkor f(15) = 6 és f(37) = 10, igy f(15)f(37) = 60 és
f(15) + f(37) = 16 mig f(15-37) = f(555) = 15).

(6) A fliggvény nem is multiplikativ és nem is additiv (mert egy szorzat
k-val val6 osztasi maradéka altalaban nem egyezik meg a tényez6k mara-
dékainak szorzatéval (csak a maradékok szorzatanak maradékaval), illetve
Osszegével).

(7) A d(n) fuggvény multiplikativ (de nem totalisan) és nem additiv. A
multiplikativitast a 12.1. Tételben tisztdzzuk. Nem totalisan multiplikativ,
mert példaul ha a = 4 és b = 6, akkor d(4 - 6) = d(24) = 8, mig d(4)d(6) =
3 -4 = 12. Nem is additiv, mert példaul d(4) + d(7) = 3+ 2 = 5, mig
d(4-7) =6.

(8) A o(n) fiiggvény multiplikativ (de nem totélisan) és nem additiv. A
multiplikativitast a 12.1. Tételben tisztazzuk. Nem totéalisan multiplikativ,
mert példaul a =4 ésb =6 eseténo(4) = 142+4 =T7és0(6) = 1424346 =
12,igy 0(4)0(6) = 84, mig 0(4-6) = 0(24) = 1+2+3+4+6+8+12+24 = 60.
Nem is additiv, mert példaul o(4)+o(7) = 7+8 = 15, mig 0(4-7) = 0(28) =
1+2+4+7+ 14+ 28 = 56.

(9) A ¢(n) fuggvény multiplikativ (de nem totalisan) és nem additiv. A
multiplikativitast a 12.1. Tételben tisztazzuk. Nem totalisan multiplikativ,
hiszen példaul p(4) = 2 és p(6) = 2, igy p(4)p(6) = 4, mig (4 -6) =
©(24) = 8. Nem is additiv, mert példaul p(4-7) = 12, p(4) + ¢(7) = 8.

(10) A v(n) fiiggvény nem multiplikativ, de totalisan additiv. (Nem mul-
tiplikativ, mert példaul v(6) = 2 ésv(7) = 1, igy v(6)v(7) = 2, de v(6-7) = 3.
Totalisan additiv, hiszen az ab szorzat primtényezGit az a primtényez&inek
és a b primtényezGinek egyesitése alkotja.)

(11) A k(n) fiiggvény nem multiplikativ, de additiv (nem totélisan). (Nem
multiplikativ, mert példaul x(6) = 2 és w(7) = 1, igy x(6)x(7) = 2, de
k(6 - 7) = 3. Additiv, mert ha (a,b) = 1, akkor a-nak és b-nek nincs kozos
primtényezGje, igy az ab szorzatnak éppen annyi kiilonbo6z§ primtényezdje
lesz, amennyi a-nak és b-nek Osszesen volt. Nem totalisan additiv, hiszen
példaul x(4) + k(6) = 14+ 2 = 3, mig k(4 -6) = 2.)

(12) A u(n) figgvény multiplikativ (nem totalisan) és nem additiv.
A multiplikativitast a 12.1. Tételben tisztazzuk. Nem totalisan multiplikativ,
mert példaul p(6) = (—1)? = 1 és u(10) = (—1)% = 1 igy u(6)u(10) = 1,
mig (6 -10) = 0. A fiiggvény nem additiv, mert példaul u(1-2) = —1, de
u(1) + p(2) = 0.
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(13) Az Inx fiiggvény totalisan additiv, mert tetszbleges a, b szdmokra
In(ab) = Ina + Inb. Természetesen nem multiplikativ, példaul 1 = In(1 -
e)#Inl-lne =0-1= 0. Ez — bar szamelméleti fliggvény — nem tipikus
szamelméleti fliggvény.

A fentiek egy részét érdemes kiilon tételként is megfogalmaznunk:

12.1. Tétel. A (7) d(n), (8) o(n), (9) ¢(n), (12) u(n) figgvények multip-
likativak:

Bizonyitas. Mindegyik fiiggvény multiplikativitdsanak bizonyitasahoz ve-
gylik az

a=p{py? ... pek és b:q11q§2...qlﬁl

szamokat. Ha a és b relativ primek, akkor semmilyen ¢-re és j-re nem egyenld
p; €s q;-
(7) d(n): A 6.4. Tétel értelmében

d(a) = (a1 + 1)(042 + 1) . (Ozk + 1), d(b) = (51 + 1)(,32 -+ 1) . (ﬁl + 1).

Ugyanakkor

ab = p{'py? .. .pgkqfflqg2 : ..qlﬂl.

Ha most (a,b) = 1, akkor p; # g¢;, igy

d(ab) = (a1 + 1) (ag+1) ... (g + DB+ (B2 +1)... (B +1) =
= d(a)d(b),

tehéat ¢ valoban multiplikativ.

(8) o(n): Ha (a,b) = 1, akkor a 6.8. Tétel értelmében az ab szorzat
tetszbleges d osztoja elsall a'b’ alakban, ahol ' | a és V' | b. Ekkor az ab
szorzat osztoinak Osszege:

olab) => > aibj=> aiy by =oc(a)o(b),

a;la bj|b aila  b;lb
vagyis a fiiggvény multiplikativ.

(9) ¢(n): Szamoljuk ssze, hogy hany olyan, ab-nél nem nagyobb (pozitiv
egész) szam van, amely relativ prim ab-hez! A 6.7. Tétel értelmében az ab
szorzathoz pontosan azok a szdmok lesznek relativ primek, amelyek a-hoz is
és b-hez is relativ primek. Azokat az ab-nél nem nagyobb szamokat, amelyek
a-hoz relativ primek, a kovetkezs felsorolés tartalmazza (ezek koziil kell majd
kivalasztanunk azokat, amelyek b-hez is relativ primek) (¢ = 14, b = 15
esetén a kivalasztas folyamatat a 12.16. abra szemlélteti):
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0-a:
a—2a:
2a-3a:

(b— l)afba;

(b—1a+r

1

a—+nr

2a +

1

2
a—+ 7o
2a + 1oy

(b—1Da+r

T (a)

a + Ty(q)
2a + To(a)

(b — l)CL + rgo(a)

Az els6 sor elemei redukalt maradékrendszert alkotnak (mod a), igy minden
sorban ¢(a) darab elem van, vagyis a tablazatnak ¢(a) darab oszlopa van.
Minden oszlopban b darab elemet soroltunk fel, és ezek az elemek teljes ma-
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15

16

17

18

19

28

42

56

70

84

98

112

126

140

154

168

182

196

29

30

31

43

57

44

58

45

32

46

33

47

59

60

61

71

72

73

85

99

113

127

141

155

169

183

86

100

114

128

142

156

170

184

87

74

88

75

89

101

102

103

115

129

143

157

171

185

197

198

199

116

130

144

158

172

186

200

117

131

145

159

173

187

201

Minden oszlopban ugyanannyi b-hez relativ prim elem van.

20

34

48

62

76

90

104

118

132

146

160

174

188

21

35

49

63

77

91

105

119

133

147

161

175

189

22

36

50

64

78

92

106

120

134

148

162

176

190

202 203 204

23

37

51

65

79

93

107

121

135

149

163

177

24

38

52

66

80

94

108

122

136

150

164

178

191

192

205

206

K

<

np

>

>l

.;'4.

+

13

123

26

40

54

68

82

96

110

124

27

41

55

69

83

97

111

125

137

138

139

151

165

152

166

153

167

179

180

181

193

207

194

208

195

209

12.16. abra. Konkrét értékekre a relativ primek kivalasztasa (animéacio)
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radékrendszert alkotnak (mod b), mert a 0, 1, 2, ..., (b—1) teljes maradék-
rendszerbdl szarmaztathato a b-hez relativ prim ka-val szorozva (0 < k < b)
és r;-vel novelve. Egy b szerinti teljes maradékrendszerben (b) darab b-hez
relativ prim van. Igy minden oszlopbol ¢(b) elem lesz relativ prim a-hoz és
b-hez is, azaz ab-hez. Az oszlopok szama ¢ (a), minden oszlopban ¢ (b) relativ
prim ab-hez, azaz 6sszesen p(a) - p(b), igy ¢(a) - p(b) = ¢(ab). (Az ab-hez
relativ primek szdma az a-hoz és b-hez relativ primek szdmanak szorzata.)

(12) p(n): Ha akar a, akar b kanonikus alakjaban van olyan prim, amelyik
legalabb maéasodik hatvanyon szerepel, akkor ez a prim az ab szorzatban is
legalabb masodik hatvanyon fog szerepelni, igy minden olyan esetben, amikor
pu(a) = 0 vagy p(b) = 0, u(ab) is 0 lesz, vagyis ilyenkor p(a)wu(b) = p(ab)
teljesiil. Ha a és b kanonikus alakjaban minden prim els§ hatvanyon szerepel,
és (a,b) = 1, vagyis a-nak és b-nek nincs kozos primtényezGje, akkor az ab
szorzatban is minden prim els§ hatvanyon szerepel. Ha ekkor a-nak k£ > 1,
b-nek pedig I > 1 primtényezéje van, akkor u(a) = (—1)% és u(b) = (1),
igy

pla)u(d) = (1) (=1)" = (=1 = p(ab).

Végiil, ha a és b kozil legalabb az egyik 1 (példaul a), akkor p(a) = 1,
w(ab) = p(b) miatt u(ab) = p(a)w(d). Tehat a figgvény multiplikativ. O

Multiplikativ, illetve additiv szamelméleti fiiggvényekrsl szélnak a kovet-
kezg tételek:

12.2. Tétel. Ha f(n) nem azonosan 0 multiplikativ szamelméleti figgvény,
akkor f(1) = 1.

Bizonyitas. Mivel tetszdleges a esetén (1,a) = 1, a multiplikativitds miatt
minden a-ra, f(a) = f(1-a) = f(1)f(a). Mivel nem az azonosan 0 fiiggvény-
r6l van szo, van olyan a szam, amelyre f(a) 7~ 0. Erre az a szamra a fenti
egyenlség csak ugy teljesiilhet, ha f(1) =1. O

12.3. Tétel. Ha g(n) additiv szamelméleti fiigguény, akkor g(1) = 0.

Bizonyitas. Mivel tetszéleges a esetén (1,a) = 1, az additivitas miatt min-
den a-ra g(a) = g(1-a) = g(1) + g(a), ami csak ugy teljesiilhet, ha g(1) = 0.
(]

Megjegyzés. A fenti két tétel megforditasa nyilvanvaléan nem igaz, ab-
bol, hogy egy fiiggvény az n = 1 helyen 1l-et vagy 0-t vesz fel, semmi nem
kovetkezik a fliggvény egészére nézve.

Megjegyzés. Azt mar lattuk korabban, hogy az azonosan 0 fiiggvény
multiplikativ ((1) példa). A fenti két tételbdl kovetkezik, hogy az egyetlen
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olyan fiiggvény, amely egyszerre multiplikativ is és additiv is, az azonosan 0
fliggvény.

12.4. Tétel. Multiplikativ, illetve additiv szamelméleti fiigguvény helyettesi-
tési értékeinek kiszamitdsdihoz elegendd a fligguényértékeket a primhatvdny
helyeken ismerni.

Bizonyitas. Legyen f(n) multiplikativ, g(n) additiv szamelméleti fliggvény.
Ekkor ha n = p{'p5? ... pe*, akkor mivel ¢ # j esetén (pf‘i,p?j) =1, a mul-
tiplikativités, illetve az additivitds miatt

fn)=Ft) - f®52) ... Flop"),

g(n) = g(pi") +9(p3*) + ... +g(p*). O

Megjegyzés. Miutan a multiplikativ és additiv fliggvények tetszéleges
fliggvényértékét meghatarozhatjuk a primhatvany helyeken felvett fliggvény-
értékbdl, megprobalhatunk zart képletet adni ezekre a fliggvényekre. Ezt a
d(n) fiiggvény esetében a 6.4. Tételben mar meg is tettiik (és éppen forditva,
a multiplikativitasanak bizonyitasahoz hasznaltuk fel). A 12.4. Tétel alapjan
probéaljuk meghatarozni a o(n) és p(n) fliggvényeket is zart alakban.

12.5. Tétel. Legyen n = p{'p3? ... pp~.
Ekkor

(a)d(n):(a1+1)-(a2+1)-...-(ak+1)

a1+1 az+1 op+1
-1 -1 -1
(b) o(n) =2 P2 b T2
p1—1 p2 —1 pr—1

(C)w(“):”<1_pll>'<l_p12)""'<1_plk)

Bizonyitas. (a) Lasd a 6.4. Tételt.

(b) A p® primhatvany nala nem nagyobb pozitiv osztoi, vagyis olyan

hatvanyai a p-nek, amelyek kitevéje 0 és o kozé esik: 1, p, p?, p3, ..., p®.
at+l 1

Ezek 6sszege 14+p+p?+p?+...+p®, ami mértani sorozat Ssszege: 1
p—

, Pt -1

igy o(p®) = —.

gy o(p®) p—

Ebbél a 12.4. Tétel alapjan méar kévetkezik a tétel allitasa.
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(c) Egy primhatvanyhoz, p®-hoz 1 és p® kozott a p tobbszordsei nem
relativ primek, a tobbi szam igen. Mivel minden p-edik szdm oszthaté p-vel
(03

(tobbszorose p-nek), a p® szam koziil P p®1-et kell kihagynunk, igy
p
1
megmarad p® — p®~t = p® <1 — > — ez tehat p(p®).
p

Ebbdl a 12.4. Tétel alapjan méar kovetkezik a tétel allitasa. [

Osszegzési fiiggvény, megforditasi fiiggvény

12.4. Definici6é. Az F(n) fiiggvényt az f(n) szamelméleti fiiggvény dsszeg-

z€ési fliggvényének nevezzik, ha F(n) = Y f(d). Ugyanekkor az f(n) fuge-
dln
vényt az F(n) megforditdsi fiigguényének nevezziik.

Megjegyzés. A megforditasi fiiggvényt masképp Moebius-transzforméalt-
nak is nevezziik, az elnevezést a 12.4. Allitas indokolja.

12.1. Megjegyzés. Az, hogy F(n) az f(n) fiiggvény Osszegzési fiiggvénye
részletesebben leirva ezt jelenti:

F(1) = f(1)

F2)=f(1)+f(2)
F3)=f(1)+r3)

F4) = f()+f2)+f4)
FG) = f(1)+f5)

F(6) = f(1) + f(2) + F3) + £(6)
F(7) = f(1) + £(7)

F®) = f(1)+f(2)+ f(4) + F(8)
FO) = f1)+f3)+ f(9)

F(n) = f(d1) + f(d2) + ...+ f(dk)

(ahol dy =1, do, ..., di, = n az n szam Osszes osztoja).

Példaul:

(1) Az fo: n — 0 (azonosan 0) fliggvény Osszegzési fiiggvénye dnmaga.
(Tetszoleges d; | n esetén f(d;) = 0, igy F(n) értéke minden n-re nullak
Osszege, vagyis 0.)
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(2) Az f1: n— 1 (konstans 1) fiiggvény Osszegzési figgvénye d(n). (Tet-
sz6leges d; | m esetén f(d;) = 1, igy F(n) értékének kiszamitasdhoz annyi
1-est kell 6sszeadnunk, ahany osztdja van n-nek, vagyis d(n) darabot. Ha-
sonléan gondolhaté meg, hogy az f.: n — c fliggvény Osszegzési fiiggvénye

c-d(n).)

(3) Az f,,: n+— n fiiggvény Osszegzési fliggvénye o(n). (Tetsz6leges d; | n
esetén f(d;) = d;, igy F(n) értékének kiszamitéasahoz éppen n osztoit kell
osszeadnunk.)

(4) A pu(n) fiiggvény osszegzési fliggvénye az 1 helyen 1-et vesz fel, minden
més helyen 0.

Bizonyitas. Ennek igazolasa kicsit hosszadalmasabb:
Legyen n = p{* - p§? - ... - ppk.

n oszt61 koziil csak azokhoz rendel 0-t6l kiilonb6zs értéket a p fiiggvény,
amelyekben minden prim elsé hatvanyon szerepel. Igy:

e py-p2-... pg (1 darab), a hozza rendelt érték (—1)*

e azok, amelyek koziil egy prim kimarad (k-féle), a hozza rendelt érték
(_1)k—1

e azok, amelyek koziil kétféle prim marad ki (<§> -féle), a hozza rendelt
érték (—1)k—2

k
e azok, amelyek koziil ¢-féle prim marad ki (<t>—féle), a hozza rendelt
érték (—1)k1

e végiil azok, amelyek egyetlen primtényez&bdl allnak ( (Z) -féle), a hozza

rendelt érték (—1)F*

Vagyis Osszesen

(e () ()
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Vegyiik észre, hogy ez nem méas, mint az ((—1) + 1)¥ 6sszeg kifrasa a bi-
nomialis tétel szerint. Ez viszont 0, tehat valoban u(n) = 0, ha n > 1. O

12.3. Allitas. Minden pozitiv értéki multiplikativ fiigguénybdl készithetd ad-
ditiv fiigguény. Minden additiv fligguénybdl készithetd multiplikativ fliigguvény.

Bizonyitas. Ha f(n) pozitiv értékd multiplikativ fiiggvény, akkor példa-
ul a g(n) = In f(n) fiiggvény additiv. Legyen ugyanis (n1,n2) = 1. Ekkor
f(ning) = f(n1)f(n2), igy

g(nin2) = In (f(ning)) = In (f(n1)f(n2)) =
=1In (f(m)) +1n (f(n2)) = g(n1) + g(na).

(Mivel f(n) semmilyen n-re sem negativ, igy minden n-re létezik f(n)-nek
logaritmusa.)

Ha g(n) additiv fiiggvény, akkor példaul az f(n) = 29(" fiiggvény mul-
tiplikativ. Legyen ugyanis (n1,ns) = 1. Ekkor g(ning) = g(n1) + g(ns), igy

f(nlnz) = 29(n1n2) — 2g(n1)+g(n2) _

= 29(m) . 29(2) — f(n1) . f(ng) O

Megjegyzés. Ennek a megéllapitdsnak minddssze annyi a jelentGsége,
hogy az additiv szamelméleti fiiggvények sok fontos tulajdonsagat megkap-
juk, ha megfeleltethet6k alkalmas multiplikativ szémelméleti fliggvénynek.

Megjegyzés. A multiplikativitéis és az additivitds eddig latott tulajdon-
sagai alapjan az el6bbi bizonyos fajta polinomialitast (mint a hatvanyfiiggvé-
nyek, pl. z, 22 stb.), az utébbi valamilyen logaritmikus tulajdonsagot mutat.
Tény, hogy minden — a teljes valéson értelmezett és egyébként folytonos,
de a természetes szamokra lesziikitett — hatvanyfiiggvény multiplikativ, és
minden logaritmusfiiggvény additiv szamelméleti fliggvény.

12.6. Tétel. Legyen az F(n) figgvény az f(n) dsszegzési figguénye. Ekkor
F(n) akkor és csak akkor multiplikativ, ha f(n) multiplikativ.

Bizonyitas. Ha F(n) és f(n) koziil az egyik a konstans 0 fiiggvény, akkor
a masik is az, ebben az esetben trivialis az allitds. A tovabbiakban arra az
esetre szoritkozunk, amikor sem F'(n), sem f(n) nem azonosan 0.



Fried Katalin — Korandi Jozsef — Torok Judit: A szamelmélet alapjai 177

Tegytik fel el@szor, hogy f(n) multiplikativ, vagyis ha (a,b) = 1, akkor
f(ab) = f(a)f(b). Legyen a sszes osztoja: 1 = aq, asg, ..., a = a,, a b dsszes
osztoja: 1 = by, ba, ..., b= bs.

Ekkor — mivel (a,b) =1 — az ab 6sszes osztoja (a 6.8. Tétel alapjan):

arby, asby, ..., arby,
aiby, agbe, ..., arbe,
a1bs, aobs, ..., a,bs.

Tudjuk, hogy ekkor

F(a) = f(a1) + f(a2) + ... + f(ar)
F(b) = f(b1) + f(b2) + ...+ f(bs)
F(ab) = f(a1b1) + f(azb1) + ... + f(arbs).

A multiplikativitas miatt tetsz6leges i és j esetén f(a;b;) = f(a;)f(b;) (hi-
szen (a,b) = 1 miatt (a;,b;) = 1). Igy a jobb oldalt talakitva a kévetkezdket
kapjuk:

F(ab) = f(a1)f(b1) + f(a2) f(b1) + ...+ flar) f(bs) =
= (f(a1) + f(a2) + +f(a7“))(f(b1)+f(b2)+"'+f(bs)):
= F(a)F(b).

Vagyis ha f(n) multiplikativ, akkor F'(n) is az.

Most tegyiik fel, hogy F'(n) multiplikativ, vagyis hogy ha (a, b) = 1, akkor
F(a)F(b) = F(ab). Felhasznalva, hogy

F(a)F(b) = f(a1)f(b1) + f(a2) f(b1) + ...+ far)f(bs)
F(ab) = f(aib1) + f(az2b1) + ... + f(arbs),

azt kapjuk, hogy

f(al)f(bl) + f(a2)f(b1) ..ot f(ar)f(bs) =
= f(albl) + f((lle) + f(albg) + ...+ f(agbl) + f(agbg) 4+ ...+ f(arbs).

Azt szeretnénk bizonyitani, hogy f(a)f(b) = f(ab), vagyis a fenti jelolésekkel
flay)f(bs) = f(aybs). Ezt teljes indukcidval bizonyitjuk.

Ha n = 1, akkor F'(n) multiplikativitasa és F'(n) # 0 miatt F'(1) = 1, igy
F(1) = f(1) miatt teljesiil, hogy f(1)f(1) = f(1) = 1.
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Tegylik fel, hogy az allitds minden ab-nél kisebb szam esetén igaz. Ekkor
f(ai) f(bj) = f(aibj) teljesiil az ab szorzat minden olyan a;b; osztéjara, ahol
1< rvagy j <s.

(Vagyis a 12.17. abran szemléltetett szorzatok az indukcids feltevés alap-
jan az utolso kivételével atirhatok a 12.18. abran jelolt alakra.)

Ez azt jelenti, hogy a fenti egyenléségben szereplé Osszegek az utolso
tagok kivételével tagonként egyenlék. Mivel azonban a két Osszeg egyenld,
igy az utols6 tagoknak is egyenlSknek kell lennilik — ami a bizonyitand6
allitas volt. J

fla) + fla) + fla3) + soc +  fla)
f(by) fla)fby)  fla)f(by)  f(az)f(br) .. fa,) f(by)
+
f(b2) fla)fby)  fla)f(b2)  f(az)f(by) .. f(a,) f(b2)
+
f(b3) fla)fbs) fla)fb3) flaz)f(bs3) .. f(a,) f(b3)
+
+
f(by) fla)fby)  fla)f(by) f(a3)f(bs) . fa) f(by)
12.17. abra.
fla) +  fla) + fla3) + soc +  fla)
f(b1) flaiby) flaxby) f(azby) e fla by)
+
f(b2) flaiby) flaxby) f(azby) . f(a,by)
+
f(b3) f(aibs) f(azb3) f(asbs) .. f(a,b3)
+
+
f(by) flaiby) f(axby) f(asby) . fla)fby)

12.18. abra.
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Az f fiiggvénybdl osszegzéssel kapjuk az Osszegzési fliiggvényét. Erdekes
kérdés, hogy miként kaphaté meg az F' Osszegzési fliggvénybdl az f megfor-
ditasi fliggvény.

Megjegyzés. Mivel egy multiplikativ fiiggvény Osszegzési fiiggvénye is
multiplikativ, igy ha az Osszegzési fliggvényét keressiik, azt is elegendd csak
a primhatvany helyeken meghatarozni.

Egy f(n) multiplikativ szamelmeéleti fliggvény Osszegzési fliggvénye a p®
(primhatvany) helyen az osztokon felvett fliggvényértékek Osszegét, vagyis az

FQ) + fp)+ f*) + ...+ f(p™)
értéket veszi fel.

Ha példaul a ¢(n) fliggvény Osszegzési fliggvényére vagyunk kivancsiak,
akkor ezt a kovetkez&képpen kaphatjuk meg: Legyen p® egy primhatvany.
Ekkor

F(p) = (1) + ¢(p) + o(0°) + ...+ o(0") =
=14+ (-1 + @ —p)+...+ (" —p*) =p~.
Mivel ¢(n) multiplikativ, az sszegzési fiiggvénye is multiplikativ, igy a fen-

tiek alapjan F(n) = > ¢(d) = n.
din

Megforditva, ha egy adott F'(n) multiplikativ fliggvény megforditasi fiigg-
vényét keressiik, akkor a mellett ezt is meghatarozhatjuk annak ismeretében,
hogy a multiplikativ fiiggvény megforditasi fiiggvénye is multiplikativ.

F(p*) = f(1) + f(p) + f(0*) + ...+ F(0%)
és
Fp* ) =f)+ f) + f0*) +... + f(*)
miatt
f(p®) = F(p*) = F(p*71).
Ebbdl mar f(n) multiplikativitasa miatt tetsz6leges helyen meghatarozhato
f(n) értéke.
Ha példaul az F(n) = n figgvény megforditasi fliggvényét keresnénk,
akkor
F(®) = F(p*) = F(p*1) = p* = p* 7 = (),
amibdl a multiplikativitds miatt mar kovetkezik, hogy a keresett fiiggvény a
o(n).
A 12.6. Tétel egyébként arra is alkalmas, hogy azzal bizonyos fiiggvé-
nyek multiplikativitasat bizonyitsuk. Konkrétan: tudjuk, hogy a konstans 1
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fliggvény multiplikativ, az Osszegzési fliggvénye az p® primhatvany helyen
a+ 1 = d(p%), ebbsl pedig kiovetkezik, hogy Osszegzési fliggvénye a d(n)
fiiggvény, és hogy d(n) multiplikativ.

Hasonléan, mivel az n — n fiiggvény multiplikativ, akkor ebbgl kovet-
kezik, hogy megforditasi fiiggvénye — azaz p(n) — is, valamint az Gsszegzési
fiiggvénye — azaz o(n) — is multiplikativ.

De nemcsak multiplikativ fliggvények megforditasara lehetiink kivancsi-
ak.

12.4. Allitas. Egy tetszéleges F' szamelméleti fiigguénybdl az f megforditdsi
figguényt az aldbbiak szerint kapjuk meg:

) =Y ) F (%)

dn
Bizonyitas. Mivel F (g) = Z f(dy), ezt behelyettesitjiik a bizonyitandd
e
kifejezés jobb oldalaba.
donld)- Yy f(d).
dn dilg

A Osszegzés soran n osztopéarjait vesszik: dd; = n. Az egyik tényezén
a u, a masikon az f fiiggvényt hajtuk végre. Igy az Gsszegzést atcsoporto-
sithatjuk (1.3. Allitas) tgy, hogy az ugyanahhoz az f értékekhez tartozo u
fliggvényértékeket Osszegezziik:

> opd) > fld) =) fld) D uld)
di]2

din diln d|%

A jobb oldalon a masodik Osszeg egyetlen esettdl (amikor d = 1, vagyis
d; = n) eltekintve 0 (lasd a 12.1. Megjegyzést kovets 4. példa). Vagyis az

marad, hogy
D Fd)d ) =Y fld) = f(n),

di|n dln di=n

ami éppen a tétel allitdsa. (1

Feladatok

(A d, a p és a o szamelméleti fiiggvények értékeinek kiszamitasahoz hasznéal-
hatja a http://www.cs.elte.hu/"kfried/algebral/DividorsNum. jard,
http://www.cs.elte.hu/ “kfried/algebral/Phi. jarfi, http://www.cs.
elte.hu/"kfried/algebral/DividorSum. jarszigma programokat.)
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e »®» N o o

10.

11.

12.

13.
14.

. Legyen t olyan totalisan multiplikativ fiiggvény, amely minden prim-

szamhoz (és 1-hez is) 1-et rendel. Mivel egyenls t(n) tetszdleges n-re?

. Legyen r olyan totalisan additiv fiiggvény, amely 0-hoz 0-t, tovabba

minden primszamhoz 1-et rendel. Mivel egyenls r(n) tetszéleges n-re?

. Legyen s olyan totalisan multiplikativ szimelméleti fliggvény, amely 1-

ben 1-et, p,-ben (az n-edik primszam helyen) pedig n-et vesz fel. Irja
fel, hogy tetsz6leges n-hez mit rendel!

Egy tetsz6leges n szémhoz hozzarendeljiik a 2-vel val6 osztasi maradé-
kat. Additiv-e, multiplikativ-e ez a fiiggvény?

Van-e olyan természetes szam, amelyre d(n) = o(n)?

Ha o(n) = n+1, akkor mennyi lehet a lehet ¢(n)? Mennyi lehet az n?
Legalabb mennyi o(n)?

Van-e olyan szam, amelyre o(n) = n + 27

Hany megoldasa van a kdvetkez6 egyenleteknek a természetes szdmok
halmazan?

® o(n

® 0N

(
(
(
(

® Oo(n

+3
+4
+5
+6

IS 3 3 3

® Oo(n

)
)
)
)

Igazolja, hogy ha 0 < k < n relativ prim n-hez, akkor n — k is relativ
prim hozza!

Legfeljebb mennyi lehet p(n)?

Lehet-e valamely n-re p(n) =n — 2?7

Igazolja, hogy tetszGleges n természetes szam esetén d(n) + ¢(n) <
n+ 1!

Keressen olyan n természetes szamot, amelyre o(n) —n = d(n)!

Legyen f(n) az a szamelméleti fiiggvény, amely minden szamhoz a 3-
mal val6 osztasi maradékat rendeli. Hatarozza meg f értékeit azn = 1,
2, ..., 40 helyeken!

Hatarozza meg f Osszegzési fliggvényének értékeit az n =1, 2, ..., 40
helyeken!

Hatarozza meg f megforditasi fliggvényének értékeit az n =1, 2, ...,
40 helyeken!



13. fejezet

Tokéletes szamok

Vizsgaljuk meg kiillonb6z6 szamok esetén az n szam n-nél kisebb (pozitiv)
osztoinak Osszegét:

2:1 3:1
4:14+2=3 5:1
6:14+24+3=6 7:1
8:14+2+4=7 9:1+3=4
10: 14+245=38 11:1
12:14+2434+4+6=16 13:1
14:14+247=10 15:14+34+5=9
16:1+24+44+8=15 17:1

18:14+24+34+64+9=21 19:1
200 1+2+4+5+10=22

Az Osszeg a szamok egy részénél kisebb, mint maga a szam — az ilyen
szamokat szokas hidnyos szdmoknak nevezni —, egy maésik részénél nagyobb
mint maga a szam — ezek a bévelkedd szidmok —, bizonyos szamok esetén pedig
az Osszeg megegyezik magéval a szdmmal. Az ilyen szdmokat mar az okori
gorogok is kiillondsen érdekesnek tekintették.

Az, hogy egy szdm nala kisebb pozitiv osztéinak Osszege magat a szamot
adja, azt jelenti, hogy magat a szamot is beleszamolva az Gsszegbe, vagyis a
szam Osszes pozitiv osztojat Osszeadva, a szdm kétszeresét kapnank:

13.1. Definicié. Az n szam tokéletes, ha o(n) = 2n (vagyis ha
o(n) —n=mn).

Tokéletes szam példaul a 6 ésa28: 6 =1+2+3,28=14+24+4+ 7+ 14.

182
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Minden eddig talalt tokéletes szam paros, ezekrsl szol a kovetkezd tétel:

13.1. Tétel. Minden n = 2P~Y(2P — 1) alaki szdm tikéletes, ha p is és
(2P — 1) is primszdm; és megforditva, minden pdros tokéletes szam felirhato
ilyen alakban.

Bizonyitas. 1. ElGszor belatjuk, hogy a fenti alaki szamok tokéletesek. Eh-
hez Gsszeadjuk az osztoikat.

Mivel (2P71,2P — 1) = 1 (az egyik egy ketts hatvanya, a masik paratlan
primszam), ezért a o(n) fliggvény multiplikativitasa miatt

o(2P71(2P — 1)) = o(2P" Yo (2P — 1).

Felhasznélva, hogy o(2P~1) = 2P — 1, tovabba hogy ha 2P — 1 primszam,
akkor o (2P — 1) = 2P azt kapjuk, hogy

o(2P7H(2P — 1)) = (2P — 1)2P = 2n.
Ezzel belattuk, hogy a fenti alakt szamok tokéletesek.
2. Most tegyiik fel, hogy az n péaros szam tokéletes, vagyis o(n) = 2n.
Irjuk fel n-et 2% . m alakban, ahol m paratlan.

Ekkor természetesen (2F,m) = 1, tehat o(n) a tényezdk o-értékének szorza-
ta, masrészt o(n) = 2n = 21 ., igy

ok m =o(n) = 0(2F) - o(m) = (2" — 1)o(m).

Vagyis
ok m = 28 o (m) — o (m).

Atrendezve
o(m) = 2k+1(a(m) —m). (13.1)

Eszerint o(m) —m | o(m).

Tudjuk, hogy o(m) az m osztoinak Osszege, ezek kozott ezek szerint sze-
repel az 1, az m, a o(m) — m. Igen am, de o(m) — m + m mar o(m)-et ad,
ez csak tugy lehet, hogy o(m) — m maga az 1. Vagyis m-nek minddssze két
osztoja van: 1 és m, tehat primszam; és o(m) —m = 1.

Ekkor viszont (13.1)-b6l 1 +m = 2¥+1 tehat m = 281 — 1 primszam.

Egy 2F+1 — 1 alaki szam viszont a 7.14. Tétel (Mersenne primek) szerint
csak ugy lehet prim, ha a kitev6ben primszdm van, vagyis ha kK +1 = p
primszam. Ezt felhasznalva azt kapjuk, hogy ha az n paros szam tokéletes,
akkor n = 2Fm = 2P~1(2P — 1) alakt, amit bizonyitani akartunk. [
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Megjegyzés. Eszerint a tétel szerint minden olyan p primszém megha-
taroz egy paros tokéletes szamot, amelyre 2P — 1 is primszam, vagyis a paros
tokéletes szamok és a Mersenne-primek k6zott kolcsonosen egyértelmii meg-
feleltetés létesithets. Igy pontosan ugyanannyi paros tokéletes szamot isme-
riink, mint ahany Mersenne-primet, és az olyasfajta kérdésekre, mint példaul
hogy hény tokéletes szam van, van-e végtelen sok stb., pontosan ugyanazok
a valaszok, mint a Mersenne-primekkel kapcsolatos hasonlé kérdésekre.

Az els6 néhany péaros tokéletes szamot a kdvetkez6 tablazat tartalmazza:

p primszam | 2P — 1 Mersenne-prim | 2P~ (2P — 1) tokéletes
2 3 6

3 7 28

) 31 496

7 127 8128

13 8191 33550 336

Megjegyzés. Paratlan tokéletes szdmot eddig még senki nem talalt.
Megoldatlan probléma, hogy egyaltalan létezik-e, és hogy létezhet-e végte-
len sok. Ennek ellenére nagyon sok eredmény sziiletett a paratlan tokéletes
szamokrol, pontosabban sok sziikséges feltétel gytilt 6ssze: ha létezik paratlan
tokéletes szam, akkor ez milyen bizonyos tulajdonsagokkal kell rendelkezzék,
illetve a paratlan tokéletes szamok rengeteg tulajdonsigéat soroltak fel.

Ennek a kutatasnak — bar még nem taldltunk paratlan tokéletes szémot
— az az egyik értelme, hogy amennyiben ellentmondasos tulajdonsidgokra
leliink, biztosak lehetiink benne, hogy nincsnek paratlan tokéletes szamok, a
masik pedig az, hogy ha elég sok tulajdonsagat megismerjiik, akkor esetleg
mégis rabukkanunk egyre.

Péter Rozsa neves magyar matematikus is sok energiat aldozott paratlan
tokéletes szamok kutatésara.

Egy ilyen tipusi megoldatlan probléménak kétféle lezarasa lehet.

1. Valaki talal paratlan tokéletes szamot. (Ha példaul a sok feltételezett
tulajdonsag alapjan sikertil talalni egyet.)

2. Valaki bebizonyitja, hogy nincs paratlan tokéletes szam. (Példaul ugy,
hogy feltételezve, hogy van tokéletes szam, ellentmondésra jut.)

Es akkor marad harmadiknak az a lehetdség, hogy a probléméanak soha
nem lesz lezarasa: soha nem deriil ki, hogy van-e paratlan tokéletes szam, a
probléma megoldatlan marad.
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[A XX. szazad elején, Godel matematikai logikdban elért eredménye alap-
jan kideriilt, hogy egyes allitasok — az ugynevezett ,(Godel-féle” allitasok —
esetén el6fordulhat, hogy azok igazsiga az adott axiémarendszerben nem
igazolhato és nem is céfolhat6. Esetleg meg is lehet mutatni, hogy egy alli-
tas ilyen. Aposztolosz Doxiadisz ,,Petrosz bacsi és a Goldbach-sejtés” cimt
regénye (Aposztolosz Doxiadisz: Petrosz bécsi és a Goldbach-sejtés, Euro-
pa Konyvkiado, ISBN 963 07 7518 2) is ezt a kérdést feszegeti, mig a tétel
matematikajat részletesebben mutatja be R. Smullyan kényve (Raymond
Smullyan: Godel nemteljességi tétele, Typotex, 2006.)]

A matematikusok kutatémunkajat manapsag nagyban segiti a szami-
togép. Szamitogépes algoritmussal is kereshetd paratlan tokéletes szam, de
vagy nincs még alkalmas algoritmus egy (esetleg létezs) paratlan tokéletes
szam megtalalasara, vagy valéban nincs ilyen szam, és akkor hidba is ke-
resik gyors szamitdgépes algoritmussal. Az nem valdészint, hogy még senki
sem Kkisérletezett ezzel. Azt gondolhatnénk, hogy ennyi idé alatt kellett volna
mar talalni egy paratlan tokéletes szdmot. Az a tény, hogy a nagy sebességii
szamitogépek és a jo fél évszazada elterjedt szamitastechnikai matamatikai
kutatasi modszerek ellenére sem sikeriilt paratlan tokéletes szamot talalni,
azt a gyanut erdsiti, hogy nincs ilyen. Természetesen ezt bizonyitani kellene,
amit szintén lehetne szamitégéppel, de egyelére még ezt sem sikeriilt.

Baratsagos szamok

A tokéletes szamok mintajara olyan szamokat is kereshetiink, amelyek osz-
téinak Osszege — magat a szdmot nem beleszdmolva — a szam kétszeresével,
haromszorosaval stb. egyenlé.

Szamlancokat is készithetiink tgy, hogy kiindulunk egy pozitiv egész
szambol, 6sszeadjuk a nala kisebb pozitiv osztoit, majd az igy kapott szam-
mal elvégezziik ugyanezt és igy tovabb. A szamok egy részénél el6bb-utébb
eljutunk az 1-hez, ekkor nem tudjuk folytatni a lancot.

Példaul: 12-16-15-9-4-3-1

Tokéletes szamok esetén konstans sorozatot kapunk, de vajon létrejohet-
e olyan ciklikus sorozat, ahol a ciklus hossza (a benne foglalt szamok szama)
2,3, ... sth.?

Az, hogy a ciklus hossza 2, azt jelentené, hogy talaltunk két olyan szamot,
amelyekre az egyik szam néla kisebb pozitiv osztéinak Osszege a mésik szém,
a masik szadm nala kisebb pozitiv osztéinak Ssszege pedig az els6 szam.

13.2. Definicié. Az a,b szamokat bardtsagos szdmpdrnak nevezziik, ha

o(a) —a=0béso(b)—b=a.
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Példaul: A 220 néla kisebb osztdinak Osszege:
1+24+445+104+11420+ 22+ 44+ 55+ 110 = 284,
a 284 nala kisebb osztoéinak 6sszege pedig:

14+2+44 71+ 142 = 220.

A kovetkezd baratsagos szampéar az 1184 és 1210, amelynek érdekessége,
hogy egy Nicolo Paganini nevii 16 éves diak taldlta meg 1867-ben, amikor
maér szamos nagyobb baratsagos szampar volt ismert. Az, hogy van-e végtelen
sok baratsagos szampar, megoldatlan probléma.

Baratsagos szamharmasokat (amelyekre o(a) —a = b, o(b) — b = ¢ és
o(c) — ¢ = a) még nem talaltak, a legkisebb baratsagos szamnégyes a kovet-
kezg:

1264 460, 1547 860, 1727636, 1305 184.

Feladatok

1. Miért nem lehet primszém tokéletes szam?
2. Van-e négyzetszam a paros tokéletes szamok kozott?
3. Lehetne-e négyzetszam egy paratlan tokéletes szam?

4. Igaz-e, hogy két, egymashoz relativ prim tokéletes szdm szorzata is
tokéletes szam?

Tud-e példat mondani ra? Miért nem?



14. fejezet

Fiiggelék (A racionalis szamok
tizedes tort alakja)

Racionalis szamnak nevezziik azokat a valos szamokat, amelyek elGallnak két
egész szam hanyadosaként. Ugyanaz a racionalis szam sokféleképpen felirhato
tort alakban (két egész szam hanyadosaként), azonban a szamlalo és a nevezd
legnagyobb k6z0s osztdjaval egyszertisitve a tortet, mindig eljutunk egy olyan
% alakhoz, ahol (a,b) = 1. Ezt az alakot a tort redukdlt alakjanak nevezik.

Vizsgaljuk meg néhany raciondlis szam tizedes tort alakjat:

1 A 3 ) 5 . 7 )
i Z =1 — = — =

5 0,50 5 50 5 2,50 5 3,50

1 . 2 . 4 ) 5 )

i g =1 Z =1

2 0,3 3 0,6 2 3 3 6

1 A 3 : 5 : 7 )
1= 0,250 1= 0,750 1= 1,250 i 1,750
1—020 2—040 3—060 4—080

5 5 5 5

1 ) 5 . 7 ) 11 )
—=0,1 z = =11 — =1

5 0,16 c 0,83 =L 6 c .83
1 . . 2 . . 3 . . 4 . .
- =0,142857 = =0,285714 = =0,428571 = =0,571428
7 7 7 7
1 ) 3 . 5 . 7 )

~ =0,1250 = =0,3750 = =0,6250 — = 10,8750
8 ’ 8 ’ 8 ’ 8
1 . 2 ) 4 . 5 )

5 0, 5 0, 5 0, 5 0,5

1 i 3 ) 7 i 9 )

R — 1 — _— = _— =

) 0,10 0 0,30 T 0,70 0 0,90

L 009 2 04 3 097 1036

1 7 1 7 1 1
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1—0083 5—0416 7—0583 11—0916
12 7 12 7 12 7 12 7

1 = 0,076923 2 = 0,153846 3 = 0,230769 4 = 0,307692
3 13 7 13 13 7

Eszrevehetjiik, hogy a racionalis szamok tizedes tort alakjaban a tizedes je-
gyek sorozata valahonnan kezdve mindig periodikus lesz, amit Ggy is szokés
mondani, hogy a raciondlis szamok tizedes tort alakja szakaszos. Ez azért
van, gy, mert az 4 (a,b € NT) racionélis szam qo,q1q2qs3 - - . tizedes tort

alakja maradékos osztasok kovetkezs sorozataval kaphaté meg:

a=bgo+ro (ahol 0 <7y <b), vagyisq = %]
10rg = bg1 +r1 (ahol 0 <7y <b), vagyis ¢1 = -mbro- ;
10r =bga +rp  (ahol 0 <7y < b), vagyis 2 = HZI ;
10ry = bgs +rs  (ahol 0 <73 <b), vagyis g3 = 1(1:2 ;
stb., ahol az a, rg, r1, ro, 73, ... szdmok b-vel Val(_’) oszt—ési maradéka leg-

feljebb b-féle lehet, igy el6bb-utébb egy olyan 7, maradékot kapunk, amely
megegyezik valamelyik korabban kapott r; maradékkal. Ha viszont ri = r;
akkor 107y = 10r;, igy

107y = bgry1 + 71 (0 <7gq1 <b)
és

107 = bgi+1 + rita (0 <riy1 <D)
miatt gxr1 = Git+1 €8 Tpr1 = Ti+1. Abbol pedig, hogy ri11 = ri11 a fentiekhez
hasonléan kovetkezik, hogy qri+2 = ¢it+2 és T2 = ri+2 és igy tovabb, minden
a-ra igaz lesz, hogy a k + a-adik tizedes jegy meg fog egyezni az i + a-

adik tizedes jeggyel. (Példainkban az els6 ismétlsdd szakasz elsé és utolso
szamjegyét a szamjegy folé irt ponttal jeloltiik.)

Fenti észrevételiink megforditasa is igaz: minden szakaszos tizedes tort
valamelyik racionélis szamnak a tizedes tort alakja. A korrekt bizonyitéas-
hoz analitikus ismeretekre van sziikség. Egy végtelen szakaszos tizedestort
végtelen numerikus sor, amely megfelels feltételek mellett konvergens.

Az alabbiakban ennek a korrektiil megalapozott elven miikods modszer-
nek egy szemléletes levezetését ismertetjiik. Tekintsiik az

T = 40,9192 - - - ¢iGi+1 - - - Gk
szakaszos tizedes tortet. Ekkor (feliilvonassal jelolve az ,egymas mogé iras™t)

10 = QG2 -~ Girlit1 - - - i
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és

102 = Q@1Ga - GiGirt - Trrdit1 - - - Gk

(ahol Q0q1q2 i és Qq1a2 - - - GiGit1 - - - Gk €gész szamok), igy

102 — 10'z = o2 -~ GiGit1 -~ Gk — o0 Gz - G € Z,

vagyis

po ONB - Gibivr -Gk~ 991G - Gi
10k — 10¢ ’

ahol a szamlalo is és a nevezd is egész szdm, {gy x racionélis.

Megjegyzés. Meg kell jegyezziik, hogy miért mondtuk, hogy a fenti
modszer csak szemléletes, és nem korrekt. Azért, mert nem adtunk korrekt
definiciét arra, hogy végtelen tizedes tortekkel hogyan lehet miiveleket vé-
gezni, kiilonosen gyants 1épés a végtelen rész levdgdsa a 10°z — 10Fz esetben.

A matematikailag preciz levezetést az analizis adja.

Megjegyzés. Egy masik — még az el6zénél is kevésbé preciz, de taldn még
intuitivabb (a gyerekek szaméara is elfogadhato és megkozelithetd) levezetés
a kovetkez6:

Megfigyelhetjiik, hogy:

1 .
~ =01
9 b
1 ..
=0,01
99 ’
1 = 0,001
99 '
L =0,0001
9999
1 . .
I 1
59999 0,00 00

stb. (Ez egyébként a mértani sor Osszegére vonatkozo Osszefliggésbdl le is
vezethetd.)

a
Ekkor tetszéleges a esetén ha 10571 < a < 10¥, akkor az ToF -1 tort
végtelen szakaszos tizedestort alakja O,aa... lesz. Ezt az eredmény meg-
forditva is felhasznalhatjuk: az 0,aa ... alaki végtelen szakaszos tizedestort
a

alakja ———.

ERTI

Az el6z6 eredményeink alapjan megfogalmazhatjuk a kovetkezs (bizonyi-
tast nyert) tételt:
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14.1. Tétel. Egy valos szam tizedes tort alakja akkor és csak akkor szaka-
8z0s, ha a szdm raciondlis.

14.1. Definicioé. Azokat a szakaszos tizedes torteket, amelyekben az ismét-
16d6 szakasz rogton a tizedes vessz§ utan kezdédik — vagyis a qo,q1q2 - . . Gk
alakiakat — tiszta szakaszos tizedes torteknek nevezziik, a tobbit pedig vegyes
szakaszos tizedes térteknek. Amennyiben az ismétl6ds szakasz pusztan a 0
szamjegybdl all, véges tizedes tortrél beszéliink. (Véges tizedes tortek esetén
a 0 szakaszt 4ltalaban nem szoktuk kifrni.)

Megjegyzés. A tizedes tort fogalmanak hatterében — mint azt korabban
emlitettiik — a végtelen sor fogalma hitizédik meg: a qo,q1¢2qs . . . tizedes tort
alak, a qo+q1107 4+ 21072+ ¢31073 4. . . végtelen Gsszeget jelenti. A fentiek
soran kihasznaltuk, hogy ha 0 < q1, q2, g3, - - . < 10, akkor ez a sor konvergens;
tovabba hogy két konvergens sor Osszege és kiilonbsége is konvergens, és
hatarértéke a két sor hatarértékének Osszege, illetve kiilonbsége.

Erdemes megjegyezni, hogy bar minden valos szam el6all z = ¢y +
@107 + 21072 + 31073 + ... (0 < q1,¢2,43,... < 10) alakban, ez az
elsallitas nem minden raciondlis szam esetén egyértelmt, igy ha az ebben
az elGallitasban szerepls egylitthatok segitségével felirt qg,q1goqs ... alakot
tekintjiik a szam tizedes tort alakjanak, akkor bizonyos raciondlis szamok
nem csak egyféleképpen irhatok fel tizedes tort alakban.

Meggondolhato, hogy példaul a 0,49 és a 0,50 ugyanannak a racionalis
szamnak — az — -nek — kétféle tizedes tort alakja. Bizonyithato, hogy bar-

melyik racionélis szam ennek megfelelGen legfeljebb kétféleképpen irhato fel
tizedes tort alakban, és ezen beliil pontosan azok irhatok fel kétféleképpen,
amelyek felirhatok véges tizedes tortként. Az Gsszes tobbi racionalis (és az
Osszes irraciondlis) szam tizedes tort alakja egyértelmd. (Az olyan tizedes tort
felirasokat, amelyekben egy helyiérték utan csak 9-es szerepel, nem tekintjiik
korrekt tizedes tort felirasnak.)

Példaink koziil a kovetkez§ racionélis szamok tizedes tort alakja volt veé-

ges:
L3 s 73 5 T 12
2727 27 27 4 4 4 4 5 5
34 135 7T 13 79
55 8 8 8 8 100 100 10" 10’
o2 45 123 4 12
373 3 3 v v v v 9 9
4 5 1 2 3 4 1 2 3 4
9> 9 11’ 117 117 117 13> 13" 13" 13
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a kovetkezGké vegyes szakaszos:

1 5 7 11 1 ) 7 11

6 6 6 6 127 127 127 12°

A tovabbiakban azt fogjuk megvizsgalni, hogy a és b megvalasztasatol

fligg&en, milyen lesz az 7 (a,b € Z) tort tizedes tort alakja. Mivel minket
a
most csak az 7 szam tortrésze érdekel, elegendd, ha vizsgélatainkban a 0 <

a
a < b esetre szoritkozunk. Azt is fel fogjuk tételezni, hogy 3 mar a redukalt

alakja a vizsgalt tortnek.

14.2. Tétel. Legyen a < b és (a,b) = 1 (a,b € NT). Ekkor az % tortnek
akkor és csak akkor van véges tizedes tirt alakja, ha b = 255" alaki (s,t € N).

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy % véges tizedes tort alakba irhatd, vagyis

a .
gzov(hq2---q¢()-

Ekkor ”
1025 =qq---¢ (EN),
igy ,
10'a =q1qz---q; - b.

Mivel b nyilvanvaléan osztoja az egyenléség jobb oldalanak, osztania kell a
balt is, tehat b | 10’a. Ez csak tgy lehetséges, ha b | 10%, hiszen (a,b) = 1.
Ekkor viszont (a 6.3 tétel miatt) b primtényezss alakjaban csak 2-es és 5-0s
primtényezdk szerepelhetnek.

Megforditva, tegyiik fel, hogy b = 2°5!, ahol mondjuk (0 <)s < t. Ekkor

a a 2t=sq

b 255t 10t

marpedig egy egész szamot tiz egy hatvanyaval osztva véges tizedes tortet
kapunk. [

14.3. Tétel. Legyen a < b és (a,b) =1 (a,b € N ). Ekkor az % tort tizedes

tort alakja akkor és csak akkor tiszta szakaszos, ha (b, 10) = 1.

. oy s a . . .. .
Bizonyitas. Ha 7 tizedes tort alakja tiszta szakaszos, vagyis

a ) )
7= 0,412 - - - G,
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akkor
a .
10k5 =qQq2 - Q9192 - - - Gk
igy
a
(10% — 1)5 =%k
vagyis

(10% — 1)a =qiqz---qx - b.

Ekkor viszont b | (10¥ — 1)a, amibél (a,b) = 1 miatt kovetkezik, hogy
b| (10¥ —1). Mivel 10* — 1 relativ prim a 10-hez, minden osztéja, igy b
is relativ prim a 10-hez.

Megforditva, tegytik fel, hogy (b, 10) =1, és

a . .
7= 0,192 . - - GiGi+1 - - - Gk,

ahol az
a=b-0+a (ahol 0 < a < b),
10a = bgy + r, (ahol 0 < ry < b),
1071 = bgo + 19 (ahol 0 < ry < b),
10re = bgs + 13 (ahol 0 < r3 < b),
10r;_1 = bg; + 15 (ahol 0 < r; < b),
10rp_1 = bqp + 11 (ahol 0<r, < b),
maradékos osztassorozat soran felléps a, r1, 72, 3, ... maradékok kozil ry

az els6 olyan, amely megegyezik valamelyik korabban kapott maradékkal
(mondjuk r;-vel). Ha viszont r = r;, akkor

10(rk—1 — ri—1) = blqr — q;) + 11 — 74 (0 <rg_q,mi—1 <),
0

vagyis b | 10(rx—1 — ri—1), amibél (b, 10) = 1 miatt kovetkezik, hogy

b ’ Tk—1 —Ti-1-

Mivel (0 < rp_1,7i—1 < b) és igy (0 < |rp—1 — 7i—1] < b), ez csak ugy
lehetséges, hogyha |rg_q — ri—1] = 0, vagyis rp—1 = r;—1. Ez viszont azt
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jelenti, hogy ha ry nem az elsének kapott maradékkal (a-val) egyezne meg,
akkor nem lehetne 6 az els6ként megismétl6dé maradék, hiszen ekkor méar
rp—1 is megegyezne egy korabban kapott maradékkal (r;_i-gyel).

Ezek szerint rp = r; = a, emiatt ry.1 = ri41 = q1, tehat az ismétléds
szakasz elsé tizedes jegye g1, a tizedes tort tiszta szakaszos. [

Megjegyzés. Konnyen meggondolhato, hogy % ((a,b) = 1) tizedes tort

alakja akkor és csak akkor lesz tiszta szakaszos, ha b-nek van 10* — 1 alaku
tobbszorose. Azt, hogy ez akkor és csak akkor teljestil, ha (b, 10) = 1, egyrészt
a fenti tétel bizonyitja, masrészt a kovetkezSképpen is meggondolhatjuk:

Ha (b,10) = 1, akkor az Euler-Fermat-tétel (8.13. Tétel) értelmében
109®) = 1 (mod b), vagyis k = ¢(b) esetén b | 109() —1; ha pedig (b, 10) # 1,
akkor b minden t6bbszordse péaros vagy b-tel oszthato, igy egyik sem végzsd-
het 9-esre.

Megjegyzés. A 14.3. Tételbsl az kovetkezik, hogy az % ((a,b) = 1)
racionalis szam tizedes tort alakja akkor és csak akkor vegyes szakaszos,
ha b primtényez6i kozott olyan is szerepel, amely relativ prim a 10-hez, és
olyan is, amely nem. Kénnyen meggondolhat6, hogy azoknak a — nem egész —
racionélis szamoknak, amelyeknek kétféle (egy véges és egy végtelen) tizedes
tort alakja is van, mindkét alakja vegyes szakaszosnak tekinthetd.

Osszefoglalva: az 4 (a,b € Z, (a,b) = 1) racionalis szam tizedes tort
alakja mindig szakaszos. Ezen beliil lehet véges vagy végtelen, illetve tiszta
szakaszos vagy vegyes szakaszos. Azoknak a racionélis szamoknak, amelyek-
nek van véges tizedes tort alakjuk (az ismétl6ds szakasz a 0 szamjegybdl all),
van végtelen is (ahol az ismétl6ds szakasz a 9-es szamjegybdl 4ll). Ezen beliil
az egész szamok (mindkét) tizedes tort alakja tiszta szakaszos, a nem egész
szamoké vegyes szakaszos.

Az % (a,b € Z, (a,b) = 1) racionalis szam tizedes tort alakja:

e véges ¢és tiszta szakaszos akkor és csak akkor, ha b = 1.

e véges és vegyes szakaszos, akkor és csak akkor, ha b #= 1, és nincs 2-t61
és 5-t61 kiilonb6z8 primtényezdje.

e végtelen és tiszta szakaszos, akkor és csak akkor, ha b # 1, és (b, 10) =
1.

e végtelen és vegyes szakaszos, akkor és csak akkor, ha b-nek van 2-t61 és
5-t61 kiilonb6z8 primtényezdje, de (b, 10) £ 1.
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Vesszis tortek

Egy tetsz6leges x valds szam nemcsak
=g+ q@l0 + 102+ 10 +...  (0<q1,q2,3, ... < 10)
alakban irhato fel, hanem tetsz6leges t > 2 egész szam esetén
xr =co+ clt_l + czt_2 + 0315_3 +...

alakban is, ahol 0 < ¢q1,¢9,c3,... < t. Az ebbdl kapott cg, cicacs . .. alakot,
az x szam t szamrendszerbeli vesszGs tort alakjanak nevezik.

1 1
Nézziik meg példaul az 5 2z 3 és az 5 vesszOs tort alakjat néhany

szamrendszerben (a tizes szamrendszerben irt szamok also, 1o indexét az
egyszeriibb jelolés érdekében elhagyjuk):

t=2: 1_1 =0,1 1_1 =0,01 1_ 1 = 0,001
97T 102 T 37T 112 T 6 1102 2
t=3: 1 =0.1 1_1 =0,1 1_1 =0,01
T gy 3103 % 6 203 3
t=4: L =0,2 1 =01 1_1 = 0,02
T g, 34 6 124 4
t=5: L =03 Y03 L_L o0
Ty 35 0 ° 6 115 °
t=6: L =0,3 1 =0,2 1_1 =0,1
IR PR 3¢ 0 6 106 ' °

1 . 1 : 1 )
t=7: = =03 - =02 = =0,

27 7 37 7 67 ’

1 1 .. 1 ..
t=8: = =04 - =025 ~ =0,125

28 8 38 8 68 8

1 , 1 1 .
t=8 - =04 - =03 - =0,14

29 o 39 o 69 o

Megvizsgalva néhany racionalis szam vesszds tort alakjat kiilonb6z6 szam-
rendszerekben, szamos érdekességet fedezhetiink fel. Megallapithatjuk példa-
ul, hogy a racionalis szamok tizedes tort alakjaval kapcsolatos allitasainkhoz
hasonlok tetszdleges szdmrendszerben teljesiilnek, azaz:

14.4. Tétel. Legyen t > 2 tetszbleges egész szam. Vizsgdljuk a,b € Nt mel-
lett az % tortet.

(i) Egy valds szdm vesszds tort alakja t alapi szdmrendszerben akkor és
csak akkor szakaszos, ha a szdm raciondlis.
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(i) Ha a vizsgdlt tortre (a,b) = 1, akkor t alapi szdmrendszerben akkor és
csak akkor van véges vesszds tort alakja, ha b minden primtényezdje
osztdja t-nek.

(i4i) Ha a vizsgdlt tortre (a,b) =1, ekkor t alapi szamrendszerben akkor és
csak akkor tiszta szakaszos a vesszds tort alakja, ha (b,t) = 1.

Az allitasok a 14.1., a 14.2. és a 14.3. Tételekhez hasonléan bizonyitha-
toak.

Megjegyzés. A tizedes tort alakhoz hasonléan a vesszGs tort alak sem
. 1
mindig egyértelmd. A 0,15 és a 0,015 példaul egyarant az 3 racionalis szam
10

2-es szamrendszerbeli vesszGs tort alakja. Altalaban is igaz, hogy azoknak (és
csak azoknak) a racionalis szamoknak, amelyeknek ¢ alapu szamrendszerben
felirt vesszds tort alakjaban az ismétlsdd szakasz a (& — 1)-es szamjegybdol
all, van — ugyanebben a szdmrendszerben — véges vesszGs tort alakja is.

Feladatok

1. Irja fel a kovetkezd tizedestorteket tort alakban!

0,16
0,153
0,431
0,4321
1,301276

2. Allapitsa meg a kivetkez tortekrdl, hogy a tizedes tort alakjuk tiszta
szakaszos-e vagy vegyes; véges vagy végtelen-e?

2
. —
6
3
. —
6
6
° —
4
16
°« —
24
105
-
24

3. Igaz-e, hogy két tiszta szakaszos tizedes tOrt Gsszege is tiszta szakaszos?
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4. Igaz-e, hogy két vegyes szakaszos tizedes tOrt Osszege is vegyes szaka-
szos?

5. Igaz-e, hogy két véges tizedes tort Osszege is véges?

6. Igaz-e, hogy két végtelen szakaszos tizedes tort 0sszege is végtelen sza-
kaszos?



15. fejezet

TESZTEK

Az alabbi tesztkérdések mindegyikében egyetlen helyes vélaszt kell megjeldl-
ni. (Megoldéasok a 214. oldalon.)

Alapok

1. Melyik nem ad meg relaciét az aldbbiak koziil? Tetsz6leges a, b elemek
yalljanak relacioban” egymassal, ha

2. Az alabbiak koziil melyik tulajdonsaggal rendelkezik a < relacio?

(a) szimmetria

(b) tranzitivités
(c) irreflexivitas
(d) trichotoémia

3. Melyik ekvivalenciarelécié az alabbiak koziil? Tetsz6leges a, b elemek
alljanak relaciéban egymaéssal, ha

197
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1
4. Egy mértani sorozat els§ két eleme —1 és —5 Adja meg az elsg 10

eleme Osszegét!

341
(a) 512

1
(b) 1024

(c) 1
(d) Nem létezik az Osszeg.
5. Egy mértani sorozat elsd két eleme —1 és 1. Adja meg az elsé 10 eleme
Osszegét!
(a) —1
(b) 0
) —10
) Nem létezik az Osszeg.
-1

8
6. Melyik tag nem fordul el a > > (i + j) Osszegben?
=5 j=—2

8 -1
7. Mivel egyenl a > > (i + j) Osszeg?
i=5 j=—2

Oszthat6sag, maradékos osztas

1. Melyik szamnak van pontosan 4 pozitiv osztdja az alabbi szamok ko-
zil?
(a) O
(b) 3
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2. Melyik szam nem t6bbszordse az alabbiak kozil a 24-nek?

)
) 24

) —24
(d) 12

3. 1. (a+0)", 2. (a—0b)", 3.a" 40", 4.a" = b"

A fentiek koziil melyik oszthaté minden n természetes szamra (a — b)-
vel?

a) 1. és 2.
b) 1. és 3.
c) 2. és 3.
d) 2.

_ —_~ o~

és 4.

—

4. 1. (@+b)"  2.(a—b",  3.a"+b", 4 a"—b"

A fentiek koziil melyik oszthaté minden n természetes szamra (a + b)-
vel?

(a) =5
(b) —6
(c) 6
(d) 5

(a) —38

(b) 36
) 37
) =37
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Szamrendszerek, oszthatosagi szabalyok

1. Az aladbbiak koziil melyik a 247 szam 5-0s szamrendszerbeli felirasa

(a) 5
(b) 7
(c) 9
(d) 10

3. Az alabbiak kozil melyik alapd szamrendszerben nem lehet a 3-mal
valo oszthatosigrol a szamjegyek Osszege alapjan donteni?

(a) 3
(b) 4
(c) 7
(d) 10

4. Az alabbiak koziil melyik alapt szamrendszerben nem lehet a 2-vel valo
oszthatoségrol az utolso szamjegy alapjan dénteni?

(a) 2

(b) 4

(c) 5
(d) 8

5. Melyik nem lehetett egy olyan szdmrendszer alapszama, amelyben az
utolsé szamjegy, valamint a szdmjegyek Osszege vagy valtott elGjelid
Osszege alapjan eldonthetd, hogy egy szam oszthato-e 301g-cal?

(a) 5

(b) 9

()

(d) 12

a

6. Melyek azok a szamok az aldbbiak koziil, amelyekkel valé oszthato-
sag tetszGleges alapt szdmrendszerben eldonthets az utolsé szamjegy,
valamint a szamjegyek Gsszege vagy valtott elGjel Osszege alapjan?
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Legnagyobb kozos oszto, legkisebb k6z6s tobbszoros

1. Az euklideszi algoritmus soran hanyadik maradékos osztéssal adja meg
148 és 218 legnagyobb ko6z0s osztojat?

(a) 1
(b) 2
(c) 3
(d) 4

2. Mivel egyenls (126, 60)7

4. Két szam legnagyobb kozos osztoja 4, legkisebb kozos tobbszorose 24.
Melyik nem lehet ez a két szam az alabbiak koziil?
(a) 4¢és24
(b) 8es 24
(c) 6 és24
(d) 8 6s 12
5. Legyen (a,b) = 1! Melyik allitas nem teljesiil ekkor az alabbiak koziil?

(a) Ha d | a, d | b, akkor |d| = 1.
(b) Ha a | ¢, akkor (b,c) = 1.
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(c) Ha ¢ | a, akkor (b,c) = 1.
(d) Ha |d| > 1, d | a, akkor d 1 b.

6. Lehet-e két természetes szdm legnagyobb kozos osztdja egyenls a leg-
kisebb ko6z6s tobbszorosével?

(a) Nem, mert a legnagyobb kozos oszt6 mindig nagyobb, mint a leg-
kisebb ko6z0s tobbszoros.

(b) Nem, mert a legnagyobb k6zos osztoé mindig kisebb, mint a legki-
sebb ko6z0s tObbszoros.

(c) Igen, de csak ha mind a két szam 1-gyel egyenls.
(d) Igen, de csak ha az egyik 1-gyel egyenls, a mésik meg nem.

Felbonthatatlan szam, primszam

Az a + by/2 alaki szamok (ahol a és b egész szamok) korében ugyanigy
elvégezhet§ az Osszeadés, a kivonas és a szorzas, mint az egész szamok koré-
ben, tovabbéa a szokisos mitiveleti tulajdonsigok is teljesiilnek. Nevezziik ezt
a halmazt a megszokott miiveletekkel és miiveleti tulajdonsidgokkal Ho-nek.
A t6bbszoros szokéasos definicidja (2.1. Definicio) értelmében van értelme két
szadm szorzatat mindkét szam tObbszorosének nevezni. Hasonléan, az osztd
fogalom is értelmezhetd.

1. Melyik nem egység Ha-ben? (Vagy azért, mert nincs benne, vagy azért,
mert nem osztoja minden elemnek.)



Fried Katalin — Korandi Jozsef — Torok Judit: A szamelmélet alapjai 203

A szamelmélet alaptétele

1. Melyik szdmnak nem 8 az osztéi szama a kévetkezdk koziil?

d) 2-3-5-7

2. Melyik két szamnak van ugyanannyi osztoja?

(a) d(2) <d(3) <d(4) < d(5)

(b) d(3) < d(4) <d(5) < d(6)

(c) d(7) < d(8) <d(9) <d(10)
(d) d(13) < d(14) < d(15) < d(16)

A primszamokrol

1. A nagy primszamtétel alapjan milyen nagysagrendi becslés adhato a
primszamok szamara 10'0-ig?
(a) 10%-In10
10°
logge
107
In 10

C

(d)

Kongruencia

1. Milyen modulus szerint lehet kongruens 5 és 177

(a) 4
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2. Az alabbiak koziil melyik modulus szerint nem kongruens az 5 és a 177

b
¢
d

—_~ o~

6
9

—
o D T

12

—

3. Mivel kongruens a 45 modulo 137

(a) 9

(b) 19
(c) 29
(d) 39

~ — ~—

4. Melyik teljes maradékrendszer modulo 77

(a) —3, 3, 13, 23, 33, 43, 53
(b) 7, 14, 21, 28, 35, 42, 49
(¢) 1,2,3,4,5,6

(d) 1,9, 17, 25, 33, 41, 49
5. Melyik redukalt maradékrendszer modulo 77

(a) —3, 3, 13, 23, 33, 43, 53
b) 1,2, 3,4,5,6,7
)
)

—

(c) 1,2,3,4,5,6
(d) 1,9, 17, 25, 33, 41, 49

6. Ha p(n) = 6, akkor az alabbiak koziil melyik nem lehet az n?

(a)
(b)
(c) 14
(d) 21

NeREEN|

—_

7. Melyik értéket nem veszi fel a ¢ fliggvény?

—~ —~
A T
— e N N
I N R
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Linearis kongruenciak

1. Az alabbi lineéris kongruenciak koziil valasszuk ki azt, amelyiknek nin-
csen megoldésal

(a) 22 =13 (mod 6)
(b) 2z =6 (mod 13)
(¢) 13z =6 (mod 2)
(d) 13z =2 (mod 6)

Linearis diofantoszi egyenletek

1. Melyik linearis diofantoszi egyenlet vezethets vissza a 3x = 4 (mod 8)
kongruenciara?

(a) 3z +8y=—4
(b) 3z +4y =38
(c) 3x +8y =14
(d) 3z —4y = -8
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2. Melyik kongruencia nem feleltethet6 meg az 5a — 7b = 11 lineéris
diofantoszi egyenletnek? (A kongruencia akkor feleltethetd meg a dio-
fantoszi egyenletnek, ha ugyanazon egész szamokra teljesiilnek.)

(a) 5a =7b (mod 11)
(b) 5z =11 (mod 7)
(¢) 7Tz =5 (mod 11)
(d) 7x =11 (mod 5)

3. Hany megoldasa van a 16a + 20b = 15 diofantoszi egyenletnek?

a

(a)
(b)
)
)

= = O

(c

(d) végtelen sok

-nél tobb, de véges sok

4. Hany megoldasa van a 16a + 12b = 32 diofantoszi egyenletnek?

(a)
(b)
()

)

(d) végtelen sok

= = O

-nél tobb, de véges sok

Néhany nevezetes diofantoszi probléma

1. Hany természetes (pozitiv egész) szam nem lehet egy pitagoraszi szam-
harmas egy tagja?

b

(c
(d

(a) 0
(b) 1
) 2
) 2-nél tobb

2. Az alabbiak koziil melyik szam nem allhat el két négyzetszam kiilonb-
ségeként?
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3. Az aldbbiak koziil melyik szam nem éallhat el6 két négyzetszam kiilonb-
ségeként?

(a) 8

(b) 9

()

(d)

4. Az alabbiak koziil melyik szam irhato fel két négyzetszam Osszegeként?

—_

0
1

—_

10
0
0
10

[\

a
b
c
d

—_
w

—~~
—
=~

—

)
)
)
)

—
ot

Szamelméleti fliggvények

1. Melyik, a ¢ szamelméleti fiiggvényre vonatkozd allitas igaz?

(a) ¢ soha nem vehet fel paratlan értéket.
(b) ¢ csak egyszer vesz fel paratlan értéket.
(c) ¢ csak kétszer vesz fel paratlan értéket.

(d) ¢ végtelen sokszor vesz fel paratlan értéket.
2. Melyik, a d szamelméleti fiiggvényre vonatkozé allitds hamis?

(a)
(b)
()
(d) Van olyan természetes (pozitiv egész) szam, amelyet d nem vehet
fel fliggvényértékként.

d soha nem vesz fel paros értéket.
d soha nem vesz fel paratlan értéket (csak az 1-ben az l-et).

d tetsz6leges természetes szamot felvehet fliggvényértékként.

3. Melyik allitas helyes a o szdmelméleti fiiggvényre?

(a) o(n) soha nem lehet n-nél nagyobb.
(b) o(n) soha nem lehet n-nél kisebb.
(c) o(n) soha nem lehet n-nel egyenls.
(d) o(n) soha nem lehet 2n-nel egyenld.

4. Melyik allitas hamis?

(a) Az n — p(n) Osszegzeési fiiggvénye n helyen n.



208 15. Fliggelék (A racionalis szamok tizedes tort alakja)

(b) Az n > n Osszegzési fiiggvénye n helyen o(n).
(c) Az n ~— n? fiiggvénynek az Osszegzési fiiggvénye az n
n(n+1)(2n+1)
6
(d) Az n — d(n) figgvény megforditasi fliggvénye az n — 1 fliggvény.

Tokéletes szaAmok

1. Az alabbiak koziil melyikre teljesiil, hogy o(n) < 2n?

Fiiggelék (A racionalis szamok tizedes tort alakja)

1. Az alabbiak koziil melyik szam tizedes tort alakja nem véges?

6
10
10
6
3
12
12
3

2. Az alabbiak koziil melyik szam tizedes tort alakja tiszta szakaszos?

Sl T
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@ o

3. Melyik kozonséges tizedes tort alakja a 0,345

345

9
815
99
345

999
345

9999

4. Melyik tort lesz végtelen vesszs tort?
(a) = a 3-as szamrendszerben

a 2-es szamrendszerben

a 3-as szamrendszerben

a 3-as szamrendszerben

WIN N RN~ W
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A tesztek megoldasa

Alapok 1. (c) 2. (b) 3. (d) 4. (a) 5. (b) 6. (d) 7. (a)
Oszthatosag, maradékos osztas 1. (¢) 2. (d) 3. (d) 4. (a) 5. (d) 6. (a)

Szamrendszerek, oszthatdsagi szabalyok 1. (c) 2. (b) 3. (a) 4. (¢) 5. (d)
6. (c)

Legnagyobb k6z6s oszto, legkisebb k6zos tobbszorss 1. (c) 2. (c) 3.
(d) 4. (c) 5. (b) 6. (c)

Felbonthatatlan szam, primszam 1. (c) 2. (d)

A szamelmélet alaptétele 1. (d) 2. (c¢) 3. (d)

A primszamokrél 1. (b)

Kongruencia 1. (d) 2. (c¢) 3. (b) 4. (d) 5. (¢) 6. (d) 7. (c)

Linearis kongruenciak 1. (a) 2. (a) 3. (b) 4. (d)

Linearis diofantoszi egyenletek 1. (¢) 2. (c) 3. (a) 4. (d)

Néhany nevezetes diofantoszi probléma 1. (c¢) 2. (d) 3. (c¢) 4. (c)
Szamelméleti fliggvények 1. (c) 2. (c) 3. (b) 4. (¢)

Tokeéletes szamok 1. (b) 2. (d)

Fiiggelék (A racionalis szamok tizedes tort alakja) 1. (b) 2. (a) 3. (¢)
4. (c)

A konyvhoz tartozd vided megtekintése: www.cs.elte.hu/ kfried/
algebral/kettedestort.avi
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