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Bevezetés

Ez a konyv egy haromkotetes elektronikus jegyzet mésodik kotete, amely a
klasszikus algebraba vezeti be a tanar szakos hallgatokat, témaja pedig a komp-
lex szamok, polinomok, polinomegyenletek, linearis egyenletrendszerek — és
ezekhez kapcsolodd — témakorok.

Igyekeztiink azokra az alapvetd ismeretekre szoritkozni, illetve részletesen ki-
térni, amelyek a tanitas soran (akar burkoltan is) felmeriilhetnek. Tovabba
igyekeztlink az egyetemi szintd ismereteket 0sszeftizni a korabban tanultakkal,
hogy megkonnyitsiik az uj (fajta) ismeretek feldolgozasat.

Munkankban sokan segitettek, kiilon koszonettel tartozunk Komjath Péter-
nek, a konyv korabbi verziojanak lektordlasaért, illetve Hermann Péternek és
Fried Ervinnek onzetlen segitségiikért, amellyel nagyban segitették a munkan-
kat. Koszonetlink Hraskoé Andrasnak, aki a javitott, elektronikus kiadast nézte
at, valamint Pogats Ferencnek a lelkiismeretes lektori munkajaért.

A konyv héarom részre tagozodik:

Szamelmélet Ez a rész az altalanos- és kozépiskolaban tanult szamelméleti
ismereteket kivanja megalapozni, rendszerezni és kiegésziteni. Lényegében az
oszthatosag fogalmatol elindulva jutunk el a kongruenciakig és a szamelméleti
fiiggvényekig. Utalas torténik a mai modern szamelméletnek — ha nem is a
modszereire, de — néhény problémajara és eredményére. A feldolgozas soran
— tekintettel arra, hogy ez a rész kapcsolodik a legkozvetlenebbiil az altalanos
iskolai anyaghoz — folyamatosan szem el6tt tartottuk az iskolai alkalmazésokat,
még ha nem is mindig tértiink ki ra.

,Klasszikus” algebra Ebben a részben megprobaljuk osszefoglalni azokat a
(klasszikus) algebrai ismereteket, amelyek meggy6z&désiink szerint az algebrai
alapmitiveltség részét képezik, és amelyekre a hallgatoknak egyéb tanulményaik
soran is szitkségiik lehet. Igy bevezetjiik a komplex szamokat, szolunk polino-



mokrol és polinomegyenletekrél, valamint még szamos olyan dologrél, amelyek
neve egy ilyen bevezetésben valészintleg inkabb ijesztéek semmint lelkesitGek
lennének, igy most fel sem soroljuk ezeket. A feldolgozas soran folyamato-
san hasznalni kezdjiik az (absztrakt) algebra kifejezéseit, de ez mar igazabol a
kovetkez6 részhez tartozik. Ime:

,Modern” algebra Manapsag leginkabb ezt szokés algebranak nevezni. Eb-
ben a részben megismerked (het)iink a mai matematika (és részben fizika, kémia
stb.) egészét athato absztrakt” gondolkodasmod alapfogalmaival, alapvetd, il-
letve elemi tételeivel. Kideriil(het), hogy hol mindeniitt fordulnak els ,algebrai”
megfontolasok az analizis témakoreiben, hogy miért nem geometriai, hanem al-
gebrai probléma példaul a ,kor négyszogesitése”, de még akar az is megtudhato,
hogy mik azok a racionélis szamok.

Megjegyzés

Ez a jegyzet nem konyv. Nem kivan tehéat az egykori és mai algebra és szam-
elmélet barmiféle 6sszefoglaldo miive lenni.

Ez a jegyzet nem elGadésjegyzet. Torekvéseink ellenére sem gondoljuk, hogy
ez a munka teljesen helyébe tudna lépni az el6adasokon valo jegyzetelésnek.

Ez a jegyzet nem puska. Nem potolja tehat a hallgatd egyéni (meg?)barat-
kozasat az anyaggal, a definiciok, tételek, bizonyitasok, példak és ellenpéldak
végiggondolasat, tjraalkotaséat, kiegészitését, megértését, ellendrzését. Nem
titkolt célunk annak elérése, hogy ki-ki képes legyen sajat példakat talalni az
egyes fogalmakra vagy akar befejezni (mas modon) vagy tjragondolni sajat
kutfejébdl egy-egy bizonyitast. (Az,,a dolog részletesebb megfontoldsdt az olva-
sora bizzuk” tipusi mondatok csadbitdsdnak mi sem mindig tudtunk ellenéllni,
de azt azért jo szivvel nem tudjuk javasolni, hogy valaki egy vizsgan csupan
arra hivatkozzon, hogy a szoébanforgo dolog ,nyilvanvalo”.) Mindenki sajat fe-
lelgssége (ami egyszersmind a javat is szolgalja), hogy ezeket az allitasokat
ellendrizze.

Végezetiil: reméljiik, hogy ez a jegyzet komoly segitséget jelent mindazoknak,
akik ért6 modon, figyelmesen olvassak-forgatjak. Amennyiben igy lesz, akkor
ebben nagy része van a lektoroknak és mindazon hallgatoknak, akik észrevéte-
leikkel, megjegyzéseikkel és tanacsaikkal tamogatték e jegyzet megsziiletését,
amiért ezuton is szeretnénk mindannyiuknak készonetet mondani.

a szerzok



I. rész

A komplex szamok



1. A komplex szamok bevezetése

A torténelem soran elGszor a természetes szamok alakultak ki, majd a tortek,
a negativ egész, illetve tort szamok, és idékozben a szamirashoz a 0 is. Ezek
mind gyakorlati fontossaggal birtak mar évezredekkel ezelGtt is.

Az irracionalis szamok — és azok algebrajanak — felfedezése azonban csak alig
néhany széz éve kezdddott el.

Az okorban is tudtak ugyan réla, hogy vannak olyan mennyiségek, amelyek
aranya nem fejezhetd ki két természetese szdm aranyaként, am emiatt nem
valtoztattak meg a szamokrol alkotott fogalmukat. Erre nem is volt sziiksé-
glik. Gondoljunk csak bele, hogy barmilyen pontossiggal frunk le egy valos
szamot tizedestort alakban, csak racionalis lehet (mert véges). Esetleg tudjuk
jelolni, ha egy tizedestort szakaszos végtelen, am az is racionélis. A mindenna-
pi életben (piacon, szobafestéskor, karacsonyi ajandékok csomagolasa kézben)
nincs sziikség az irracionélis szamokra, csak azok (valamilyen pontossaggal
megadott) racionalis kozelitésére.

Persze példaul a v2 jeloléssel le tudunk frni egy irracionélis szamot. De ez
més alak, ez csak egy szimbolum, ami mindossze annyit jelent, hogy egy olyan
szdm, amelynek a négyzete 2, az x> = 2 ,egyenlet egy megoldasa”. Ha akko-
riban, amikor csak a racionalis szamokat ismerték, keresték volna az x* = 2
egyenlet megoldéasat, nem talaltak volna. A racionélis szamok korében ennek
az egyenletnek nincsen megoldésa. Mi azonban ismerjiik a valos szamokat, és
a valos szamok korében meghatarozhatjuk mindkét gyoket (v/2, —v/2).

A valés szamoknak is vannak azonban korlatai: az 22 = —1 egyenletnek ebben a
szamkorben sincs megoldésa, mert nincs olyan valés szam, amelynek a négyzete
negativ.

Ha viszont lenne egy olyan szamunk, amelynek a négyzete —2, akkor — a valos
szamokon ,ismert azonossag” alapjan — az 0sszes tobbi negativ valds szam négy-
zetgyokét ki tudnank fejezni. A —4 négyzetgyoke példaul v—4 = /2 - (=2)
miatt lehetne v2-v/—2, ha szabad lenne ilyen atalakitast végezni. Megnyugta-



tasul: abszolute nem szabad! (A valos szamok korében olyan azonossag, hogy
Vab = v/a - Vb - nézzen csak utana a kedves olvaso — nincsen!)

Technikai okokbol az tiinik célszertinek, hogy konkrétan a —1 négyzetgyokére
(ami nem biztos, hogy létezik, és nem biztos, hogy egyértelmii) vezessiink be
egy szimbolumot, mondjuk az ¢ bettt. (Az, hogy nem biztos, hogy létezik,
arra utal, hogy attol, hogy valamirél beszéliink, még nem biztos, hogy létezik.
Beszélhetnénk a 0 reciprokarol, attol az még nem lesz. Errdl ennyit.)

1.1. A komplex szamok szemléletes bevezetése

Az algebra egyik célja az algebrai strukturak vizsgalata.

Az algebrai struktira olyan nem iires halmaz, amelyen értelmezve van egy vagy
tobb mtvelet, és a miiveletek adott tulajdonsiggal, tulajdonsagokkal rendel-
keznek.

A valoés szdmok tulajdonsagaival korabban méar megismerkedtiink. Foglaljuk
Ossze, melyek ezek!

A valos szamok halmazéan értelmezve van két miivelet, az 6sszeadas és
a szorzas.

Az 0sszeadds
— kommutativ (felcserélhetd), vagyis Va,b € R esetén a + b = b + a;

— asszociativ (tarsithato), vagyis Va,b,c € R esetén (a +b) +c=a+ (b+c¢)
(ilyenkor a zarojelet szokas is elhagyni: a + b+ ¢, bar ez teljesen indokolatlan,
mert azt az érzetet kelti, mintha lenne egy haromvaltozos osszeadas);

— invertalhato (megfordithato), vagyis Va,b € R esetén az a +x = b (és az
y+a = b) ,egyenleteknek” létezik z, y megoldéasa a valos szamhalmazban.

Ezt gy is meg lehet fogalmazni, hogy létezik az Osszeadéas egységeleme (ez
a 0), amelyre teljesiil, hogy Ya € R esetén a + 0 = 0 4+ a = a, valamint
minden elemnek létezik az additiv (Osszeadas szerint) inverze: Va € R esetén
Jdd’, amelyre a +a = a' +a = 0.

A szorzds
— kommutativ: Va,b € Resetén a-b=1>0-a;

— asszociativ Va,b,c € Resetén a- (b-c) = (a-b) - ¢ (ilyenkor a zarojelet itt
is szokés elhagyni: a - b - ¢, bar ez is teljesen indokolatlan, mert azt az érzetet
kelti, mintha lenne egy haromvaltozos szorzas);



— van multiplikativ egységeleme: van olyan elem (ez az 1), amelyre teljesiil,
hogy Va € R esetén a -1 = 1-a = a, tovabba a nullatol (az additiv
egységelemtdl) eltekintve minden elemnek van multiplikativ inverze:
Va € R\ {0} 3a", amelyre a-a”" =a" -a=1

Az dsszeaddst és a szorzdst dsszekapcsolja a disztributivitds, mégpedig a szor-
zas disztributiv az 6sszeadasra: Va,b,c € Resetén a-(b+c) =a-b+a-c.

Az ilyen tipusu strukturdkat (amelyek a félkovér bettikkel kiemelt tulajdonsa-
gokkal rendelkeznek) az algebraban testnek nevezziik.

Tovabbi fontos tulajdonsagai vannak a valos szamoknak. FEzeket nem nehéz
levezetni az el6bb felsorolt tulajdonsiagokbol, most nem bizonyitjuk be.

1. Minden valés szém 0-szorosa 0.

2. Az is teljesiil, hogy két valos szdm szorzata csak gy lehet nulla, ha a szorzat
valamelyik tényezGje nulla.

Amikor tehat ki akarjuk béviteni a valds szamokat a v/ —1-gyel, akkor olyan
halmazt keresiink, amely

e tartalmazza a valds szamokat,

e a valds szamokon értelmezett két mtvelet ezen a b&vebb halmazon is
elvégezhets legyen,

e az Osszeadéds és a szorzas szokasos miiveleti tulajdonsagai tovabbra is
teljesiiljenek a b&vebb halmazon, valamint

e barmelyik valos szamboél tudjunk négyzetgyokot vonni, és az eredmény
ebben, a bévebb halmazban legyen.

Jeloljon tehat ¢ egy olyan dolgot, amelynek a négyzete —1. (Az i jelolés torté-
netileg onnan ered, hogy ez egy képzeletbeli — imaginarius — szdm.) Eszerint
i az 2° = —1 egyenletnek biztosan megoldasa. (Azt persze nem tudjuk, hogy
van-e mas megoldésa is.)

Ha i-vel a valés szamokon megfogalmazottakhoz hasonloé szabalyok alapjan
szamolni szeretnénk, akkor el6szor is hozza kell venniink 6t a valos szamok
halmazahoz. (i nem valos szam, mert a valos szamok négyzete nemnegativ,
méarpedig i négyzete —1.)

Ez a halmaz azonban igy még nem alkot testet az Osszeadasra és a szorzasra.



1. i valés szamu t6bbszorose (példaul ¢ - i) csak akkor valos szam, ha a 0-
szorosat vesszilk. A szorzéas valos szamokon megismert tulajdonsagai szerint
ugyanis egyrészt 0 -1 = 0 kell legyen, masrészt ¢ - i = 0 csak ugy lehet, ha ¢
vagy ¢ nulla (de ¢ nem nulla, hiszen nem valds), ezért ¢ = 0. Ha viszont ¢ # 0

. . , R . S . .
és t - i valos szam (de nem 0), példaul s lenne, akkor i = n lenne, ami valos

szém, tehat ¢ is valos lenne, pedig nem az.

Ezért ahhoz, hogy a szorzast el tudjuk végezni, a valés szamokhoz
hozza kell venniink a ¢ - i alaka szamokat is (¢ € R).

2. i-hez valos szamot adva (példaul ¢ + i) nem kaphatunk valos szamot, ha
ugyanis valos szam (példaul s) lenne az 6sszeg, akkor s —t = i, vagyis i is valos
szam lenne.

Ezért ahhoz, hogy az G6sszeadast el tudjuk végezni, a valés szamokhoz
hozza kell venniink még a ¢ + i alaka szamokat is (¢t € R).

Latni kell, hogy a t + i alaki szamok nem lehetnek egyenlsk az ri (r € R)
szammal, (csak a nyilvanvalo 0+ = 1 - esetben), hiszen ¢ 4+ i = 7i esetén
t = (r — 1)i lenne, amibgl » = 1, mert csak igy lehet valos a jobb oldalon allo
szam. Ha viszont r = 1, akkor t = 0, igy a nyilvanval6 ¢ = ¢ azonossagot irtuk
fel.

3. A t+1 és az ri alakt szamokat is Ossze kell tudnunk adni — feltéve, hogy
ezeket nem irtuk még fel. Vizsgaljuk meg: r+s-i (r és s valos szamok) pontosan
akkor lehet egyenld ¢ - i-vel, amikor r 4+ s -4 = t - i, vagyis ha r = (¢t — s) - i,
amib6l r =0 és t = s;

illetve r + s - ¢ csak ugy lehet egyenld ¢ + i-vel, amikor r + s -7 =t + i, azaz
(s—1)i=t—r,amibdl s = 1, igy t = r;

ami azt jelenti, hogy a 2. és a 3. pont alatti alaku kifejezések Gsszegeit eddig
még nem mind kaptuk meg.

Ezért a valos szamokhoz hozza kell venniink az O0sszes r + si alaku
szamot (r,s € R).

Fontos megallapitanunk, hogy a valés szamokhoz hozzévett elemek koziil mi-
ként lehet ketts egyenld.

4. A r+s-1 feliras egyértelmd, azaz kiilonb6z6 r, s esetén kiilonb6z6 elemeket
kapunk. Ha ugyanis r+s-i = '+’ -i, akkor r —r' = (s’ — s)i, vagyis s—s' = 0
(tehat s = ') és r —r' = 0 (tehat r =1").

Ugy ttinik, hogy mostanra elegendd elemet vettiink hozza a valés szamhalmaz-

hoz ahhoz, hogy a miveleteket el tudjuk végezni ebben a kérben. De vajon az
r + st tipusu szamokat mar Ossze tudjuk adni egymas kozott? Ossze tudjuk



szorozni? Elvégezhet6-e rajtuk a kivonds, az osztas (természetesen a nullat
kizarva)?
Vizsgéljuk meg!
Lr+si+r +si=(r+71")+ (s+ )i, tehat az osszeg is ilyen tipust.
2. r+si— (r'+5%) = (r—1")+ (s —§)i, tehat a kiilonbség is.
3. (r+si)(r' +5"1) =rr' + 55 - (1) + (rs' + sr')i, ami egy valos szam és egy
valos szam i-szeresének Osszege, tehat a szorzat is ilyen tipusu.
r+ st

4.
r’ 4+ sy
trikkot alkalmazunk.

kiszamitasdhoz egy — a kozépiskolai tanulményainkbol ismerds —

A nevezében burkoltan egy négyzetgyokos kifejezés all: 1/ +'i irhaté ' +s'v/—1
(ez persze nem teljesen korrekt, mert még nem tudjuk, hogyan kell negativ valos
szambol négyzetgyokot vonni). A szokasos eljaras ilyenkor a gyoktelenités, azaz
bévitjiik a tortet 7’ — s'i-vel (ami nem lehet nulla, mert az azt jelentené, hogy
s’ és r' is nulla, vagyis v’ + si is nulla lenne, amit kizartunk):

r4+si v —si (r4si)(r’ —s'h)
rrsior—si (F 48 — s)
(rr' —ss') +i(sr' —rs')  (rr' —ss') +i(sr’ —rs)
(r’)2 _ (S/Z')Q - (T/)Q + (3’)2

Ezzel az r+ si elemek (ahol r, s € R valos szamok) olyan halmazahoz jutottunk,
amelyben benne vannak a valos szamok, el tudjuk végezni rajtuk az osszeadast,
a kivonast, a szorzést és az osztast (nem 0 oszt6 esetén), és azt is feltételeztiik,
hogy ezen miiveletek valésokon megismert tulajdonsagai tovabbra is fennma-
radnak.

Mivel ezek a szamok amolyan ,0Osszetett” vagy , komplex” szamok, ezt a halmazt
komplex szamoknak nevezték el. A komplex szamok halmazat C-vel szokas
jelolni.

Meglep6 médon a komplex szamok preciz algebrai felépitése szinte a valods sza-
mokéval egyidében alakult ki — az ,egyenletmegoldas” problémakoréhez kap-
csolodva. Ennek az az egyszerd oka, hogy maganak az egyenletmegoldasnak az
absztrakt algebrai alapjait alig parszaz éve fogalmaztak meg. Az elmélet kidol-
gozasanak jeles képvisel6i kozé tartozott tobbek kozott Carl Friedrich Gauss
(1777-1855) német, Niels Henrik Abel (1802-1829) norvég, Evariste Galois
(1811-1832) francia matematikus. (A két utobbi rendkiviil fiatalon halt meg,
de elképesztSen fontos mérfoldkoveket fektettek le munkassaguk soran.)



Leonhard Euler (1707-1783) is foglalkozott algebréaval, de szamos zsenialis gon-
dolata ellenére voltak hires tévedései is azon egyszert oknél fogva, hogy az &
korédban a matematika szamos alapfogalma még nem volt kell§en tisztazva, igy
a komplex szamok algebraja sem. Ugy tudni, hogy az (1.1) (ellentmondasos)
megallapités is téle ered.

A valds szamok korrekt matematikai targyalasa (értsd: axiomatikus targyaléasa)
az Okori gorogok ota tisztazasra szorult, mert mar Sket is elbizonytalanitotta
tobb megvalaszolhatatlan kérdés, azonban csak Georg Cantor (1845-1918), il-
letve Richard Dedekind (1831-1916) fogalmaztak meg olyan fontos axiomékat
a valos szamokra, amelyek segitségével megoldottak szamos, korabban kinosan
zavarO problémat.

Amikor a tuddsok kordbban egyenleteket irtak fel (pontosabban polinomegyen-
leteket — ezekben az x szimbolum tetszGleges hatvanya, illetve ezek szédmszoro-
sainak Osszege szerepel), akkor ezeknek az igen egyszertinek hitt egyenleteknek
sem mindig sikeriilt megtalalni a megoldasait.

A {6 algebrai feladat az volt, hogy megoldoképletet akartak adni tetszéleges
polinom gyotkeinek meghatarozasara.

1. példa: Adjunk altalanos megoldasi modszert az ax + b = 0 egyenlet
megoldasara.

(i) Ha a = 0, b = 0: z tetszsleges szam lehet.

(ii) Ha a = 0, b # 0, akkor nincs olyan x érték, amely eleget tenne az egyenlet
feltételeinek.

b
(iii) Ha a # 0, akkor az x = —— az egyetlen megoldasa az egyenletnek.

a
2. példa: Adjunk altalanos megoldéasi modszert az az® + b = 0 egyenlet
megoldaséra.
(i) Ha a = 0, b = 0, akkor tetszGleges x eleget tesz az egyenlet feltételeinek.
(ii) Ha a = 0, b # 0, akkor nincs ilyen z érték.

(iii) Ha @ # 0, akkor az eredeti egyenlet ekvivalens az 2° = —é egyenlettel.
(Majd a késgsbbiekben pontositjuk, hogy mit jelent az egyenletekaekvivalencié—
ja.)

b ) . L o
Ha —— negativ, akkor nincs olyan valos szam, amelyet x helyébe irva az eleget
tenneaaz egyenlet feltételeinek.

Ha b = 0, akkor csak az x = 0 a megoldas.



b
Ha —— pozitiv, akkor létezik (két kiillonb6z6) valos négyzetgyoke, amely alkal-
a
b

mas x szerepének betoltésére: x = +4/ ——.
a

1.1.1. Megjegyzés A komplex szamok kiorében persze akkor is taldlunk meg-

b b
olddst, ha —— negativ, nevezetesen: xr = i\/j 4. tt feltettik, hogy a
a a

négyzetgyokvonds azonossdgai is éroklddnek a komplex szamokra. Sajnos azon-
ban nem oroklddnek, mert kilonben

1=VI=y) D= VED VED = (WEIP= -1 (1)

lehetne. Ez viszont nem lehetséges, mert mdr a valds szamok korében is ellent-
mondds.

Ha meguizsgdaljuk a lépéseket, a szorzds, a hatvanyozds és a négyzetgyokvonds
szokdsos ,,azonossdgait” alkalmaztuk. A szorzds tulajdonsdgait feltétlendl dt
akarjuk orokiteni, és azt a tulajdonsdgot is, hogy (\/y)> = y. Ez azt jelenti,
hogy a négyzetgyokvonds kordbban megismert azonossaga nem alkalmazhato.
Ez bizony nagyon kellemetlen, de — reméljiik — meglesziink enélkil is.

A négyzetgyokvonés fent bemutatott problémaja azt mutatja, hogy j6 lenne
megkiilonboztetniink jelben is, hogy valésokon vagy komplexeken akarunk-e
elvégezni egy négyzetgyokvonast.

Vegyiik példaul a +/—9i - 25¢ kifejezést, ami nyilvan egyenlé v9 - 25-tel. Nem
irhatjuk, hogy a komplex szamok kérében ez v/—9i - V/25i-vel egyenld. De azt
sem frhatjuk, hogy v/9 - v/25-tel egyenls, mert a négyzetgyokvonas ezen azo-
nossagat (a szerepld komplex szorzotényezok miatt) a komplex szamok korében
nem alkalmazhatjuk. Ez kimondottan a komplex szamokon elvégzett négyzet-
gyokvonés. Jelolésben azonban nem fogjuk megkiilonboztetni a két halmazon
elvégzends négyzetgydkvonést.

Az igazsaghoz persze hozzéatartozik az is, hogy a valés szamok korében sem
igaz, hogy vVab = v/a - Vb, mert példaul a +/ (—9) - (—25) bar létezik, de nem
egyenls v —9 - v/—25-tel. A Vab = Va- Vb Osszefiiggés csak akkor teljestil, ha

ab, a, b nemnegativ valos szamok.

Az komplex szdmok korében ez az Osszefiiggés nem teljesiil, nem teljesiilhet,
mert a négyzetgyokvonas — mint azt majd latni fogjuk — nem egyértéki. Az
,,\/a— =a- Vb7 azonossag helyett azonban bebizonyithato egy ehhez nagyon
hasonlé Osszefiiggés, amely a komplex szamok korében fennéll: ha a € R és 2
komplex szam (amelynek tehat létezik négyzetgyoke), akkor v/a - z = |a| - v/z.
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1.2. A komplex szamok algebrai bevezetése

Tobbféleképpen is be lehet vezetni a komplex szdmokat. (A konyv harmadik
kotetében bemutatunk a valés szamok egy dltaldnos testbévitési lehetGségét.)
Most egy ahhoz nagyon hasonld, konkrét bevezetést fogunk bemutatni.

Induljunk ki a valos szamokon értelmezett RxR, vagyis az R? Descartes-szorzat
elemeibdl. Ennek elemei tehéat rendezett valos szamparok: (a;b).

Két szampart rendszerint csakis akkor fogunk egyenlének tekinteni,
ha az els§ elemeik és a masodik elemeik is egyenlSek (ezt altalaban
is igy szokas).

1.2.1. Megjegyzés Ez a feltétel — bdr nem ldtszik rajta — nagyon fontos!
A miveletek tulajdonsdgdanak ellendrzésekor ugyanis elképzelhetd, hogy az eqyik
oldalon mads kifejezés adodik, mint a mdsikon, és el kell tudnunk donteni, hogy
a kapott eredmények egyenldk-e.

Persze, ha sorrendben egyenldek a szdmpdrok tagjar, akkor nyilvdn egyenld a
két szampdr.

Eléfordulhat azonban, hogy gy is eqyenldnek tekintink két szampdrt, hogy nem
egyenldek a tagjaik. A raciondlis szdimokat rendezett egész szampdroknak tekint-
ve ((szdmldlo, nevezd)) példdaul a (3;4) és a (6;8) szdmpdrok egyenldk, mert

139 de szampadrként kilonbozok.

Ertelmezziink az R? halmazon két miveletet — jelben @ és ® — a kovetkezo-
képpen:

(ay,b1) @ (az, be) = (a1 + ag, by + ba), (1.2)
illetve

(al, bl) ® ((lg, bg) = (a1a2 — blbg, a1b2 + b1a2). (13)

Ellenérizziik az @ tulajdonsagait:

Kommutativ, mert

(a1,b1) & (az, be) = (a1 + a9, by + by) = (az + ay, be + by) = (ag, by) & (ay, by).

Asszociativ, mert

((a'h bl) @ ((127 b?)) @ (a3; b3) -
(a1 4 az, by + b2) ® (as, b3) = (a1 + as +as, by + by + b3) =
(a1,b1) ® (a2 + az, by + b3) = (a1, b1) @ ((az, ba) & (as, bs)).
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Az ©® tulajdonsagai:

Kommutativ, mert

(a1,b1) ® (ag, be) = (a1as — byby, arby + bras) =
(agay — baby, boay + aghy) = (az, by) ® (aq, by).

Asszociativ, mert

((a1,b1) © (a2,b2)) ® (as, by) = (a1a2 — biby, a1by + braz) © (as, bs) =
(a1a2a3 — blb2a3 — a1b263 — blazbg, a1a21)3 — blbgbg + a1b2a3 + blagag),

mig

(a1,01) © ((az, ba) © (as, b3)) = (a1,b1) © (agaz — babs, azbs + boaz) =
(a1a2a3 — a1b2b3 — b1a2b3 — b1b2a3, a1a263 + albgag + blagag — blbgbg).
A két szampéar a szampérokra vonatkozo egyenlGség szerint, valamint a valo-
sokon érvényes miveleti azonossagok miatt ugyanaz a szam.

Az © disztributiv az @-ra:

(al, bl) ® (((12, bQ) D (ag, bg)) = (al, bl) ® ((12 + as, b2 + bg) =
(CL16L2 + a;az — b1b2 — b1b3, (llbg + a163 + blag + b1a3),

mig

(((ll, bl) @ (CLQ, bQ)) EB ((ala bl) @ (a?); b3)) -
(a1as — b1ba, ar1by + biaz) @ (ajaz — bibs, a1bs + byaz) =
(a1a2 — ble + ajaz — blbg, albg + bl(ZQ + Cllbg + blag),

a kettd pedig a szamparok egyenlGségére vonatkozo feltételeink, valamint a
valosokon érvényes miiveleti tulajdonsagok miatt ugyanaz a széam.

1.2.2. Allitas Az (a,0) alaki szimok az (1.2), illetve (1.3) alatt meghatdro-
zott @ és © miveletekkel mivelettarts modon megfeleltethets a valds szamok
testének.

Pontosabban: az ({(a,0)}, ®,®) struktura test, és izomorf a valés szamok testével. Létesit-
hets koztiikk miivelettartd bijekcio. A mivelettartas pedig azt jelenti, hogy ha két elemen
elvégezziik valamelyik muveletet, akkor az eredménynek megfelel§ elem ugyanaz, mint ami-

kor a nekik megfelels elemeken elvégezziik a masik halmaz megfelel§ miveletét (1.1. abra).
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Bizonyitas. Az egy-egyértelmd megfeleltetés nyilvanvaléan adodik (termé-
szetes), hiszen tetszbleges a valos szamnak egyértelmiien megfeleltethetjiik az
(a,0) szampart, és forditva, az (a,0) szamparnak az a valos szam felel meg.
Ellenérizniink kell még a ,miivelettartast”, vagyis

1. ha a + b = ¢, akkor vajon (a,0) @ (b,0) egyenls-e (c,0)-lal: (a,0) @ (b,0) =
(a+ b,0), ami valéban az a + b-nek megfelels (c,0) part jelenti;

2. ha pedig a - b = ¢, akkor (a,0) ® (b,0) = (ab,0) = (¢,0), ami éppen a c-nek
megfelels par. [J

Eszerint a valos szamparokon az @ és az © miiveletek megfelelnek a valos
szamokon értelmezett Osszeadasnak és szorzésnak.

Természetesen a valos szampéarok halmazaban mas elemek is vannak (nemcsak
a valos szamoknak megfelel6k), ezeken azonban eddig sem jelentett volna prob-
lémat, ha a miveleteket +, illetve - jellel irtuk volna. (Pontosabban: csak azért
kényszeriiltiink mas jelet hasznalni a mitiveletekhez, hogy megkiilonboztessiik
a valosokon értelmezett miveletektsl. Erre azonban — mint lattuk — most méar
nincs sziikségiink.)

Koénnyen ellenérizhetjiik, hogy minden (a,b) szampar egyértelmten felirhato
(a,0) + (b,0) - (0,1) alakban. (1. 1. feladat a 17. oldalon.)

Mindez azt jelenti, hogy minden (a, b) szampar egyértelmten felirhato az a és
a b valos szamok, valamint a (0,1) szampar segitségével. Ha most még — a
rovidség kedvéért — a (0, 1) képzeletbeli (imagindrius) szamot is egyszeriien
1-vel jeloljiik, akkor teljesiil az alabbi:

1.2.3. Allitas Minden (a;b) szdmpdr felirhaté a + b - i alakban. Ebben a fel-
irdsban a miveleti szabdlyok:

(a+bi)+ (c+di) = (a+c)+ (b+d)i;
(a+bi) - (c+di) = (ac — bd) + (ad + bc)i;

a+ bt = c+ di akkor és csak akkor, ha a = c, b = d.

Végiil azt kell még ellenérizniink, hogy minden valés szdmnak 1étezik-e négy-
zetgyoke.

1.2.4. Allitas Minden valds szamnak létezik négyzetgyoke a komplex szdmok
korében.
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Bizonyitas. Ha a > 0, akkor nyilvanvaloan 1étezik valos négyzetgyok, mégpe-
dig /(a,0) = (V/a, 0).

Lattuk mar, hogy akir ha csak egyetlen negativ valés szamnak van négyzet-
gyoke, akkor a miiveleti tulajdonsidgok miatt mindnek van. (Itt ugyan fel-

hasznaltuk a szorzat négyzetgyockére vonatkozod vab = \/5\/5 azonossagot, de
mivel nemnegativ tényez6t emeliink ki a gyokjel aldl, igy ezt a valdsokon ismert
forméjaban alkalmaztuk.) O

Ennél t6bb is igaz — mint majd latni fogjuk: minden komplex szidmnak van
négyzetgyoke.

1.3. A komplex szadmok négyzetgyokérdsl

A komplex szamok struktiraja tehat ugyantugy test, mint a valos szamokeé.

Elvesztettiik ugyan az ,Va-b = /a - Vb7 azonossagot (ami a valdsokon sem
altalanosan teljesiil), de nyertiink valamit:

1.3.1. Allitas Minden komplex szdmnak létezik négyzetqyoke a komplex szd-
mok halmazdban.

Bizonyitas. Legyen z = a + bi egy komplex szam, és konstrualjuk meg egy
négyzetgyokét. (Ha van tobb is; akkor persze mindet.)

Keressiik azt az u+vi szamot, amelynek a négyzete a+bi, vagyis u* —v*+2uvi =
a+ bi, azaz u®> — v? = a és 2uv = b.

1. Ha 2z = 0, vagyis a = b = 0, akkor v*> = v? és uv = 0, ezért u = v = 0 az
egyetlen lehetséges megoldés, 0 a négyzetgyok.

2. Ha b = 0, akkor u vagy v nullaval egyenls. Ha v = 0, akkor a = u® > 0, ezért
++/a a négyzetgyok, ha u = 0, akkor a = —v? < 0, ezért £v/—a a négyzetgyok.

3. Egyébként mivel b # 0, sem u, sem v nem nulla, vagyis ekkor
b 2 2
L LA
2u 4u? 4u?

dut — dau® — > =0

v =

Megoldasa (mint u”-ben masodfokt valos egyiitthatos egyenlet): U%,z =

atVa?+bh?
2

zetgyok alatt a®-nél nagyobb szam &ll), igy az nem megoldas. Vagyis u® =

. A negativ elgjeld négyzetgyokre a tort negativ (mert a négy-
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. Ebbdl a megfelels v, 5 is ki-

at+var+0> a++a?+ 42
— 5 amibdl u; 9o = + I S—

szamithato, hiszen ugy valasztottuk meg u-t és v-t, hogy v = 70"
u

Ekkor
a4+ Va2 + 4b? b
up + v = + )
2 9 a+vaZ+4b2
\V 2
illetve

a -+ vVa? -+ 4b? b
UQ—l-"Ug:— +

2 _2 a+\/m
2

__\/a—l—\/a2+462_ b

2 9,/ etV a44b2
2

Vegyiik észre, hogy a kapott két gyok (u; + ivq, illetve ug + tvg = —uy — ivg =
—(uy + 7v1)) éppen egymas ellentettjei.

Az is kideriilt tehat, hogy ha z # 0, akkor két négyzetgyok van, amelyek
egymas ellentettjei. [

1.3.2. Megjegyzés A 18. oldalon taldlhato 4. feladat alapjin tudjuk, hogy
nem lehet eqy komplex szdmot pozitivnak vagy negativnak nevezni, mert nincs
muvelettarto rendezés a komplex szamokon.

Eszerint eldjeliik” szerint nem tudjuk megkilonboztetni a két négyzetgyokit,
hiszen nmincs nekik olyan. Mds mddon természetesen meg tudjuk kilonboztetns
Oket.

1.4. Polinomegyenletek megoldoképletérsl

Az apz" + ap_12™ ' 4+ ...+ a1z + ay alaku kifejezést polinomnak nevezziik,
az apx™ 4+ ap_12" "t + ...+ a1x + ag = 0 egyenletet pedig polinomegyenletnek.
Polinomegyenletek megoldasaval a késGbbiekben majd még részletesebben fog-
lalkozunk.

Az az® + bx + ¢ = 0 egyenletet masodfoki (polinom)egyenletnek nevezziik.
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A masodfoki polinomegyenletet (természetesen nem ilyen néven) mar az okor-
ban meg tudtak oldani (bizonyos esetekben). A megoldoképlet napjainkban
kozépiskolai tananyag, és semmi nehezen kovethets logikai 1épés nincs benne,
egyszerten levezethets. A teljes és preciz megoldoképletre mégis sokéig kellett
varni, mert az algebrai hattér nem volt hozza kidolgozva.

Most, hogy méar ismerjiik a komplex szamokat, egy kicsit szélesebb a latoko-
riink, ajragondolhatjuk, amit ezekrdl az egyenletekrsl tudunk.

A wvalos mésodfoku polinomegyenletnek akkor van valés megoldasa, ha az
egyenlet diszkrimindnsa nemnegativ. Ha a diszkriminans nulla, akkor — a gyok-
tényezGs alak alapjan — azt mondjuk, hogy két egyenls valos gyok van, pozitiv
diszkriminans esetén pedig két kiilonb6z6 valos gyok van.

A komplex egyilitthatés maéasodfokit polinomegyenletek megoldoképletét a
komplex szamok korében pontosan ugyanigy lehet levezetni, mint a valos
szamokon (minden algebrai lépés érvényes a komplex szamokon is). Miutan
minden komplex szamnak van négyzetgyoke, biztosak lehetiink benne, hogy
minden masodfoki egyenlet megoldhat6. (Nincs olyan, amikor a ,diszkrimi-
nansbol” ne tudnank négyzetgyokot vonni.) Ez egyszersmind azt is jelenti,
hogy a valos egyiitthatos mésodfokt egyenleteknek a komplex szamok kérében
mindig van gyoke. (Csak komplex egyiitthatos egyenletként kell rajuk gondol-
ni.) Ha tehat a valos egyiitthatos méasodfoki polinomegyenlet diszkriminénsa
negativ, akkor két komplex gydke van.

Az az® 4 ba® + cx +d = 0, vagyis a harmadfokii (polinom)egyenletek meg-
oldaséhoz viszont hosszu, verejtékes ut vezetett, és 1j (a komplex) szamokat
kellett bevezetni. (Meglepé médon a masodfoki egyenletek megoldasahoz még
nem érezték sziikségesnek a negativ szambol vald négyzetgyckvonas lehetGsé-
gét. Emogott az rejlik, hogy az irracionalis szamok ugyan elképzelhetetlenek,
de mégiscsak léteznek — példaul az egység oldali négyzet atlojanak a hossza
—, olyan szam azonban ,nem létezik”, amelyet négyzetre emelve negativ valos
szamot kapunk — hacsak nem képzeletben.)

A megoldasok — mint majd latni fogjuk — nem rendezhetdk olyan egyszert, zart
formulaba, mint a masodfoki egyenlet gyokei.

A negyedfoku egyenletre lehet ugyan megoldoképletet (és néhany feltételt) meg-
adni; am az 6t6d- vagy annél magasabb fokd polinomok gyokeinek képletben
torténd megadasa mar lehetetlen! (Ezt Niels Abel bizonyitotta.)

Ismereteink szerint Gerolamo Cardano (1501-1576) olasz tudds volt az elss,
aki — 1545-ben Arc Magna cimi konyvében — publikalta a harmadfoki egyen-
let altalanos megoldoképletét. Niccolo Fontana Tartaglia (1500-1557) allitotta,

16



Cardano téle hallotta a megoldoképletet, és titoktartasi igérete ellenére pub-
likalta. A negyedfoki egyenlet altalanos megoldasa Cardano tanitvanyéanak,
Lodovico Ferrari (1522-1565) nevéhez flizddik.

A komplex szamok halmazarol el6szor persze nem tudtak, hogy ,létezik” (vagyis
hogy lehet olyan algebrai strukturat késziteni, amelyben minden valés szamnak
van négyzetgyoke). Ennek ellenére ,léteznek” a komplex szamok (csak annyira,
mint a természetes szamok), tobbféle modell is adhato rajuk, és két ilyen modell
kozott izomorfia (1.1. abra), algebrai azonossag all fenn: a halmazok koézott
létesithets miivelettarto bijektiv leképezés, vagyis az egyikben adott szamokon
elvégzett miivelet eredményének a képe ugyanaz, mint az adott elemek képén
elvégzett (masik halmazbeli) mivelet eredménye. (Létezik a két halmaz kozott
miivelettarto bijekcio, ugynevezett izomorfizmus.)

..-_z/ a //_,—"""F-'_-\__.. _;P_\'H-iﬁ[ﬂ}
' b 7
\II jjf -\I'l \}.qﬂu! #plb)=glaob)

i~ /

-
T a(b)

H-"“_“_:-"_';_ @ b -

1.1. abra. Strukturak kozti izomorfizmus

Feladatok

1. Igazolja a komplex szamok bevezetésében kimondott ,,minden (a, b) szam-
par egyértelmien felirhato (a,0) + (b,0) - (0, 1) alakban” allitast!

2. Fejezze ki v/ —10 segitségével
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3. Végezze el a kovetkezs miiveleteket!

(a) i+1+2i—1
(b) (i + 1)(2i — 1)
(c) (3i+1)(=3i + 1)
(d) (1—1)?

=

1

(e

4. A komplex szamok korében nem lehet mtvelettartdé rendezést definialni.
Ha ugyanis azt feltételezziik, hogy 0 < i, akkor i ellentettje, —i nyilvan
negativ: —i < 0 < 7. A 0-nal nagyobb i-vel szorozva az egyenlGtlenséget
azt kapjuk, hogy —(—1) <0 < —1, vagyis 1 <0 < —1.

Igazolja, hogy ha azt feltételezziik, hogy 0 > ¢, akkor is ellentmondésra
jutunk!

5. Hatarozza meg z és y értékét ugy, hogy a (xi+3)(4i—y) szorzat 0 legyen!

6. Szamitsa ki a kovetkezd hatvanyokat!

%, it (20)%, (1+40)%, (1 —4)%, (1 +14)3, (1 H:)?

—1

7. A mésodfoki egyenlet megoldoképlete segitségével keresse meg a kovet-
kez6 méasodfoku egyenletek megoldésait!

(e) 42° +42+1=0
(f) 2> —2+3=0
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2. Komplex szamok algebrai
és trigonometrikus alakja

Szokés a komplex szamokat az abécé végén szerepld betiikkel jel6lni. Ez csupéan
egy konvencio, esetiinkben minddossze azt a célt szolgalja, hogy felttinGen meg
tudjuk kiilonboztetni a valos szamokat a komplex szamoktol. (Megjegyezziik,
hogy minden valds szam egyben komplex is, tehat inkdbb azt kellene monda-
nunk, hogy a valds, illetve a komplex szamként kezelt szamokat kiilonboztetjiik
meg ezzel.) A kés6bbiekben nem fogunk ragaszkodni ehhez a konvenciohoz. Ha
megismerjiik a komplex szamokon értelmezett miveletek alapvets tulajdonsa-
gait, nem tesziink tobbet kiilonbséget valos és komplex szam kozott.

2.1. A komplex szamok szemléltetése

2.1.1. Definicié. A komplex szamok a + bi alakjat (ahol a és b valds szamok)
algebrai alaknak nevezziik. Ebben a felirisban a-t valos résznek, bi-t képzetes
résznek nevezziik.

Haa =0 ésb # 0, akkor a szdmot tiszta képzetesnek nevezzik. (Ha b = 0,
akkor pedig valdsnak.)

2.1.2. Példa. A 3+4i komplex szdm valds része 3, képzetes része 4i. 4i tiszta
képzetes (szam).

A komplex szamokat (a valosokhoz hasonloan) hasznos lehet abrazolni. A valos
szamokat (szam)egyenesen abrazoltuk, logikusan adodik a gondolat, hogy a két
valos szammal meghatéarozott komplex szamokat (valos szamparként) a sikban,
Descartes-féle koordindta-rendszerben abrazoljuk. FEzt komplex koordindta-
siknak szokas nevezni. (2.1. dbra)

2.1.3. Definicié. A koordindta-rendszer (a;b) koordindtdji pontjanak feleltes-
stk meg az a+ bi komplex szamot. Az eqyik (x-nek megfeleld) tengely neve

19



2.1. abra. A komplex koordinatasik

valos tengely, jeldlése R vagy Re, az egysége az 1, ezen szemléltetjiik a komp-
lex szam wvalds részét; a mdsik (y-nak megfeleld) tengely neve képzetes (vagy
imaginarius) tengely, jeldlése Im vagy Im, az egysége az i, ezen szemléltetjik a
komplex szdm képzetes részét.

Az 1-et valos egységnek, az i-t képzetes egységnek szokds nevezni.

Késébb latni fogjuk, hogy az a + bi komplex szamot nemcsak az (a;b) ponttal,
hanem az oda mutaté helyvektorral is lehet — és érdemes is — azonositani.

2.1.4. Definicié. A z = a + bi komplex szdimnak megfeleltetett (a;b) pontot a
szam geometrial alakjanak nevezzik. (2.2. dbra)

Sokszor fogjuk az (a;b) pont helyett az oda mutaté helyvektort szerepeltetni.
A komplex szamok szemléltetéséhez valojaban éppen a helyvektor lesz hasz-
nunkra.

Korabban — a komplex szammal valé osztédshoz — az a + bi alakt szammal valo
osztas soran gyoktelenitettiink, ehhez a tortet bévitettiink egy a — bi alakt
szammal.

2.1.5. Definicié. A z = a + bi konjugéltja a Z = a — bi (z felilvonds).

2.1.6. Allitas A z konjugdltjanak az a pont felel meg a komplex sikon, amely
z-nek a valds tengelyre vonatkozo tikorképe. (2.3. dbra)
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2.2. abra.

2.3. abra.
2.1.7. Példa. —1+i=—-1—-4,3—-2i=3+2,1+1=1—1.
Kiszamithato, hogy z-Z valés szam: a z komplex szdm a+ br algebrai alakjabol

z-Z = (a+bi)(a—bi) =a*— (bi)> = a® + b*, ami valéban val6s szam, hiszen
a és b is valos.

2.1.8. Allitas z = 2.
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Bizonyitas. Ha z = a + bi, akkor Z=a — bi, 2 = a — bi = a + bi. [J

Ezek alapjan mondhatjuk, hogy a z és a Z egyméas konjugaltjai.

A valos szamok korében egy szam abszolut értéke a 0-t6l mért tavolsaga.
A komplex szamok esetében is felirhato ez a tavolsag, mégpedig (a koordinata-
rendszerben megszokott modon) a Pitagorasz-tétel felhasznalasaval:

2.1.9. Definicié. A z = a+bi komplex szam abszolut értéke a |z| = Va? + b2
(nemnegativ valos) szdm. Ez a tavolsdg csak z = 0 esetén 0. A z szdm abszolut
értékét szokds |z|-vel vagy egyszerden r-rel jelélni. (2.4. dbra)

2.4. abra.

2.1.10. Megjegyzés Vegyiik észre, hogy z - Z éppen |z|*.

2.2. A komplex szamok trigonometrikus alakja

Tovabb folytatva a szemléltetés modjabol adodo lehetGségek kiaknézasat: aho-
gyan minden sikbeli pontot azonosithatunk (az origobol abba a pontba mutato)
helyvektorral, gy a komplex szamokkal is megtettiik, hogy azonositjuk a neki
megfelel6 pontba mutatéd helyvektorral.

A vektort viszont jellemezhetjiik a hosszéval — komplex szamok esetében ez az
abszolut értékiik — valamint az iranyukkal, amit a vektornak a valés pozitiv
féltengelyhez viszonyitott elfordulas szogeként fogunk értelmezni. (Mekkora
szoggel kell elforgatni a pozitiv valos féltengelyt ahhoz, hogy az a pontba mu-
tato vektor félegyenesébe essen.)

Ne feledkezziink meg réla, hogy a hosszusidg mindig nemnegativ valos szam.
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2.5. abra.

2.2.1. Definicié. FEgy z komplexr szamnak megfeleltetett pontba mutato hely-
vektorhoz tartozo irdnyitott forgdsszoget a komplex szdm irdnyszogének, argu-
mentumanak vagy arkuszénak nevezzik, és igy jeloljik: arc(z). A komplex
nulla szoge megdllapodds szerint tetszdleges szog lehet. Ha sziikséges, akkor
errdl alkalmasint mdsként dontink.

Az abszolut érték és arkusz egyértelmiien meghatarozza a komplex szamot.

Felvetsdik a kérdés, hogy vajon a komplex szambol is meghatarozhato-e egy-
értelmien az abszolut értéke és az arkusza.

A fenti modon definidlt arkusz meghatarozhaté az algebrai alakbol
(lasd 2.2.2. allitas), azonban nem egyértelmd, hiszen 27 egész szamu t6bb-
szorosével novelve ugyanazt a komplex szamot kapjuk. Ez a tulajdonsag még
sok fejtorést fog okozni nekiink — amellett, hogy hasznunkra is valik majd.

(Az abszolut érték egyértelmiisége fel6l meg lehetiink nyugodva, az egy nem-
negativ valos szam, és 0 is csak akkor lehet, ha a 0 komplex szamrol van sz0.)

. b
2.2.2. Allitas Az a + bi komplex szam egyik arkusza arctg—, ha b > 0, és
a

b
m+arctg —, hab<0. (b=0 esetén 0 az egyik arkusz.)
a

2.2.3. Allitas Eqy z komplex szim a skaldrszorosinak megfeleld vektor a z-
nek megfeleltetett vektor a-szorosa.

Ezt a nyilvanval6 allitast a

www.cs.elte.hu/"kfried/algebra2/komplexskalarralszorzas.html
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2.6. dbra. komplex szam valés szdmmal val6 szorzata

animaci6 szemlélteti. (A képerny6 jobb also sarkaban megallithato és tjrain-
dithaté az animaci6,a z pont helye valtoztathato.)

2.2.4. Allitas Eqy z komplex szdm i-szeresének megfelelé vektor a z-nek meg-
feleltetett vektor +90°-o0s elforgatottja.

Ezt a

www.cs.elte.hu/"kfried/algebra2/komplex_szer_i.html

animacié szemlélteti. A z helyzetével valtozik az iz helyzete.

2.2.5. Definicio. A z komplex szam (|z]; arc(z)) alakjdt polarkoordinatas fel-
irasanak nevezzik.

2.2.6. Definici6é. Jeldlje a z komplex szam elforduldsi szdgét ¢. Mivel a z
valds része a walds tengelyre esd vetiilete: |z|cosp, a képzetes része pedig a
képzetes tengelyre esd vetiilete: |z|sinp, az adott komplex szam felirhato

z = |z|cosp + i|z| sinp = |z|(cos ¢ + isin p)

alakban is.

A z komplex szam |z|(cos p+isin ) felirdsdt a szam trigonometrikus alakjanak
nevezzik.
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2.7. dbra. komplex szam i-szerese

2.8. 4bra.

Vegyiik észre, hogy a cos + isin maga is egy komplex szam, amelynek a

hossza \/ cos? ¢ +sin? ¢ = 1. (Ez most valos négyzetgyok, tehat egyértelmai!)
A z komplex szam trigonometrikus alakja tehat egy nemnegativ valos szam (a
komplex szam abszolut értéke) és egy egység hosszusagu iranyvektor szorzata.

Lattuk, hogy egy komplex szam algebrai alakjabol meghatarozhat6 a trigono-
metrikus alak.

A trigonometrikus alakboél pedig megkaphato az algebrai alak: z = |z|(cos ¢ +
isin ) esetén nagyon egyszertien z = |z| cos ¢+1i|z| sin ¢ a szam algebrai alakja.

A komplex szam trigonometrikus alakja egyértelmiien meghatarozza a komplex
szamot, mert bar ha példaul o az arkusza, akkor a + 2k (k € Z, k # 0) egy
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2.9. abra.

masik arkusz, de mivel a szogfiiggvényeik megegyeznek, ugyanazt a komplex
szamot hatarozzak meg.

2.2.7. Példa. Az 1+ 2i komplex szdm

konjugdltja: 1 — 2i

abszolit értéke: V1+4=+/5

geometriai felirdsa: (1;2)

forgdsszoge: arctg2 + k - 2m(~ 63,435° + k - 360°)
trigonometrikus alakja: V/5 - cos(arctg 2) + iv/5 - sin(arc tg 2)

Feladatok

1. Szemléltesse ponttal és helyvektorral koordinata-rendszerben a kévetkezd
komplex szadmokat!

-5+ 1—-50;21+3;, =3 —1
2. Adja meg a kovetkezd komplex szamok trigonometrikus alakjat!
1, =1, —V/2, i, —i, V2, =1 +4, 2 — 3i, 2+ 4,

3. Mi azon pontok mértani helye, amelyeknek megfelel§ komplex szamok
abszolit értéke 17

4. Hol helyezkednek el a komplex sikon azok a szdmok, amelyek abszolit
értéke 3; illetve 57
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10.

11.

12.

. Hol helyezkednek el a komplex sikon azok a szamok, amelyek argumen-

; T 2T 37r?
uma —; —; —; — !
373757 2

Mi azon pontok mértani helye, amelyeknek megfelel§ komplex szamok

s
argumentuma E?

Milyen ko6z0s tulajdonsaggal rendelkeznek azok a komplex szamok, ame-
lyek az 1 + ¢ helyvektoranak egyenesébe esnek?

Hatarozza meg azon z komplex szamokhoz tartozé pontok mértani helyét,
amelyekre teljesiil, hogy

(a) [2] <2

(b) [z —il <1

(¢) [z—1—id| <1

. Irja fel egyenlétlenséggel azon komplex szamok halmazéat, amelyekhez

rendelt pontok a komplex sik (2;1) kozépponti, 2 sugara kérének belse-
jében talalhatok!

Hol helyezkednek el a komplex sikon azok a szamok, amelyek argumen-
m om 4w Am

tuma —\—; ——; ——; ——7

4 6 3 3

Szemléltesse helyvektorral a koordinata-rendszerben a kdvetkezs komplex

szamokat!

3 37T+,,37T 5 27r+,,27r

cos — +isin— |; 5 cos — +isin — |;

2 2 ) 3 3 )

2(cs7r+'s' W) 5< 7T—|—"7T>

—2(cos = +isin—=); =5 (cos = +isin —

3 3/ 2 2

Adja meg az alabbi dbrakon szemléltetett komplex szamok algebrai alak-

jat! Szamitsa ki az abszolut értékiiket, argumentumukat, és adja meg a
konjugaltjukat!

3

T T T
-2 -1 0 1 .
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0

I . ;
0 1 2
0
-1 0 1 2 3 4

13. Adja meg a kovetkez6 abrakon szemléltetett komplex szamok algebrai és
trigonometrikus alakjat!

T T
-2 -1 0

14. Keresse meg azokat a kifejezéseket, amelyek ugyanazt a komplex szamot
adjak meg!

a) 1—i: V2(cos335° +isin335°): i+1: v2 (cos (=% ) +isin (=2 )):
() ) b ) 4 4 b

-1+ 1;
3 3 _
(b) 2(cosm + isinm); —2i; 2(008§+isin§); 2; | — 2| -
(cosg —i—z’sing); -2 (cosg +z’sing>; —2; =2

15. Oldja meg a kovetkezs egyenleteket!
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(a) |z —x=1+2i
(b) |z|+x=2+1
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3. Alapmiiveletek a komplex
szamokon

3.1. Komplex szamok o0Osszegének, szorzatanak
szemléltetése

A valos szamokbol kiindulva értelmeztiink a komplex szamokon egy 6sszeadast
és egy szorzast. Vizsgaljuk meg, hogy a geometriai szemléltetés segitségével
hogyan abrazolhatjuk ezen miiveletek eredményét.

A 21 = a1 +byi és a 2y = ag+byi szamok Gsszege (ay+az)+(b1+bs)i. A z1+22-be
mutato helyvektor éppen a z; és a 2z, szdmoknak megfeleltetett helyvektorok
Osszege. (Az (aq;by) és (ag; be) vektorok Osszege az (ay + ag; by + be) vektor.)

3.1.1. Allitas Két komplex szdmnak megfeleltetett vektor Gsszege éppen a szd-
mok 0sszegének megfeleltetett vektor.

Ezt az 3.1 abra szemlélteti, és a

www.cs.elte.hu/"kfried/algebra2/komplex_osszeg.html

animacié mutatja a komplex szamok Gsszegének vektorosszegént valdo megraj-
zolésat: A | Lejatszas” gombra kattintva elindul a szerkesztés. z; és zy helyzete
megvaltoztathato.

Az ellentettet is tudjuk szemléltetni, hiszen az a + bi ellentettje —a — bz, igy az
ellentettnek megfelels pont a (—a; —b).

Ezért a z; — 29 komplex szamnak megfelel helyvektor a z;-be, illetve zo-be

mutato helyvektorok kiilénbsége.

Az ellentett a z komplex szam (—1)-szerese, de nemcsak a (—1)-szeres, hanem
tetszbleges valos szammal vett szorzata szemléltethets. Ha a+bi komplex szém,
c valés szamok, akkor az a + br komplex szdmnak megfeleltetett helyvektor az
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3.1. dbra. Komplex szamok Gsszege

(a;b), a c-szeresének megfeleltetett helyvektor az (ac;be), ami éppen az (a;b)
vektor c-szerese.

3.1.2. Allitas Eszerint eqy komplex szdm eqy valds szdmszorosdinak megfelel-
tetett vektor éppen a szdm adott szdmszorosanak megfeleltetett vektor.

Ez a két megallapitas rendkiviil fontos, mert ezek alapjan olyan egy-egyértelmti
megfeleltetés létesithetd a komplex szamok és a sik helyvektorai kozott, ame-
lyek az Osszeadas és a valos szammal valo szorzas miveletét megtartjak. (Bi-
zonyos miiveleteket megtartd bijekcio.)

Eszerint ha egy, a komplex szamokra vonatkozo
A 2z = a1 +b1i és a 29 = ag+ byt szamok szorzata felirhatd aqzo + by 291 alakban.

ElGszor rajzoljuk le a zo = as + boi-nek megfeleltetett helyvektort. A vég-
pontjanak koordinatai: (as,bs). Ennek aj-szerese a vektor a;-szeres nyujtéasat
eredményezi.

Most vizsgaljuk zo-nek az i-szeresét: —by + aqi. Ez a z5 helyvektoranak +90°-
kal torténg elforgatasaval kaphato. Ha most megszorozzuk bi-gyel, akkor a
koordinatak b,-szeresét kapjuk, vagyis a zpi-nek bi-szeres nyujtasat kapjuk.

Mivel a két kapott vektor Gsszege a szorzat, egymas utan flizve 6sszeadjuk Sket.
A byizy helyvektor végpontjahoz toljuk az aqzo vektort.
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A két vektor olyan haromszoget feszit ki, amelynek a csatlakozasnal derékszog
van; hasonlo a z; és annak valos része altal kifeszitett haromszoghoz. A hason-
losag aranya | 2.

Eszerint a két komplex szam szorzatanak megfelel§ helyvektorhoz tartozo ira-
nyitott forgasszog egyenls az arc(zq) 4 arc(z1) Osszeggel, a hossza pedig a |z
hosszanak |z |-szerese. A

www.cs.elte.hu/"kfried/algebra2/komplexszorzat.html
animacié mutatja a szorzat szerkesztésének lépéseit.

A képerny6 aljan a ,Lejatszas” gombra kattintva indul el a szerkesztés. A és
B (a komplex szamoknak megfelel6 pont) helyzete valtoztathato. A lejatszas
lassithato, gyorsithato, megéllithato és Gjraindithato.

ARe(B)AIM(B)AB

3.2. dbra. komplex szdmok szorzata

Két komplex szam szorzatanak arkusza tehat a szamok arkuszainak Osszege,
hossza pedig a tényezdk hosszénak szorzata.

3.1.3. Kovetkezmény. Ha eqy z; komplex szamot megszorzunk eqy zo komp-
lex szammal, akkor a zi-nek arc(zy)-vel vald elforgatottjainak |zs|-vel vald nyij-
tasdat kapjuk eredményuiil.

A 3.3 abran lathato szerkesztést alapjan a

www.cs.elte.hu/"kfried/algebra2/komplexreciprok.html

animécié mutatja a komplex szam reciprokanak helyzetét a komplex sikon. (z
helyzete valtoztathato.)
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3.3. dbra. komplex szdm reciproka

Ebbdl kovetkeztethetiink egy komplex szdm reciprokdnak szemléltetésére is.

Ha a nullatol kiilonb6z6 z-re zw = 1, akkor a hosszaik szorzata 1, szoge-
ik Osszege 0. Ezért w hossza a z hosszénak reciproka, w arkusza z ark-
uszénak ellentettje. A w-nek megfelel§ helyvektor polarkoordinatas alakja:

w= (ﬁ _arc<z>>.

3.2. Miiveletek a trigonometrikus alakkal

Lattuk, hogy a komplex szamok Osszeadésat, kivonasat az algebrai alakkal
egyszertien el tudjuk végezni. A szorzast is, az osztas azonban mar kicsit
komplikaltabb, a négyzetgyokvonas pedig kész szenvedés (lehet).

Ugyanakkor azt is észrevettiik, hogy a miiveleteket a geometriai alakkal is el
tudjuk végezni. Az osztas elvégzése is egyszertien visszavezethetd a reciprok-
képzésre és a szorzasra.

Vizsgéaljuk meg, hogy a trigonometrikus alakkal hogyan fejezheték ki ezeknek
a miiveleteknek az eredményei.

Legyen z; = r1(cos 1 + isin 1) és 2o = 1r9(cos gy + isin ¢y).
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Az 6sszegiik: 11 cos @y + 19 c08 o + i(ry sin ¢y + rosin ) lathatéan nem tri-
gonometrikus alak, és nem is lenne kellemes feladat felirni ennek a komplex
szamnak a trigonometrikus alakjat.

Az ellentett joval egyszertibb, mert példaul z = r(cos¢ + isinp) ellentettje
—z = —r(cos p +isin¢), aminek trigonometrikus alakja —z = r(cos(¢ + ) +
isin(p + 7r)), azonban ez sem segit abban, hogy a komplex szamok kiilonbsé-
gének trigonometrikus alakjat egyszerten fel tudjuk irni.

A szorzatuk:
r1T2 ( COS (1 COS o — SiN 1 Sin @y + 1(C0S 1 sin s + sin 1 cos gpg)) .

Az ismert trigonometrikus Osszegiliggések felhasznalédsaval megkapjuk a szorzat
trigonometrikus alakjat:

rirg = rlrg(cos(wl + o) +isin(p; + @2)).

Ez a geometriai szemléltetéssel kapott eredményt tamasztja ala: a szorzat
hossza a tényezdk hosszanak szorzata, argumentuma a tényez6k argumentu-
méanak Osszege.

Az osztas felfoghaté egy szam reciprokaval valo szorzasként. Felirtuk egy tet-
sz6leges z = a + bi = r(cosp +isinp) (r € R, r > 0) szam reciprokat algebrai
alakban: , ,
1 1 a—bh a—bi

T atbi a+bi a—bi a2+

1
z

Hatérozzuk meg a trigonometrikus alakjat is! A z (nem nulla) komplex szam
reciproka az a komplex szam, amellyel z = r(cosp + isinp)-t megszorozva
1 =1-(cos0+isin0)-t kapunk. A szorzasra kapott Osszefliggést felhasznélva

1 1

== (cos(—¢p) + isin(—yp))

egy lehetséges megoldas. (Tudjuk, hogy az argumentum nem egyértelm, ezért
irtuk, hogy ez egy megoldas. A komplex szamokon a reciprokképzés egyértelmii,
igy azt is tudhatjuk, hogy az 6sszes trigonometrikus alakban megadott reciprok
ugyanazt a komplex szamot jelenti.)

Ebbdl felirhato az osztéas trigonometrikus alakban is:

z1 ri(cosgr +ising) - N )
2y To(cospy +isingy) Ty (005(901 ©2) + isin(p; @2)),

Ez az eredmény egyébként a trigonometrikus 6sszefiiggéseket felhasznalva mas-
képp is megkaphato.
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A szorzés, a reciprok és a hanyados kiszamitasa egyszeriibbnek tiinik, mint az
algebrai alakkal.

3.2.1. Példa. Legyen

2 = 5(cos30° +isin30°), 2o =

Wl o

(cos(—15°) + isin(—15°)).

z
Szdmitsuk ki a = hdnyadost!
Z2

Az algebrai alakban bdévitentink kellene a tortet g—tal. Ha felhasznéljuk, hogy
22

3
chelyett 2o reciprokaval is szorozhatunk, akkor is 5(008(150) + isin(15°))-kal
kell szoroznunk z;-et. A sin 15° és cos 15° felirhat6o négyzetgyokok segitségével.
1 5v3 D 3V?2 3 3V2—-+v3
A z; és — algebrai alakja L_ + —1, illetve V3 + = \/_@
) 2 2 2 2 2 2
A szorzatuk algebrai alakban

15V3V2+vV3 15v2—+3 15v3vV2—-vV3 15vV2+V3) .
A 1 Tl 5 1 2 b

2 4 2
ami nem tlnik elég egyszeriinek.

Ha kozelité értékekkel szamolunk, az sem mond tobbet.

15
A trigonometrikus alakban tudjuk, hogy a hanyados hosszusaga :21: 5 8z
)

argumentuma ¢(z1) — @(z9) = 45°. Eszerint a hanyadosuk trigonometrikus

alakban:
(cos45° 4 sin45%) = 7,5 - (\/—_ + \/—_z> :

whvo] Ut

2

Lattuk, hogy a szorzés menete sokkal egyszertibb a trigonometrikus alakban,
am sem az algebrai alakbol a trigonometrikust, sem a trigonometrikusbol az
algebrait nem egyszerti megkapni.

S6t, még rosszabb a helyzet. Béar a trigonometrikus alakbol egyértelmi az
algebrai alak, és az algebrai alakbol felithato egy trigonometrikus alak, am az
nem egyértelmi, hiszen az argumentum 27 szerint periodikus.

3.2.2. Megjegyzés Foglaljuk 0ssze, milyen miveleteket tudunk elvégezni az
algebrar és a trigonometrikus alakkal is:
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1. Tudunk komplex szamokat 6sszeadni €s szorozni.

2. A kivonds is nyilvan elvégezhetd, mert az nem mds, mint az ellentett hoz-
zdaddsa, és az a + bi szdam ellentettje —a — bi.

3. A szorzist is el tudjuk végezni az algebrai és a trigonometrikus alakkal is.

4. Lattuk, hogyan végezhetjik el az osztdst az algebrai és a trigonometrikus
alakkal.

3.3. Komplex szamok o0Osszegének, szorzatanak
konjugaltja, abszoliut értéke

Az el6z6ekben lattuk, hogy a komplex szamok egy-egyértelmiien megfeleltet-
hetsk a sik helyvektorainak, illetve a komplex szamokon végzett miiveletek a
sikban szemléltethetSk. Ezt a tényt a miiveletek tulajdonsagainak igazolédsakor
idénként fel fogjuk hasznalni.

3.3.1. Allitas Komplex szamok szorzatdinak abszolit értéke a szamok abszolit
értékének szorzata:
|z122| = |21][22]

Bizonyitas. Ugyan éppen ezt a tényt igazoltuk a szorzat trigonometrikus
alakjanak felirasakor, de az Osszefiiggést algebrai eszkozokkel is ellendrizhet-
jik: 21 = a4+ bi, 2o = ¢ + di esetén

|2120] = V/(ac — bd)? + (ad + bc)? =
= Va2c? + b2d? — 2abcd + a2d? + b2c® + 2abed =
= Va2c + b2d% + a2d? + b2c? =
= JE@ T E) 1 (B T+ A) =
=/ (a2 + 1) (e + d?) = Va2 + 2V + & = |||z,

mert a® + b? és ¢ + d* nemnegativ valos szamok. O]

3.3.2. Allitas Komplex szimok szorzatinak konjugdltja a szimok konjugdlt-
janak szorzata:

21729 = 21 29

Bizonyitas. z; = a+ bi, 2o = ¢+ di esetén egyrészt

Ziz2 = (a+ bi)(c+ di) =
(ac — bd) + i(ad 4 bc) = (ac — bd) — i(ad + be),
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MAasrészt

Z1 25 = (a — bi)(c — di) = (ac — bd) — i(ad + be),

vagyis valoban egyenls a két kifejezés. [1

3.3.3. Megjegyzés A konjugdlds a valds tengelyre vonatkozo tikrézés, a szor-
zat a két helyvektorbol (alkalmas szerkesztési lépésekkel) megszerkeszthetd.

Ha a szerkesztés kiindulo adatait tikrozzik, akkor a szorzds eredményeként
kapott vektor is az eredeti szorzat tikorképe.

A fenti dllitdas éppen ezt irja le komplex szdmok szorzatdra.

Ezt a megjegyzésiinket a geometriai szemléletre alapozzuk, de a 3.1.1., 3.1.2.,
2.1.6. allitdsok valamint a 3.1.3. kovetkezmény segitségével preciz bizonyitassé
tehetd.

3.3.4. Allitas Komplex szdmok dsszegének konjugdltja a szimok konjugdltjd-
nak 0sszege:
nntuwn=z21+72

Bizonyitas. z; = a + bi, 29 = ¢+ di esetén

zn+z=(a+c)+ilb+d)=(a+c)—i(lb+d)=a—ib+c—di=71+7% O

3.3.5. Megjegyzés A konjugdlds a wvalds tengelyre vonatkozo tiikrozés, az
dsszeadds a komplex szamoknak megfeleld helyvektorok dltal kifeszitett para-
lelogramma dtlovektora.

Ha a paralelogrammat tikrozzik, akkor az dtloja a tikérkép paralelogramma
atloja lesz.

A fenti dllitas éppen ezt irja le komplex szdmok dsszegére.

Ez a megjegyzés is a geometriai szemléleten alapul, de a 3.1.1., 3.1.2., 2.1.6.
allitasok valamint a 3.1.3. kovetkezmény segitségével preciz bizonyitassa tehe-
t6.

Azt remélnénk, hogy a komplex szdmok 6sszegének abszolit értékére is tudunk
ilyen egyenléséget felirni. Sajnos azonban ez nem igaz, hiszen mar a valds
szamok korében sem teljesiil, példaul 8 = |5| + | — 3| # |5 — 3| = 2.

Ehelyett a vektorok korébdl ismert haromszog-egyenlGtlenségek teljesiilnek:
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3.3.6. Allitas Tetszdleges a, b vektorokra
1. la+b| < |a| +|b|
2 Ja—b| > ||a - [bl]

Eqgyenldség csak abban az esetben lehet, ha a vektorok irdnya megegyezik.

3.3.7. Allitas Tetszdleges a,b valds szimokra
1. |la+b| < la| + (0]
2 la—b| > ||a| - b

Egyenldség csak abban az esetben dllhat fenn, ha a, b és a—b eldjele megegyezik.

Ezek az 6sszefliggések a komplex szamokra azok vektor-szertd tulajdonséga okan
egyszerten igazolhatok.

Ha a,b € C, és nem egyenld az argumentumok, akkor az a+b és a—b szdmoknak
megfelel6 vektor ugyanis az a és a b szamoknak megfeltetett vektorok altal
kifeszitett paralleogramma két atloja, ezek pedig révidebbek, mint a két oldal
egyiittes hossza.

Vizsgaljuk meg, hogy mit jelent az, hogy két komplex szdmnak megfelel6 hely-
vektor egyenld irdnyu és allasu.

Vektorok esetében ez azt jelenti, hogy ugyanabba az egyenesbe, s6t, a kozos
pontbdl induldé ugyanazon félegyenesbe esnek.

Komplex szamokra pedig azt jelenti, hogy megegyezik az argumentumuk (27
periodus erejéig).

3.3.8. Allitas A zy, 2o komplex szimok esetén

|Zl+22| S |Zl|+|22|, (31)

|21 — 2| > ||Zl| — | 22|

Y

és csak zo = Az1 (A > 0 valds szam) esetén dll fenn egyenldség.

Az allitas a vektorokra ismert Osszefiiggésekbdl kovetkezik, de algebrai tton is
bizonyithato.

Bizonyitas. Legyen z; = a; + iby, 20 = ag + ibs. Ekkor a (3.1) egyenlet
atirhato:

V(ay +az)2+ (b + by)? < \/a% + b2 + \/a§+b§.
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Mivel minden négyzetgyokjel alatt nemnegativ kifejezések talalhatok, a négy-
zetre emelés ebben az esetben ekvivalens atalakités:

a3 4 a5+ 2ayay + b2+ b3+ 201by < ad + b2 + a3 + b3+ 2\/(a§ + b3) (a3 + b3).

Itt a mindkét oldalon szerepld kifejezéseket kivonva, a tobbit 2-vel osztva és a
négyzetgyokjel alatt elvégezve a beszorzast:

arag + biby < \/afag + b2b3 + a?bi + a3b3.
Ha a bal oldalon negativ szam all, akkor nyilvanval6 az egyenlStlenség, ha
viszont nemnegativ szam all ott, akkor a négyzetre emelés ismét ekvivalens
atalakitas:
a2a3 + b2b3 + 2a1a9b1by < atas + bibs 4 ajbs + a3b?,

ahonnan

2a1a2b1b2 S a%bg + a%b%,
a bizonyitando. Atrendezve a

0 S a%bg -+ agbf — 2(11&2[)1[)2 = (a1b2 -+ a2b1)2
nyilvanval6 egyenlGtlenséget kapjuk.
A (3.2) egyenlStlenség bizonyitésahoz tegyiik fel elGszor, hogy |z1| > |z| =
| — 2o|. Ekkor persze ||z1| — |22|| = |21] — |22]. Irjuk fel z; 4 2 és —z; szdmokra
a (3.1) egyenl&tlenséget:
|21+ 22 + (—22)| < |21 + 22| + | = 22,
|21] < |21 + 22| + |22],
|21] = |22] < |21 + 2],
HZl| — 122" < |z + 22/,

azaz (3.2) adodik.

Ha |z1| < |z2|, akkor 2o+ 21 és —z; vektorokra felirva (3.1)-et hasonloan adodik
az allitas. O

3.3.9. Megjegyzés A fentiek alapjan elmondhatjuk, hogy a komplex sik egyes
transzformdcioit a komplex szamokon elvégzett miveletekkel is meg lehet adni.
A sik origo korili elforgatdsa eqy eqység hosszisdgu komplex szammal vald szor-
zassal valosithato meg, a valds tengelyre vonatkozo tikrozés a konjugdldssal, az
origo kozéppontu nyujtds eqy valos szammal valo szorzdssal, mig az eltolds a
komplex 0sszeaddssal adhato meg. Nem ennyire nyilvdnvalo, de beldthato, hogy
az origo kozéppontu, 1 sugarid korre vonatkozo inverzio és a wvalds tengelyre
vonatkozo tikréozés leképezéseknek a szorzata éppen a komplex reciprok.
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Feladatok

—_

10.
11.

. Igazolja, hogy z1 + 2923 = 21 + 2223

. Igaz-e, hogy |21 + 2223] = |21| + |2223]?

Igazolja, hogy barmely z komplex szédmra 2% valos!

Igazolja, hogy barmely z komplex szamra z + Z valos!

. Keresse meg, hogy adott z € C\ R szamokhoz mely w szamok esetén lesz

zw valos!

. Keresse meg, hogy adott z € C\ R szamokhoz mely w szamok esetén lesz

2z 4+ w valos!

Keresse meg, hogy adott z € C\ R szamokhoz mely w szamok esetén lesz
2W és z 4+ w is valos!

Igazolja (komplex szamok segitségével) a trigonometrikus dsszegképlete-
ket:

sin(z + y) = sinx - cosy + cos x - siny
cos(z +y) =cosx - cosy —sinz - siny
Hatarozza meg a és b értékét, ha a + bi = b — ai!
Milyen valos x és y értékekre teljesiil, hogy ax + bi + a + byi = bx + 2ay:?

Szamitsa ki a kovetkezd miveletek eredményét! Adja meg ezek trigono-
metrikus és algebrai alakjat is!

a) (1+1)(1—1)
b) 2—1—42
)
)

(
(

(c 3((30515 +isin 15°) - (5 + 2i)

—24 2
d
( cos 45° — 1 8in 45°

3 1 2 2
(e) —g + éi—l—cos?ﬂ —H’sin?ﬂ
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4. Hatvanyozas, gyokvonas a
komplex szamok korében

4.1. Hatvanyozas

Lattuk, hogy miként lehet két komplex szdm szorzatéat kiszamitani az algebrai
alakjukbol, illetve szemléltetni azt helyvektorokkal. Most vizsgaljuk meg a
hatvanyozast.

Szamitsuk ki példaul a 1+ V/3i komplex szdm négyzetét.
Algebrai alakban:

(1+V3i)> =1—-3+4+2V3i = -2+ 2V3i.

3
Mivel 1 4+ v/3i hossza V14 3 = 2, arkusza arc tg% = %, az adott szam

trigonometrikus alakja:

1 3
1+\/§i:2<cosg+ising> :2(;@%).

Komplex szédmok szemléltetésekor megallapitottuk, hogy a szorzat hossza a
tényezGk hosszanak szorzata, szoge a szogeik Gsszege.

T
Eszerint a négyzetének hossza 4, arkusza 5 A négyzete pedig:

2 2 1 3
4 <cos§+isin§> = (—5—1—2\/7_) .

Ebbdl is megkaptuk az algebrai alakot, és — természetesen — ugyanazt, mint
korabban.
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A komplex szamok szorzasara vonatkozd (a trigonometrikus alakhoz felirt)
Osszefiiggések szerint

2> = 1%(cos(3p) + isin(3p)).
S6t, altalaban is igaz, hogy n € N esetén
2" = 1" (cos(np) + isin(ng)).
Ebbdl az algebrai alak is megkaphato:
2" = r" cos(ny) + ir" sin(nep).
Ez kozvetleniil az algebrai alak hatanyozasabol nem jott volna ki.

A hatvanyozas Osszefiiggéseit mar a valos szamoknal is a szorzasbol vezettiik
le. Ezért a hatvanyozéaskor a kitevének legalabb kettének kellett lennie.

Ezért az els6 és a nulladik hatvanyt csak megallapodés alapjan hataroztuk meg
k n+k

— annak érdekében, hogy érvényben maradjon a hatvanyozés a” - a” = a
azonossaga (n,k € N, n k> 2 a € R).
Ezt a szandékot permanencia-elunek nevezziik (permanencia = megmaradas).
Megallapodas. A komplex szamok korében is megallapodunk, hogy z' = 2
és 2" =1 (ha z # 0).
4.1.1. Definicié. ' A z = r(cosp +isinp) (z # 0, r € R, r > 0) komplex
szam n-edik hatvdnydnak (n > 0 egész szdm)

2" = 1" (cos(ng) + isin(ny))
alakjdt Moivre-formulanak nevezzik.

4.1.2. Példa. Hatdrozzuk meg a z = 5(cos 30° +isin30°) komplex szdm (—1)-
edik hatvdnydt!

A hatvanyozésra vonatkoz6 azonossidgot nem alkalmazhatjuk negativ egész
szamra (példaul —1-re), de ha ettdl fiiggetleniil z-re alkalmazzuk a hatva-
nyozas 4.1.1. Definicioban adott szabalyat (helyteleniil) n = —1-re, akkor

1 1

H(cos(—gp) +isin(—¢)), éppen —-t kapjuk. Eszerint (ha azt akarjuk, hogy a
z z

permanencia-elvnek megfelelGen a hatvanyozés ismert azonossagai tovabbra is

teljesiiljenek) 2 '-et a komplex szamok kérében is —-nek kell értelmezniink.
z

Ezért a permanencia-elv alapjan kiterjesztjiik a Moivre-formula érvényességi
korét negativ egész kitevskre is.

! Abraham de Moivre (1667-1754) francia matematikus
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4.1.3. Definicié. A z = r(cosp +ising) # 0 (r € R, r > 0) komplex szim
t-edik hatvdnya (t tetszdleges egész szam) megéllapodas szerint

2t =r'(cos(ty) +isin(ty)).
(Egyébként z = 0 minden nem nulla hatvinya 0.)

Az imént elmondottak alapjan megkereshetjiik v/z trigonometrikus alakjat is.
(Az algebrai alakot mér korabban megkerestiik, 1.3.1. allitas.)

4.2. Komplex szamok gyokei

Keressiik meg a z = 5(cos 30° + i sin 30°) négyzetgyokét, azaz keressiik meg az
Osszes olyan komplex szamot, amelyek négyzete 2.

Tudjuk, hogy a szorzat hossza a tényezdk hosszanak szorzata, a szorzat argu-
mentuma az argumentumok Gsszege.

Eszerint egy szam négyzetének hossza a szam hosszénak négyzete, a négyzet
argumentuma a szam argumentuméanak kétszerese.

Vagyis olyan w komplex szamot keresiink, amelyre |w|?* = |2|, tehat |w| = V/5,
illetve 2 arg(w) = arg(z), amibdl arg(w) = 15°.

Mivel azonban az argumentum nem egyértelmi, meg kell vizsgalnunk a tobbi
lehetséges argumentumot is. A 30° fele 15°, a 390° fele 195°, a 750° fele 375°,
ami a 15°-nak felel meg, a 1110° fele 555°, ami pedig a 195°-nak felel meg.

z argumentuma 30° + k - 360°, k € Z. Ennek a fele 15° + £ - 180°, vagyis 180°
(7) szerint periodikus, igy minden mésodik ugyanazt a komplex szamot jelenti.

A kapott szogeket viszont modul6 360° (27) tekinthetjiik. Eszerint két arkusz
felel meg: 15° és 195°. Ez a két argumentum pedig kiilonb6z6.

Tehat csak két kiilonb6z6 négyzetgytk van, és ezek egymas 180° () szerinti
elforgatottjai:

wy = V/5(cos 15° + i sin 15°), wy = V/5(cos 195° + isin 195°).

Korébban (15. oldal) lattuk, hogy a komplex szamnak két négyzetgyoke van,
ezek — algebrai szemszoghdl vizsgéilva — egymas ellentettei, és valoban:

wy = V/5(cos 15° + i sin 15°), wy = —V/5(cos 15° 4 7 sin 15°).

A 2% argumentumabol kovetkeztethetiink z argumentumara, de az kétféle kii-
16nb6z§ érték is lehet. A
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1407

4.1. dbra. EgyenlS abszolut értékd komplex szamok négyzetgyokparjai argu-
mentumai

www.cs.elte.hu/"kfried/algebra2/komplex_negyzetgyok.html

animacioé adott komplex szamhoz mutatja a négyzetgyokei helyzetét a komplex
sikon. A képernyé bal alsé sarkdaban elindithaté és leallithaté az animécié. Az
adott pont (2?) argumentuma, azaz o szog allithato.

A 4.1 abra szemlélteti, hogy hol helyezkedhetnek el egyes komplex szamok
négyzetgyokparjai a komplex sikon.

Most vonjunk kdbgydkot a fenti z-bél, azaz keressiik meg az Osszes olyan komp-
lex szamot, amelyek harmadik hatvénya z.

Mivel komplex szamok szorzatédnak hossza a tényezdk hosszénak szorzata,
argumentuma az argumentumok Osszege, z; kobgyoke olyan komplex szém,
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amelynek hossza /|z| = v/5, argumentuma z argumentumanak harmadré-
sze: 10° + k- 120°. Ez harom kiilonb6z6 komplex szémot jelent:

¢ = V/5(cos 10° 4 i sin 10°),

g2 = V/5(cos 130° + i sin 130°),

g3 = V/5(cos 250° + i sin 250°).
(A t6bbi argumentum ezeknek 360° egész szamu tobbszorosével valo elforgaté-
saval kaphato.)
Altalanosithatjuk a tapasztaltakat:

4.2.1. Definicié. Eqgy z # 0 komplex szam n-edik gyokén (n € N) értjik az
osszes olyan komplex szdmot, amelyek n-edik hatvdanya z.

4.2.2. Tétel Egy z = r(cos ¢ +isin ) komplex szdm n-edik gyokei (n € N) a

k-2 k-2
w; = {‘/?(cosu—i-isinu)

n

(i=0,1,...,n— 1) komplex szamokkal adhatck meg.

Bizonyitas. Harom allitast kell belatnunk. 1. A fentiek mind gyokei z-nek
2. Minegyik felirt gyok mas. (Nincs koztiik egyenld.)
3. Nincs tobb n-edik gyoke z-nek.

1. A komplex szamok trigonometrikus alakjaval végzett szorzas Osszefliggései
alapjan ellendrizhetjiik, hogy w? hossza |z|, argumentuma ¢ + k - 27, vagyis
a wj-k n-edik hatvanyai valéban z-vel egyenlék. Ezek tehat valoban n-edik
gyokei z-nek.

2. A fenti w;-k mind kiilonb6z6ek, mert az argumentumaik kiilonbozéek.

3. z-nek minden n-edik gyokét megkaptuk, hiszen ha lenne olyan argumentum,
amelyet nem kaptunk volna meg, akkor annak az n-szerese (¢ + 2k7m alaki)
lenne. Elvégezve a k = rn + k; (ky > 0) maradékos osztast, ki-hez és k-
hoz ugyanaz a szog tartozik, hiszen 2k és 2k, kozott a kiillonbség 2rn, vagyis a
nekik megfelels forgasszogek kozti kiilonbség 2rnm (egy teljes kor tobbszorose).
A kq-hez tartozd gyokot pedig felirtuk. [

4.2.3. Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy /r = r%, vagyis tovdbbra is teljesiil-

het a hatvdnyozdsra vonatkozo 2™ - 2 = 2"* azonossdyg.

Itt fel kell haszndlnunk azt is, hogy (2")" = 2¥", amibsl (2)" = (2™)F. Ezt
feladatként az olvasdra bizzuk.
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4.2.4. Megjegyzés. A komplex szamok egész kitevdji hatvinyozdsa (és egész
szam alapi gyokvondsa) igy a felirt dsszefiiggés szerint tetszéleges raciondlis
hatvdnyra és gyokre kiterjeszthetd (kivéve a 0-nak a 0-dik hatvdnydt).

Ez valamelyest dltalanosabb is, mint a valos szdmokon elvégezhetd hatvdanyo-
zdas, hiszen ott negativ szamnak nem tudtuk értelmezni tetszdleges raciondlis
hatvanyat (gyokét), mert az nem lett volna egyértelm.

Most azért tehetjiik meg mindezt, mert a gyokvondst csak a komplex szam ab-
szolut értékén, egy nemnegativ raciondlis szamon kell elvégezni. (Persze az
argumentum is vdltozik, de az osztds elvégezhetd.)

4.2.5. Példa. Vegyiik a z = —1 + @ komplex szdm harmadik gyokét.

3
2] = VI+1=12, arg(z) = Iﬂ

2
A hosszisagdnak a harmada 5 az eqyik arumentuma % A mdsik két kobgyok
27 . 47
argumentuma ennek az arqumentumdndl ?-mal, illetve ?-mal nagyobb.

Igy a kobgyokok:

\/§ 7T .. T
w; = ? (cosz —i—zsmz)
V2 r . 1lx
Wy = ? (cosﬁ —l—zsmﬁ)
V2 197 . 197
w3y = ? (cosﬁ +zsm§)
Or 27 4w

Vilagos, hogy az 1 hosszisagu, 3303 argumentumi komplex szamok

mindegyikének a kobe 1. (Hiszen a kobeik hossza 1, az argumentuma 27 egész
szamu tobbszorose. )

Ha wf = 2z, akkor w - (cos 2% + 4 sin 2%) és wy - (cos 4% + ¢ sin 4%) kobe
is z.

Eszerint egy szam egyik kobgyokébsl megkaphatjuk az Osszes kobgyokét, ha
megszorozzuk egy egység hosszusagu, k - ?ﬂ argumentumu komplex szammal.
4.2.6. Kovetkezmény. A 4.2.2. tétel értelmében z = (r; @) komplex szam n-
edik gyokeit az argumentumuk nagysdga szerint sorba rendezhetyiik. Két eqymds

utdni qyok szoge kozott a kilonbség il
n
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. 2
lgy ha egy n-edik gyokdt megkaptunk, akkor azt T el elforgatva — vagyis az
n

1 - (cos(2m/n) +isin(27/n)) komplex szammal szorozva — ijabb gyokot kapunk.

Ez ad okot a kdvetkezd fogalom megalkotasara:

A € = cos(2m/n) +isin(27/n) komplex szamot komplex n-edik egységgyoknek
nevezziik.

Ennek a szamnak az n-edik hatvanya 1. Val6jaban ¢ minden természetes kite-
v6jt hatvanyanak n-edik hatvanya 1, hiszen (£")" = " = &"% = (¢")F = 1.

Mivel egy z # 0 valamely komplex n-edik gyokét nemcsak e-nal, hanem en-
nek tetszéleges hatvanyaval megszorozva ismét n-edik gyokét kapjuk z-nek,
indokolt, hogy az 0sszes ilyen komplex szdmot n-edik egységgyoknek nevezziik:

Vegyiik észre, hogy akkor ezek mind az 1 komplex n-edik gyokei (és 1-nek
minden n-edik gyoke szerepel).

4.2.7. Definicié. Az 1 komplex szam n-edik gyiokeit n-edik egységgyokoknek
nevezzik.

2
Ezek az eqység hosszusagi, k - ill (k € Z) argumentumi komplex szdmok.
n

Az n-edik hatvanyuk 1.

Szokas a k szorzotényezd szerint sorbarakni, megsorszamozni az n-edik egység-
gyokoket. Az 1 maga is n-edik gyoke 1-nek. k = 0-ra kapjuk az 1-et, igy ezt a
nulladiknak nevezziik, ¢, o-val jeloljiik.

Az els6 n-edik egységgyok a k = 1-hez tartozo €, 1 = cos(2w/n) + isin(27/n).
A k-adik az n-edik egységgyokok kozil e, 5, = cos(k - 2 /n) + isin(k - 27/n).
4.2.8. Megjegyzés Konnyen ellendrizhetd, hogy példdul

— a masodik eqyséqqgyokok az 1 és a —1;

1 3 1 3
— a harmadik egységqyokok az 1, a —3 + %i, 5~ gi;

- a negyedik eqységqyokok 1, i, —1, —i.

Eszerint a mdsodik eqységqyokik egyszersmind negyedik eqységqyokok is. Nem
18 meglepd, hiszen ha eqy szam mdsodik hatvanya 1, akkor a negyedik hatvanya
(ami 1-nek a mdsodik hatvinya) szintén 1 lesz.

Latjuk, hogy lehet olyan komplex n-edik egységgyok, amelyik egy n-nél kisebb
k-rais k-adik egységgyok. Példaul a negyedik egységgyokok koziil a —1 méasodik
egységgyok is.
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Azokat az n-edik egységgyokoket, amelyekre ez nem teljesiil, n-edik primitiv
egységgyokoknek nevezziik.

4.2.9. Definicié. w primitiv n-edik egységegyok, ha w" =1, de ha 0 < k < n,
akkor Wb # 1.

Maésképp is szokas definialni a primitiv egységgyokoket — ekkor azonban be kell
latnunk, hogy a két definicié egyenértékd. A masik definicié szerint:

4.2.10. Definici6. w primitiv n-edik egységgyok, ha minden n-edik eqység-
gyok eldall mint w valamely hatvdnya.

4.2.11. Allitas A két definicid ugyanazt jelenti.

Bizonyitas. Ha — az els§ definici6 szerint — w primitiv n-edik egységgyok,
akkor az elsé n hatvanya

1. mind kiilénb6z6 — hiszen ha w*' = w* (n > k; > ky > 0) teljesiilne, akkor
W™ =1 (n > ky — ky > 0) lenne —;

2. mind n-edik egységgydk, hiszen (w*)" = (W")* = 1% =1,
igy tehat w els6 n hatvanya elGallitja mind az n darab n-edik egységgyokot.
Maésrészt, ha — a masodik definicié szerint — w primitiv n-edik egységgyok,
akkor taldlhaté n olyan hatvany, amelyek az n-edik egységgyokoket adjak:

Wi W Wi Wi

Mivel w n-edik hatvanya 1, ezért osszuk 7;-t maradékosan n-nel, és megtehet-
juk, hogy az i, kitevSk helyett azok n szerinti maradékat vessziik. (i, = tgn—+ry
maradékos osztds esetén w'* = W™ - W' ahol az els§ tényezd 1.)

Ezek a kitevk 0 és n — 1 kozé esnek, a 0-adik egyenls 1-gyel, vagyis az Osszes
tobbi kiilonbozik 1-t6l. Eszerint 0 < k < n-re minden mas hatvany 1-t6l
kiilonboz6. Igy w a mésik értelemben is primitiv n-edik egységgyok. [

4.2.12. Tétel Az n-edik eqyséqgyokok kozil az r-edik akkor és csak akkor pri-
mitiv n-edik eqységqyok, ha (r,n) = 1.

Bizonyitas. Legyen a sorban az r-edik egységgyok e, ,, amely tehit a sorban
az els6 n-edik egységgyoknek, €, 1-nek az r-edik hatvanya.

Legyen most (r,n) =d # 1, r = rid, n = nyd. Ekkor
(ens)™ = (5;,1)m = (€Z{?)”1 = ((5;1,1)d)m = (8211)” =1,
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4.2. dbra. n =9, k = 2, £95 (primitiv egységgyok) hatvanyai sorban 6sszekotve

hiszen €}, is n-edik egységgyck (mert egy n-edik egységgyok hatvanya).

Eszerint €, ,-nek egy n-nél kisebb kitev§jd hatvanya is 1, azaz nem primitiv
egységgyok.

Maésrészt, ha €, ,, 7 < n nem primitiv egységgyok, akkor van olyan n-nél kisebb
k kitevd, amelyre 57’fw = 1. Eszerint (5;71)]“ =1, azaz (,,)™" = 1.

Mivel azonban ¢, ; primitiv n-edik egységgydk (a hatvanyai sorban elGallitjak
az Osszes n-edik egységgyokot), azaz (e,1)" = 1. S6t, csak azok a hatvanyai
egyenlk 1-gyel, amelyek n egész szamu tobbszorodsei, hiszen a hatvanyok n
szerinti periodussal egyenldek egyméssal (példaul ¢ = ", ha t,r € Z,
0<r<n;és0<r<mneseténac™ =& hatviany nem egyenls 1-gyel). Ebbél
kovetkezik, hogy n | rk. Ha (n,r) = 1 lenne, akkor abbol n | k kévetkezne, ami
ellentmondas, hiszen k£ < n. Tehat n és r nem lehetnek relativ primek. [
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4.2.13. Megjegyzés Erezzik — de eqyszerden be is ldthatd —, hogy szoros kap-
csolat dll fenn az n-edik eqységqyokok szorzds szerinti és a Z,, 0sszeadds szerinti
algebrai struktirdk kozott. Nevezetesen a két struktdra izomorf.

A bizonyitdasunkat ennek seqgitségével is levezethettiik volna.

4.2.14. Kovetkezmény. A primitiv n-edik eqységgyokok 0,1,... ,n—1 hatvd-
nyai eldadllitjaik az n-edik eqységqyokoket.

Bizonyitas. Ha a sorban az r-edik n-edik egységgyok primitiv, akkor a
0,1,...,n — 1-edik hatvanyai a 4.2.12. tétel miatt nem lehetnek 1-gyel egyen-
16k, de mind kiilonb6z6k, ezért minden n-edik egységgyokot megkaptunk. [

Amikor felirtuk a masodik és a negyedik egységgyockoket, lattuk, hogy ezek
,8z€ép szimmetrikusan” helyezkednek el, vagyis az 0sszegiik 0.

A harmadik egységgyokok esetén azonban ez nem latszik, de ha felirjuk az
Osszegiiket, akkor megkapjuk:
1 V3 1 V3

R SRRYZ P . T
5l g5 =0

Felmeriil a kérdés, hogy ez véletlen-e, vagy mindig igy van.

4.2.15. Tétel Az n-edik eqységqyokok dsszege 0.

Bizonyitas. (Els6) Az n-edik egységgyokok egység hosszi vektorok, amelyek
koziil a szomszédosak egymassal ugyanakkora szoget zarnak be. Ezért ha a vek-
torosszeadas szabélya szerint lancba fiizziik 6ket, éppen egy szabélyos n-szog
oldalvektorait alkotjak (korben egymast koveti az iranyuk), amelyek Osszege
eszerint éppen 0. (n = 5-re lasd 4.3 abra, n = 9-re lasd a

www.cs.elte.hu/"kfried/algebra2/egyseggyokosszeg2.html

animaciot.) O

Bizonyitas. (Masodik) Az n-edik egységgyokok elGallnak e, ; hatvanyaiként:

0 1 n—1

1=¢ € €

n,l» n,1» ] n,l *
Ezek 0Osszege véges mértani sorosszeg, amelyben az els§ elem 1, a kvociens
1—-¢n
. n,1l . . .
(hanyados) €, 1; azaz P Mivel pedig 1 = ¢, ;, ez az 0sszeg 0. [
— <n,l

Ha mar megvizsgaltuk az egységgyokok Gsszegét, nézziik meg, mit mondhatunk
a szorzatukrol. n = 2 esetén —1, n = 3-ra 1, n = 4-re ismét —1 adodik. Sejtjiik,
mi a helyzet:
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4.3. abra. Az 6todik egységgyokok Osszege

4.2.16. Tétel Azn-edik eqységgyokik szorzata pdros n-re —1, pdratlan n-re 1.

Bizonyitas. A komplex szamok szorzatédnak hossza a hosszaik szorzata (ez 1,
hiszen minden egységgyok hossza 1), az arkusza az arkuszok Osszege. Ez pedig
2n 4w 67 (n—1)27
OF —+ —F+ — 4.
n n n n

27
Ez olyan szamtani sorozat, amelynek differenciaja —, az Gsszege pedig
n

—n(nQ— D 2% =(n—1)7.

A szorzat tehat cos(n — 1)m + isin(n — 1), az arkusza ezért paros n-re (—)-
nek, paratlan n-re m-nek felel meg, mig az abszolut értéke 1, vagyis az n-edik
egységgyokok szorzata paros n-re —1, paratlan n-re 1. [J

Az egységgyokoknek tovabbi érdekes tulajdonsiagaik vannak, amelyekkel most
nem foglalkozunk.

Végezetil megemlitjiik, hogy magasabb analizisbeli ismeretek alapjan definial-
haté a komplex szamok exponencialis alakja: z = r - e'?| specialisan e = —1.

Feladatok

1. Igazolja a 4.2.3. megjegyzésben szerepls (2F)" = 27 allitast. (2 €
C\ {0}, n,k € N)
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. Oldja meg a kovetkezd masodfoki egyenleteket a komplex szamok hal-
mazan!

(a) ix* — iz + 1

(b) iz* +x+1+i=0

(¢) (i—2)x* +(2+9)x+2i=0

. Hatarozza meg, hogy az 2% + ipx — 1 = 0 egyenlet megoldasainak négy-
zetOsszege a p paraméter mely értékére lesznek minimalisak!

. Hatéarozza meg a 4.4. dbran ivekkel jelolt szogek Osszegét! (Harom négy-
zetet rajzoltunk egymaéas mellé, és a kozos csticspontbol meghtuztuk az
egymaés utan keletkezd téglalapok egy-egy atlojat.)

4.4. 4bra.

1+itga

. Végezze el a

ban)!

. miiveletet (fejezze ki az eredményt algebrai alak-
—itga

. Hatérozza meg azokat a komplex szamokat, amelyek négyzete az eredeti
szam konjugaltja!

. Szamitsa ki a kévetkez6 komplex szamokat!

(a) V2i

(b) v—8i

(¢) V3—4i
(d) v—8—6i
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8. Oldja meg a kovetkezs egyenleteket!
(a) 2> — 2+ i)+ (=1+7i) =0
(b) 2 — (3—2i)x+ (5 —5i) =0
(c) 2+ —(5b—d)z+ (2—2i) =0
9. Irja fel a 2-odik, 3-adik, 4-edik, 5-6dik, 6-odik egységgyokoket trigono-

metriai és algebrai alakban is!

10. Sorolja fel, hogy a 24-edik egységgyokok melyik milyen n-re primitiv n-
edik!

11. Milyen n-re primitiv n-edik egységgyok a tizedik egységgyokok koziil a
4-edik?

12. Milyen n-re primitiv n-edik egységgyok a 12-edik egységgyokok koziil a
8-adik? Es a 7-edik?

13. Irja fel a 24-edik egységgyokok koziil a hetediknek a hatvanyait, és haté-
rozza meg, hogy azok hanyadikak a 24-edik egységgyokok koziil!

14. Jeloljon € egy 2n-edik primitiv egységgyokot! Hatérozza meg az 1+ € +
g2 4 ...+ " Gsszeget!

15. Jeloljon € az elsé n-edik egységgyokot! Szamitsa ki az (z +&')' + (z +
e+ .. 4 (x+ &™) Bsszeget!

w klfeJ ezést! |

16. Hozza egyszertibb alakra a
cos 1) — 1 sin

17. Végezze el a kdvetkez6 gyokvonésokat!

a
b

(a) v
(b)
(c) v
(d)
)

EREE

d
(e

18. Fejezze ki cosz és sina segitségével (valamint a komplex szamok trigo-
nometrikus alakjanak felhasznalasaval) a kovetkezoket:

v/ —64

(a) sin2x
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(b) cos 3z
(c) cosbzx
(d) cosTx

(Otlet: z = cos p + isin p esetén a z hatvanyait algebrai és trigonomet-
rikus alakban is kiszamithatjuk.)

19. Fejezze ki tg2¢-t tg ¢ segitségével!
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II. rész

Polinomok
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5. Polinomok

A konyv méasodik részében polinomokroél lesz sz6. Polinomokkal mar koézépis-
kolaban is talalkozunk. A masodfoku egyenlet megoldoképlete cimen valdjaban
egy masodfoki polinomegyenlet megoldasait keressiik.

Masodfoki polinomként az ax? + bz + c kifejezést ismertiik. Mivel most ma-
gasabb fokiu polinomokkal is fogunk talalkozni, az egyre magasabb fokszamot
jelols z-hatvanyok egyiitthatojara hamar kifogynank az abécé bettibdl, igy
érdemes mas jelolést kitalalnunk.

Lehetne agz? + a1zt + as a jelolés, vagy asx® + a12' + ag. Mi az utobbit fogjuk
hasznalni.

To6bb kérdésre fogjuk keresni a valaszt. Mindenekel6tt tisztazzuk tehat a hasz-
nalt fogalmakat.

Természetesen meg kell mondanunk, hogy mi micsoda: mi az az x, mi az az a,
és ha mar tudjuk, hogy azok valamilyen szamok (egyiitthatok), akkor milyen
halmazboél vannak.

Amikor az egyenlet megoldasarol beszéltiink, akkor nem az asz? + aqz' + aq
polinomot oldottuk meg, hanem az axz* + ayz' + ag = 0 egyenletet. A ketts
kozott ugyan van kapcsolat, de meg kell kiilonboztetniink a polinomot és a
segitségével felirt (polinom)egyenletet. Ezeket is tisztaznunk kell.

Emlékeztetsil: testnek nevezziik az olyan (7, +,-) algebrai strukturat, ahol
T egy nem fires halmaz, az + (6sszeadas) kétvaltozos mivelet kommutativ,
asszociativ és invertalhato (egységeleme a 0), a - (szorzas) kétvaltozos mivelet
kommutativ, asszociativ és a T\ {0} halmazon invertalhato, valamint a szorzas
disztributiv az Osszeadéasra (vagyis Osszeget ugy is szorozhatunk egy T-beli
elemmel, hogy a minden tagot megszorzunk, és a szorzatokat adjuk ossze).

(Ha egy struktira majdnem test, épp csak a szorzas nem kommutativ, akkor
azt ferde testnek nevezik.)
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5.1. Polinomokkal kapcsolatos fogalmak

Legyen T egy test, és legyenek az a,, a,_1, ..., as, ay, ag elemek T-beli elemek.

5.1.1. Definicid. T test feletti (egyhatdrozatlani) polinomnak nevezzik az
P=a,x" + ap 12" 4+ ...+ ayx? + a1z + ap (5.1)

formalis kifejezést, ahol az x eqy jel, amelynek ebben a pillanatban nem kél-
csonziink értelmet. (Ezért mondjuk azt, hogy ez a kifejezés formdlis.)

Bdrmit jelentsen is az x, az x* jelolés az onmagdval vett k-szoros szorzatot
jeloli. (Aminek — x értelmetlen lévén — szintén nincs még értelme. k = 0
esetén az 1-et — a szorzds eqységelemét —, k = 1 esetén x-et jelenti.)

Az a; elemeket egylitthatoknak nevezziik, x-et pedig hatarozatlannak.

A polinomban egy apz® kifejezéset tagnak neveziink. (Eszerint a fenti P poli-
nomnak n + 1 tagja van.)

A késGbbiekben kétféle értelemmel toltjiik meg a polinom formalis kifejezését,
amelyek egymassal is és a formalis kifejezéssel is kapcsolatban lesznek.

1. Ha az z-r6l azt feltételezziik, hogy az valamelyik T-beli elem, akkor azt
mondjuk, hogy a fenti ((5.1)) kifejezésbe behelyettesitjik az adott elemet. Ek-
kor a P-ben szerepl6 miiveletek elvégezhetdk, az eredmény pedig — amely szin-
tén T-be esik — a P polinom z helyen vett helyettesitési értéke.

2. Ha tetszéleges T-beli x elemhez hozzarendeljik a szintén T-beli a,x" +
U1 . Hasx®+a1x4ag elemet, akkor ez egy hozzarendelés, egy fiiggvény,
amit polinomfiigguénynek neveziink. Ezt gy is jeloljiik, hogy P(x) (ebben az
esetben = megnevezése: valtozo).

Ekkor van értelme azt firtatni, hogy a P polinomnak mely z € T érték mel-
lett 0 a helyettesitési értéke (a polinomegyenlet megoldésa, ekkor x megneve-

zése: ismeretlen), illetve hogy mely = értékhez rendel 0-t a P(x) fliggvény (a
polinomfiiggvény zérushelye).

Ennek a két kérdésnek a megvalaszolasa ugyanannak a probléméanak a megol-
désat jelenti. Ebben a fejezetben — tébbek koézott — erre a kérdésre keressiik a
véalaszt.

5.1.2. Definicié. A (5.1) polinom fokszama az a, (legnagyobb indezi tag)
indeze: n; jele: gr(P) = n.

Mivel a kifejezés formdlis, nem lehetink benne biztosak, hogy a, # 0.
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Ha a, # 0, akkor az n a polinom valodi fokszama, ellenkezd esetben a valddi
fokszdm n-nél kisebb.

Azokat a polinomokat, amelyek valodi fokszdma 1, konstans polinomoknak ne-
vezziik — kivéve az azonosan 0 polinomot, amelynek minden egyiitthatdja 0!

Szinte soha nem fogunk arra fanyalodni (de egyszer-kétszer mégis), hogy a,-t
0-nak vegyiik, igy azon ritka esetekben, amikor 0-nak addédna, figyelniink kell
ra, hogy mi a valodi fokszam.

Tovabbi gondjaink lesznek még azzal a ténnyel, hogy bar a P = ag # 0 (egyta-
gi) polinom fokszama 0 (a definicionk szerint), az ap = 0 polinom fokszamara
mast kell majd kitalalnunk.

Ugyan nincsen semmi értelme, de a késGbbiek alapjan az latszik a legcélszertibbnek,
ha a konstans 0 polinom fokszamét — formalisan — minusz végtelennek vessziik. Az-
az barmilyen nem 0 szdmmal szorozzuk meg, barmennyit is adunk hozzé, 6nmagéat
kapjuk.

5.1.3. Definicié. A polinom legmagasabb foki tagjdat (a,x"-et, ahol a, # 0)
fétagnak, az a,-et f6egyiitthatonak nevezzik.

5.2. Miiveletek polinomokkal

5.2.1. Definici6. Két polinom Osszegét a kdvetkezdképpen definidljuk:
A=a, 2"+ ...+ a1x + ag, B=b,2"+ ...+ bjx+ by

esetén jelolje | azn és azm kozil a nagyobbikat (vagy n = m, akkor ezt). Ha A
és B fokszdma nem ugyanannyi, akkor egészitsik ki az alacsonyabb fokszdmait
olyan tagokkal, hogy a nem valodi fokszama | legyen. Ekkor

A=aqz'+ ...+ ax+ ap, B=ba'+...+bx+b.

(Az egyik valodi l-edfoki, a mdsik nem feltétlendil.)
Ezek dsszege az a C polinom, amelynek a k-adik tagja (ay, + by)x", tehdt

C: (al+bl)xl+...+ ((11+b1)$+ (a0+b0).

Ebbdl a definiciobol az alabbiak kovetkeznek (vezethetSk le egyszertien):

1. A polinomok 0sszeadésa kommutativ.
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2. A polinomok 6sszeadasa asszociativ (visszavezethets a T testbeli Osszeadas
asszociativitasara).

3. A polinomok 6sszeadasanak van egységeleme, az azonosan 0 polinom (min-
den egytitthato 0), amelyet O-val fogunk jel6lni.

4. Az 6sszeg fokszama nem lehet nagyobb egyik 6sszeadandé fokszaménal sem.
(Esetiinkben [-nél.)

5.2.2. Definicié. Polinomok szorzata:
A=a, 2"+ ...+ a1z + ao, B=b,2™"+ ...+ bx+ b
esetén legyen a szorzatuk az a C polinom, amelynek a k-adik tagja
(ap - by + ap_y - b1 + ... + ag - by)z*,
amennyiben pedig a megfeleld egyiitthatok nem léteznek, azokat 0-nak vessziik:
C = (b)) "™ 4 (A b1 F 1 by )" T A (ay -bo+ag-by)x+(ag-bo).
(Lasd az 5.1 dbrdt!)

4 ﬁf‘ mx! iy

coo| apbax®® | gybxttE dpb ™

L1

i 2t g = 1

L LY ol I Y Y o

nem—+

E 3
[ R ce e 3, Ayl —2x™ | dplry _ax™1

baxt aybsx*? By B! gl x”
bix! ayby ™! Hp by " Hy_abyxr™!
o bt a_ybox™! a, _gbor"?

5.1. abra. Polinomok szorzata

Az ugyanazzal a szinnel jel6lt szorzatokban ugyanannyi az x fokszéma.

Ebbdl a definiciobdl az aldbbiakat tudjuk bebizonyitani:

1. A polinomok szorzéasa kommutativ. (Ez is visszavezethetd a T-beli 6sszeadas
és szorzas kommutativitasara.)

2. A polinomok szorzasa asszociativ. (Visszavezethetd a T-beli miiveletek
tulajdonsagaira.)
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3. A polinomok szorzéasa disztributiv a polinomok sszeadéaséara nézve. (Vissza-
vezethet6 a T-beli miiveletek tulajdonséagaira.)

4. A polinomok szorzasanak létezik egységeleme: az azonosan 1 polinom, ame-
lyet E-val fogunk jelolni.

5. Két polinom szorzata csak dgy lehet az O polinom, ha valamelyik maga
az O. (Ezt kicsit komplikaltabb bizonyitani, de ugyantgy visszavezethets a
T-beli miveletek tulajdonsagaira.)

6. A polinomok szorzasakor a fokszamok Osszeadddnak — kivéve, ha a két
polinom valamelyike az azonosan 0 polinom, vagyis az O.

Ez utobbi fontos tulajdonsag, és szeretnénk, ha tetszéleges polinomokra hasz-
nalhatnank. Sokszor fogunk ra ,polinomok szorzatanak fokszdmara vonatkozo
Osszefiiggés™ként vagy roviden csak ,fokszamosszefiiggés™ként hivatkozni.

Ezzel egyébként magyarazatot kaphatunk arra is, miért nem értelmezhetjiik
0-nak az O (azonosan 0) konstans polinom fokszaméat. Ha ugyanis O fokszama
0 lenne, akkor tetsz6leges A polinom esetén az O - A = O, tehat a fokszama
0 lenne, maésrészt a szorzatra vonatkozo fokszamosszefliggés miatt gr(O) +
gr(A) = gr(A)-t kellene kapnunk, de ezt nem tudjuk minden A-ra garantalni.

Miként érdemes tehat megvéalasztani (és eddig miért nem tettiik meg ezt) az
O = 0 polinom fokszamat.

Héarom igényiink van:
1. a fokszam fejezze ki a tagok szamanak a csokkenését;
2. a fokszam természetes (de legalabbis egész) szam legyen;

3. a szorzatpolinom fokszama (lehetéleg) legyen egyenls a tényezék fokszama-
nak Osszegével.

Azért nem értelmeztiik tehat az O fokszamét, mert nincs olyan természetes
(s6t egész) szam, amire teljesiilne a szorzat fokszamara tett feltétel.

Sajnos ezért le kell mondanunk arr6l, hogy O-nak fokszamot adjunk. (Inkabb,
minthogy lemondjuk a szorzatra vonatkozo fokszamosszefiiggésrdl.)

Mint azt kordbban emlitettiik — a mésodik tulajdonsagrél lemondva — az lenne a
legcélszeriibb, ha a konstans 0 polinom fokszdmat ,minusz végtelennek” vennénk.
Ilyen szam természetesen nincs.

Valamilyen mértéket mégis hozzé fogunk rendelni a polinomokhoz, mert ,nagy-
sag’ szerinti 6sszehasonlitasukra is sziikségilink lesz.

5.2.3. Definici6é. Legyen az A polinom ,mérete” vagy ,mértéke” 254 ha lé-
tezik a gr(A), és legyen 0, ha nem létezik.
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Ez a méret kifejezi a fokszam nagysagat (nagyobb fokszamu polinomhoz na-
gyobb méret tartozik); természetes szam; polinomok szorzatanak mérete a té-
nyezGk méretének szorzata.

Azt lattuk eddig, hogy a test f6l6tti polinomok korében definialhaté egy kom-
mutativ és asszociativ Osszeadas, illetve szorzés, tovabba az 6sszeadas invertal-
hato, és a szorzas disztributiv az 0sszeadasra nézve.

Nem végezhet§ el azonban az osztas, vagyis nincs minden esetben megoldasa
a PX = @ egyenletnek (amelyben tehat P, ) adott T-feletti polinomokhoz
keressiik azt a T-feletti X polinomot, amelyre PX = Q).

Az 1-nél magasabb fokszamu polinomoknak nincs példéul reciproka.

5.2.4. Példa. Teqgyiik fel, hogy invertilhato a polinomok korében a szorzds,

példaul a P = x polinomra az 5= kifejezés is polinom.
x

Ekkor a P = l-bé’l P-xz =1 lenne.
T

Ha létezik gr(P), akkor ebbdl gr(P) + 1 =0 kovetkezne, ami lehetetlen.

Ha viszont gr(P) nem létezik, akkor P = O = 0, amibél O - x = O, ami nem
egyenld az 1 polinommal, vagyis ez is ellentmonddsra vezet.

Ebbdl kovetkezik, hogy a polinomok korében nem végezhetd el az osztds.

Erdekes azonban megjegyezni a kivetkezot:

5.2.5. Allitas Ha A és B (B # O) két egytagi polinom és gr(A) > gr(B),
akkor létezik olyan P polinom, amelyre A = P - B. Mondhatjuk, hogy ekkor

létezik az — polinom.
B p

Bizonyitas. Ha A = aiz* és B = ba!, akkor P = %xk’l megfelel, mert
!

I bedig T-beli elem.

k — 1> 0 egész szam (alkalmas z kitevo), 2
!

SRR - . PR . .
Tovabba PB = b—xk L. bt a szorzas szabalyai szerint agx”, azaz éppen A. O
!

5.2.6. Definicié. Ha egy nem tres halmazon értelmezve van eqy kommutativ,
asszociativ és invertdlhato dsszeadds, valamint eqy kommutativ szorzds, amely
disztributiv az Osszeaddsra nézve, akkor ezt az algebrai strukturdt gytrtinek
nevezzik.
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A fentiekben megdllapitottuk, hogy a T test feletti polinomok gytrd, amelyet
T|x]-szel jelolink.

Talalkoztunk méar gytrivel korabban is. Ilyen példaul az egész szdmok halma-
za.

Az egész szamok korében sem végezhets el az osztas. Ezért ott definialtuk a
maradékos osztéast. (A kovetkezs kotetben egy masik megoldast fogunk keresni:
kibovitjiik a strukturat.)

A maradékos osztashoz rengeteg fogalmat vezettiink be: oszthatosig, egység
(nem egységelem!), asszocialt, maradékos osztas, Euklideszi algoritmus, prim-
tulajdonsag, felbonthatatlansag, végiil eljutottunk a szamelmélet alaptételéig.

Ezt az utat kovetjiik most a test feletti polinomokra is.

Feladatok

1. Hogyan lehet két polinom 6sszegének fokszama kisebb az 0sszeadandok
fokszamanal?

2. Hatarozza meg pontosan, hogy mennyi lehet két polinom 6sszegének fok-
szama! Minden lehet&séget vegyen tekintetbe!

3. Igazolja a polinomszorzas definicidja alapjan, hogy két polinom szorzata
csak ugy lehet O-val egyenls, ha valamelyik az O.

4. Végezze el a kovetkez6 polinomszorzasokat!

5. Adja meg a kovetkezd polinomok helyettesitési értékét a —1, 0, 1 helye-
ken!

(a) " =28 +2° — '+ 2 — 2?4 -1
(b) 5zt +32* — 2 + 4
(c) 3% — 22 + 27 — 3
(d) 32° +22* +2x +3
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6. Két polinom szorzata negyedfoktu. Hényadfoki lehet az 6sszegiik?
7. Két polinom 0sszege negyedfoku. Hanyadfoki lehet a szorzatuk?

8. Vezesse le masodfoki polinomokra a gyokok és egyiitthatok kozotti ossze-
fiiggést (Viete/formula)®.

'Francois Viéte (vagy latinul Vieta) (1540-1603). Az z? + pxr + ¢ = 0 alakban felirt
maésodfoki polinomegyenlet x1, xo — nem feltétleniil kiillonb6z6 — gydkeire 1 + x2 = —p,
1T = (.
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6. Polinomok szamelmélete

Ebben a fejezeteben minden polinom 7' feletti (azaz T'[z]-beli), &m ezt nem
mindentiitt fogjuk feltiintetni.

Probaljuk meg atvinni az egész szamok szamelméletében bevezetett fogalmakat
a polinomokra is.

6.1. Oszthatosag

6.1.1. Definicidé. Legyen A és B € Tx].

Azt mondjuk, hogy A osztoja B-nek (vagy B tobbszorose A-nak), ha létezik
olyan Q € T[x] polinom, amelyre B = A - Q.

Példa. A 2r — 4 polinomnak példaul tobbszorose a 2z° — 4x (x-szerese), a
4o — 4a — 4 ((2z + 1)-szerese) vagy az x — 2 (1/2-szerese). Ezért a 22° — 4z,
a 4x* — 4z — 4, az x — 2 minegyikének osztoja a 2z — 4.

Az azonosan 0 polinom is t6bbszorose (mert 0-szorosa), vagyis (2x — 4) | O.

6.1.2. Definicié. Egységeknek azokat a T feletti (azaz T[z]-beli) polinomokat
nevezziik, amelyek minden polinomnak osztou.

6.1.3. Megjegyzés. A szorzat fokszamdra vonatkozo feltétel miatt egységek
csak a konstans polinomok lehetnek. (Hiszen az a polinom, amely minden poli-
nomnak osztdja, a konstans 1 polinomnak is osztdja, mdrpedig akkor a fokszama
nem lehet nagyobb nullindl.) Tovdbbd az O polinom kivételével valoban mind
eqys€eq 1s.

Ha ugyanis Ey = a eqy konstans polinom és P = a,z°+. .. +a1x+aqg tetszéleges

polinom (T felett), akkor az — is konstans polinom, és
a

a aq ao
P="z4  +=z+=
a a a
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is T feletti polinom, és Ey - P' = P, tehdt Ey | P.
6.1.4. Definicio. Legyen A és B € T|x|. Hao A | B és B | A, akkor A és B
egymds asszocialtjai.

Ekkor A=E&4- B és B=~Epg- A kifejezésekben E4, Ep egységek.

6.1.5. Kovetkezmény. Ha A és B asszocidltak, akkor a fokszamuk egqyenld.

Ez abbol kovetkezik, hogy az asszocialtak egymas egységszeresei — azaz kons-
tansszorosai —, igy a fokszamuk egyenld.

Koénnyt ellendrizni, hogy az oszthatosag a T'[x] polinomok korében is rendezési
relacio. (Reflexiv, antiszimmetrikus, tranzitiv.)

6.2. Legnagyobb kozos osztd

6.2.1. Definici6. Két polinom legnagyobb koz0s osztoja olyan polinom, amely
1. Mindkét polinomnak osztdja (kézos osztd). 2. Minden kézis osztdjuknak
tobbszordse.

6.2.2. Megjegyzés. Ez a tulajdonsdg az egész szamok korében a kitintetett
kézos oszto tulajdonsdg wvolt, ott viszont még azt s kikotottik, hogy pozitiv le-
gyen. Mi dllhat mindezek hdtterében?

A természetes szamok kdorében a legnagyobb kézds oszto egyértelmd.

Az egész szamok korében az asszocidltak kézul kivdlaszottuk (kijeloltik) a pozi-
tivat.

Erdekes észrevenni, hogy a polinomok kérében nem garantdlt, hogy a legnagyobb
kozds oszto polinom egyértelmid. Csupdn annyit mondhatunk, hogy asszocidlt
erejéig eqyértelmi:

6.2.3. Allitas Mivel két polinom két legnagyobb kizds osztdja eqymds tibbszo-
rose, igy azok eqymds asszocidltjai. Ez egyszersmind azt is jelenti, hogy két
polinom legnagyobb kozds osztoja asszocidlt erejéig egyértelm.

Ha nagyon fontos lenne, meg tudnénk kiilonboztetni egyetlen, kitiintetett kdzos
osztot, példaul azt, amelyiknek a fGegyilitthatoja 1. Ennek ebben a pillanatban
azonban nincs jelent&sége.

A legnagyobb kozos oszto meghatarozasara az euklideszi algoritmust alkalmaz-
tuk, ehhez pedig sziikségiink volt a maradékos osztasra.
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6.3. A maradékos osztas

Az egész szamokhoz hasonléan most is szeretnénk definialni a maradékos osz-
tast.

Ez azt jelentené, hogy adott A, B # O polinomokhoz keresiink olyan P, )
polinomokat, amelyekre A = B - Q + R, és azt szeretnénk elérni, hogy az R
kisebb legyen B-nél.

A polinomok korében nincsen sok értelme azt kérni egy polinomtol, hogy kisebb
legyen, mint egy masik. Azt persze kérhetjiik, hogy R fokszama legyen kisebb
B fokszamanal. Ezzel azonban kizarjuk az O-t mint lehetséges maradékot,
hiszen nincs fokszama.

Most fogjuk hasznat venni annak, hogy a polinomok mindegyikéhez hozzaren-
deltiink egy olyan mértéket, amely — ha létezik — tiikrozi a fokszamok egymas-
hoz viszonyitott nagysagrendjét, az O fokszama pedig a legkisebb.

Emlékeztetiink: ha P-nek van fokszama, akkor a mértéke 28°F) O meértéke
pedig 0.

6.3.1. Definicié. (Maradékos osztas) Ha az A, valamint a B # O (Tx]-
beli) polinomokhoz létezik olyan P és R (T[x]-beli) polinom, amelyekre teljesiil,
hogy A = BP + R, valamint R mérete kisebb, mint B mérete, akkor azt mond-
jJuk, hogy az A-t B-vel maradékosan osztva a hdnyados P, a maradék R.

6.3.2. Példa. Osszuk maradékosan a 3z —x + 1 polinomot az x — 1 polinom-
mal!

Nagy segitség, ha el6re megéllapitjuk, hogy a polinomok fokszamra vonatkozo
szorzastételébsl a P fokszama 1, a maradék fokszama pedig 0 vagy R = O.

Most pedig abboél indulunk ki, hogy polinomszorzaskor a tényezdk fétagja a
f6tagok szorzata. Ennek segitségével meghatérozhaté a hanyados f6tagja.

Keressiik tehéat a hianyzo fGtagot!

Ez csak 3z lehet, mert akkor a f6tagok szorzata: z - 3x, megegyezik a szorzat
fetagjaval.

Eszerint a P polinom 3. .. alaku. (Altalaban P,+Pj.) Tegyiik most fel, hogy
ismerjiik A-t és B-t, keressiik P-t és (Q-t. Amennyiben meghataroztuk a P;-et,
akkor A=B-(P+P))+Q=B-P,+B-P{+Q miatt A—B-P, = B-P[+Q.

Mivel esetiinkben A — B - P; fokszama kisebb lett, folytathatjuk tovabb a
maradékos osztést. Ez egy A1 = B - P; + Q maradékos osztéas elvégzéség
jelenti.
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Az tehat a kérdés, hogy mennyi marad, vagyis esetiinkben mennyi A — B - P[?
322 —x+1-3x(z—1)=32"—2+1— (32° — 32) =22 + 1.

Az A; = (22 +1)-nek (x — 1)-gyel valo maradékos osztasahoz ismét a hanyados
fétagjat hatarozzuk meg. Ez a konstans 2 polinom. A visszaszorzas soran:
2e+1—-2-(x—1)=3.

Ez egyszersmind az eredeti maradékos osztas maradéka is. Tehat 32° —x+1 =
Bz +2)(x—1)+3.

Ahogy a természetes szamok maradékos osztésakor is kerestiink egyszert le-
jegyzési modot, a polinomok osztasdhoz is érdemes ilyet talalni.

1. 1épés: felirjuk a maradékos osztéast:

322 — . + 1 2 — 1 =...

(A leirasban a félreértések elkeriilése érdekében . . .-tal jeleztiik, hogy az osztas
,még tart”. Ezt végig jelolni is fogjuk.)

2. 1épés: megkeressiik a soronkovetkezs fGtagot:

322 — 2 + 1 : 2z — 1 =3x...

3. lépés: visszaszorzunk (ligyelve arra, hogy minden tag a neki megfelel fok-
szamu tag ala kertiljon):

322 — z + 1 : 2z — 1 =3x...
322 — 3x

4. 1épés: kivonjuk a visszaszorzassal kapott polinomot:

322 — = + 1 : 2z — 1 =3x...
— (32° — 3u)
2¢c + 1

5. 1épés: megkeressiik a soronkovetkezd fGtagot:

322 — z 4+ 1 : 2z — 1 =3zx+2...
- (32> — 3z
2 + 1
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6. lépés: elvégezziik az 1j taggal a visszaszorzast:

322 — & 4+ 1 :z — 1 =3x+2...
— (32 — 3x)
2x
20 — 2

7. 1épés: elvégezziik a kivonast:

3r2 - zx + 1 1z — 1 =3x+2...
- (32> - 3m)
2 + 1
—( 2z — 2
3

Mivel a 3 fokszama alacsonyabb, mint az osztdé, ezért a maradékos osztés
végetért: 302 — x4+ 1= 3z +2)(z — 1) + 3.

A lejegyzés most is egyszertisithets azzal, ha a visszaszorzast és a kivonast egy
lépésben végezziik el, azonban ez nagy odafigyelést igényel.

6.3.3. Megjegyzés Ennek a maradékos osztisnak az eljardsa olyan, mint
amilyen a természetes szdmokon volt. A kiilonbség csak annyi, hogy az egyitt-
hatok tetszdleges T'-beli elemek lehetnek. De még a helyiértékek is megvannak:
a megfeleld fokszdmi elemek jelolik ki.

FEszerint 1gy is lejegyezhetjiik a polinomosztdast, hogy tabldzatba irjuk (hogy ne
tévesszik el a  helyiértéket”), de az x-eket kihagyjuk (arrdl viszont nem feled-
kezhetiink el, hogy a kihagyott 0, illetve le nem irt 1 egyiitthatdkat is beirjuk):

3 — 1 + 1 :1 —1=23+ 2.
- B - 3
2 + 1
-2 = 2
3

Abbol, hogy ebben a konkrét esetben el tudtuk végezni az osztast, nem kovet-
kezik, hogy minden A, B # O polinomparra elvégezhets. A kiévetkezd tétel
viszont éppen ezt mondja ki:
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6.3.4. Tétel (Polinomok maradékos osztasara vonatkozoé tétel)
Tetszdleges A, B (nem azonosan nulla) T'|x]-beli polinomokhoz van olyan P és
Q — szintén T feletti — polinom, amelyekre

I(a) A=PB+@Q
L(b) Q vagy egyenld az O-val, vagy kisebb a fokszama, mint B fokszima.

II. P és QQ egyértelmiien meghatdrozott.

Bizonyitas. A bizonyitas els§ részét A fokszamara, pontosabban méretére
vonatkozo teljes indukcioval végezziik el.

El6szor megvizsgaljuk, hogy mi a helyzet abban az esetben, ha A-nak nem
létezik fokszama, azaz a mérete 0. Ekkor — vagyis ha A = O — készen vagyunk,
mert ebben az esetben P = Q = O megfelels.

Most azt vizsgaljuk, hogy mi a helyzet gr(A) = 0 esetén: Ha A fokszama 0,
akkor ha B fokszama nagyobb 0-nal, akkor P = O, @@ = A megfelels (ekkor

B
teljestil I.(a) és I.(b) is), ha pedig B fokszama is 0, akkor P = 1 elvégezhetd
(T test), valamint R = O.

Indukcios feltevés: gr A < n esetére feltételezziik, hogy elvégezhets a maradé-
kos osztas.

Legyen A fokszama n > 0, ekkor A f8tagjat elosztjuk B f6tagjaval. (Ez
5.2.5. allitas szerint elvégezhetd és polinomot eredményez.) Ez lesz a keresett
hanyados polinom f6tagja: P’.

Eredetileg olyan P és () polinomokat keresiink, amelyekre A = PB+ (@), vagyis
az adott P’ mellett az A = B(P' + P") + @ felirashoz keressiik P"-t és Q-t.

Ekkor A — BP' fokszama kisebb, mint n, azaz A fokszdma (mert A és BP’
ftagjai egyenlk — igy kerestiik meg P’-et), tehat az indukcios feltevés értel-
mében maradékosan oszthaté B-vel: A — BP' = P"B + Q.

Ekkor A = B(P'+P")+Q, vagyis megkaptuk az A = B(P'+ P")+Q maradékos
osztasban szerepls P = P’ + P", illetve @Q polinomokat.

Ezzel a bizonyitas 1. részét befejeztiik.

Ha most tekintjiik A-nak a A = BP; 4+ Q1 és A = BP, + (), felirasat, akkor
kivonva ezeket egymasbol O = BPy+ Q1 — BPy — Qs = B(P1 — P) + (Q1 — Q)
adédlk, amibdl B(PQ - Pl) = Ql — QQ.

A bal oldalon allo kifejezés oszthatd B-vel, igy a jobb oldalon &llo6 Q1 — )5 is.
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Ha most a B-vel oszthatd Q1 — Q2 # O, akkor a fokszama biztosan kisebb B
fokszamanal, de a szorzat fokszaméra vonatkozo Osszefiiggés szerint ez lehetet-
len.

Igy csak az lehet, hogy Q1 = Q2. Amibsl B(P, — Py) = O, és mivel B # O, a
polinomok szorzaséra vonatkozo fokszamtétel szerint csak P, = P; lehetséges.

Ezzel bebizonyitottuk az egyértelmiiséget is. [

6.4. Az euklideszi algoritmus

6.4.1. Példa. Az egész szdmok halmazdn leirt euklideszi algoritmus mintdjdra
keressiik meg az A = 3x* —2x — 1 és a B = 2° — 1 polinomok legnagyob kizis
osztojat!

Tudjuk, hogy az euklideszi algoritmus alapja az a gondolat, hogy két elem k6zos
osztoja osztoja a kiilonbségiiknek is, és ha ezzel kisebb elemekhez jutunk, akkor
egyszertien folytatva az eljarast, el6bb-utébb olyan elemeket kapunk, amelyek
egymassal és a lehetd legnagyobb kozos osztoval is egyenlGek. Ennek érdekében
nem egyszeriien kivontuk a nagyobbik elembdl a kisebbiket, hanem egyetlen,
nagyobb lépésben meghataroztuk a nagyobbiknak a kisebbel vett maradékat.

A polinomoknél persze a nagysagot a fokszam jelenti.
Az el6z6ek szerint tehét elosztjuk maradékosan az A-t B-vel.
1. 327 =20 — 1= (2 —1)3+ (22 +2)

dek

Most az 1j maradékkal osztjuk a korabbi osztot:

1
2. 1 —1=(—22+2)- (——)x—l—(m—l)
2 Nl
maradék

Ismét osztjuk az eléz6 osztot a kapott maradékkal:

3. 2x4+2=-2x—-1)+ _0

maradék
Az utols6 nem nulla maradék az x — 1, vagyis ez a két polinom legnagyobb ko-
z0s osztoja. A legnagyobb kozos osztd csak asszocialt, vagyis konstans szorzo
erejéig egyértelmd. Altalaban a lehetséges legnagyobb kozos oszté konstans-
szorosai koziil vehetjiik ,kitlintetettnek” azt, amelyiknek a fGegyiitthatdja 1.
Esetiinkben éppen ilyen legnagyobb ko6zos osztot kaptunk.
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6.4.2. Allitas (Euklideszi algoritmus a polinomok kérében)
Tetszdleges A és B T'[x]-beli, nem O-val azonos polinomoknak létezik legnagyobb
kézos osztoja, €s ez egész szamokndl ldtott modon meghatdrozhato az euklideszi
algoritmus seqitségével.

Bizonyitas. Azt allitjuk, hogy az

A=01B+ Ry,
B = QR + Ry,
Ry = Q3Ry + Rs

(6.1)

maradékos osztas lancban az utolsé nem nulla (O) maradék az A és a B leg-
nagyobb kozos osztoja.

El6szor belatjuk, hogy kozos oszté. Ez abbol kévetkezik, hogy ha egy
U=PV+R

maradékos osztasban S osztoja U-nak és és V-nek, akkor R-nek is, hiszen
U=US,V=VS igy R=US— PVS, vagyis R = S(U; — PV}), ezért
S|R.

Eszerint a legnagyobb kozos osztd (ha létezik) minden lépésben osztoja az
osztandonak, az osztonak és a maradéknak. Mivel a lancban az j osztando
az el6z6 oszto, az 1j osztd pedig az el6z6 maradék, igy az djonnan keletkezd
maradéknak is osztoja lesz a legnagyobb kozos oszto (ha létezik).

Most beléatjuk, hogy az utolsé nem nulla maradék a legnagyobb k6zos oszto, ami
a polinomok korében azt jelenti, hogy minden kozos osztdjuknak tébbszorose.

Tegyiik fel, hogy Z kozos osztoja A-nak és B-nek is.

Mivel Z osztoja A-nak és B-nek, igy osztoja lesz Ri-nek is. Hasonl6an, minden
tovabbi lépésben osztdja az osztandénak és az osztonak, vagyis a keletkezd
maradéknak is. Igy a legutolsé nem nulla maradéknak is osztoja a Z, igy az
utols6 nem 0 maradék valoban t6bbszorose minden kozos osztonak. [J

Azt egyébként mar lattuk, hogy a legnagyobb kozos oszto legfeljebb asszocialt
erejéig egyértelmd. Ugyan az euklideszi algoritmus csak egyetlen eredményt
ad, de tudjuk, hogy ez nem az egyetlen legnagyobb koézos 0szto.

6.4.3. Kovetkezmény. Két polinom legnagyobb kozos osztdja elddll a két po-
linom linedris kombindciojaként, vagyis A-hoz és B-hez van olyan U és V' po-
linom, amelykre az (A, B) = AU + BV.
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Bizonyitas. Az els6 egyenlGségbdl kifejezhetd a maradék A és B linearis kom-
binaciojaval: Ry = A—BQ;. Ezt behelyettesitjik a masodikba, amelybdl ismét
kifejezhets a maradék A és B segitségével.

Fogalmazhatjuk ezt ugy is, A és B linearis kombinacioinak linearis kombinéaci-
6ja tovabbra is linearis konmbinacidja lesz A-nak és B-nek:

aq - (CL1A + blB) + Q9 (QQA + bQB) = (a1a1 + OZQCLQ)A + ((1/161 + Olgbg)B.

Igy haladva végiil az utolsé nem nulla maradékhoz is eljutunk, azt is megkapjuk
A és B linearis kombinaciojaként. []

Az euklideszi algoritmus egy masik kévetkezménye:

6.4.4. Kovetkezmény. Ha A, B és C Tlx|-beli polinomok, és eqyik sem az
O, akkor (AC, BC) = C(A, B).

Bizonyitas. A felirt maradékos osztas minden sorat megszorozva C-vel éppen
a bizonyitando6 Osszefiiggést kapjuk. [J

Ezutan egész szamokra definidltuk a primelem és a felbonthatatlan elem tulaj-
donségokat. Polinomokra is megadhatok ezek a fogalmak:

6.4.5. Definici6. Egy O-tdl és eqyséqgtdl kiilonbozd F' polinom felbonthatatlan
(irreducibilis), ha minden olyan esetben, amikor F felirhato UV szorzat alak-
ban, akkor U vagy V' egység (és persze a mdsik polinom F-nek asszocidltja).

6.4.6. Kovetkezmény. Nyilvinvald, hogy (minden test folitt) az elséfoki po-
linomok felbonthatatlanok, ez a polinomok szorzdsdnak fokszamdra vonatkozo
dsszefiliggésbol kovetkezik. (Egy elsdfokid polinomot nem tudunk alacsonyabb
foki polinomok szorzataként felirni.)

6.4.7. Definicié. Eqy O-tdl és eqyséqgtil kiilonbozd P polinom primtulajdon-
saga, ha valahdnyszor osztoja eqy XY polinomszorzatnak, osztoja valamelyik
tényezonek.

Az egész szamok korében ezutan bebizonyitottuk, hogy az egész szamok ko-
rében ez a két tulajdonsag megegyezik. (Azt is lattuk, hogy ez nem minden
halmazban teljestil.)

6.4.8. Tétel A T[x] halmazban a primtulajdonsig és a felbonthatatlansag
ugyanazokra a polinomokra teljesiil.
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Bizonyitas. Legyen F felbonthatatlan. Tételezziik fel, hogy F' = XY . Belat-
juk, hogy ekkor F' osztdja X-nek vagy Y-nak.

Ha F' | X, akkor készen vagyunk. Ha viszont F'{ X, akkor a legnagyobb kozos
osztojuk egység (£), hiszen F osztoi csak egységek vagy sajat asszocialtjai
lehetnek. Azaz (F,X) = &, ezért a 6.4.4. kovetkezmény miatt (FY,XY) =
EY, viszont mivel FY és XY is oszthato F-vel (F = XY), igy F' | £Y, azaz
FlY.

Ezzel belattuk az allitas egyik felét.

Masrészt ha P primelem, és valamely UV -vel egyenls, akkor ennek a szorzatnak
nyilvan osztoja is: P | P, vagyis P | UV. Mivel P primtulajdonsagu, ezért
U és V koziil az egyiknek biztosan osztoja. Legyen ez példaul az U. (V-re
természetesen ugyanugy miikodik a bizonyités.)

Eszerint U | P. P = UV miatt viszont U | P, vagyis az U a P asszocialtja, V'
pedig — ezek szerint — egység.

Ezzel az allitas masik felét is belattuk. [

Ezutan — csaktugy, mint az egész szdmok korében — ratérhetiink a szamelmélet
alaptételére.

6.4.9. Tétel (A szamelmélet alaptétele polinomokra) Minden O-tdl és
eqyséqgtdl kilonbozd T test folotti polinom vagy felbonthatatlan, vagy lényegében
egyértelmien irhato fel felbonthatatlan elemek szorzataként. Az egyértelmiség
sorrend €s asszocidltsdg erejéig érvényes. (Vagyis két felirds csak konstans
szorzoban €és a tényezdk sorrendjében térhet el.)

6.4.10. Megjegyzés. Ez a (lényegében egyértelmi) feltétel az egész szdmok
korében elég semmitmondonak tint, hiszen a sorrend nyilvdn vdltozhat, mert a
szorzas kommutativ, az eqységszeres pedig csak eldjelvdltdst jelent.

A természetes szamokon még semmitmonddbb az egyértelmiiségben az eqység-
szeres kitétel, hiszen ott csak az 1 az eqység.

Bizonyitas. Felirhatosag: A bizonyitas ,létezik a felirds” részét a polinom
fokszamara vonatkozo indukcioval végezziik el. Ha a polinom fokszama 1 (0
nem lehet), akkor készen vagyunk, hiszen a polinomok szorzasara vonatkozo
fokszamosszefiiggés alapjan a polinom felbonthatatlan.

Ha a fokszam n (1-nél nagyobb), akkor amennyiben a polinom felbonthatatlan,
akkor készen vagyunk. Ha felbonthato két, kiilon-kiilén n-nél kisebb foku poli-
nom szorzatara, akkor a kapott polinomokra alkalmazzuk a tétel felirhatosagra
vonatkozo részének indukcios allitasat.

73



Ezzel belattuk a felbonthatosagot.

Kvézi-egyértelmtség: Tekintsiik egy polinom két felirasat. Amennyiben vannak
olyan tényezk a két felirasban, amelyek egymas asszocialtjai, akkor ezekkel
egyszertsithetjiik a szorzatokat.

Amennyiben ezutéan nem csak két (egyébként nyilvan egyenls) konstans maradt
volna, hanem tovabbi felbonthatatlan polinomok szorzata, akkor a bal oldalon
allo polinomok egyike nyilvan oszt6ja a jobb oldali polinomszorzatnak, igy
annak valamely (prim, azaz felbonthatatlan) tényezdjének is: Fy | Fp. Mivel
ezek felbonthatatlanok, ez azt jelenti, hogy Fy = F»E (F; osztoja csak egység
vagy asszocialtja lehet, de F; nem egység). Vagyis mégiscsak maradt volna
egy-egy olyan polinomtényezé a két oldalon, amelyek egymaés asszocialtjai, ami
ellentmondas, igy a két feliras valoban ,lényegében” megegyezik. [J

Ezzel eljutottunk arra a pontra, ameddig az egész szamok szamelméletében:

Minden O-t6l és egységtsl kiillonboz6 polinom lényegében egyértelmten irha-
t6 fel felbonthatatlan polinomok szorzatara. (Ebben a megfogalmazéasban a
felbonthatatlan elemet egytényezss szorzatnak tekintettiik.)

6.4.11. Kovetkezmény. A polinomokra vonatkozo szamelméleti alaptételbdl
latszik, hogy eqy n-edfoki polinom legfeljebb n polinom szorzatdra bonthatd,
hiszen 0-adfoki polinomok egységek.

Az altalunk leginkabb ismert és hasznalt harom test a komplex szamok, a valos
szamok és a racionalis szamok teste.

Felmeriil a kérdés, hogy melyek a felbonthatatlan elemek a Clz]-ben, az R[z]-
ben, illetve e Q[z]-ben.

A kovetkez§ részben ezekre a kérdésekre keressiik a vélaszt. Sajnos éppen a
legegyszeriibben hangzo vélasz lesz a legnehezebb. Nem is fogjuk bizonyitani.

Feladatok
1. Igazolja, hogy ha egy P polinomra P | AB és (P, A) = &, akkor P | B.
2. Igazolja, hogy az 2* 4+ 2z + 2 polinom a valos szamok f6l6tt irreducibilis.
3. Felbonthato-e a valos szamok folott az 2 + 4 polinom?

4. Végezze el a kovetkez§ maradékos osztasokat!
(a) (22* —32° + 42> — 50 +6): (22 =3z + 1)
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() (2 =32 —x —1): (32" — 22 + 1)
(¢) (z* —22° +42* — 63 +8) : (x — 1)
5. Igazolja, hogy ha egy A polinomnak gytke x; és maradékosan osztjuk a B

polinommal, amelynek szintén gyoke az x;, akkor a maradék polinomnak
is gyoke xy.

75



7. Az algebra alaptétele és
kovetkezményei

Ahhoz, hogy megértsiik és fel tudjuk hasznélni a témakor legfontosabb tételét,
meg kell ismerkedniink néhany fogalommal és Gsszefiiggéssel.

7.1. Néhany fontos fogalom

7.1.1. Definicié. A P € T'[z]| polinom gyokének nevezziik az xo € T elemet,
ha az x helyébe xo-t irva a formdlis kifejezés helyettesitési értéke 0.

Ez pontosan azt jelenti, hogy ©g a P: x — P(x) polinomfiiggvénynek nullhelye,
azaz P(xg) = 0.
7.1.2. Allitas Ha x, gyoke egy P polinomnak, akkor P oszthatd az (x — x()

polinommal.

Bizonyitas. Osszuk el maradékosan a P polinomot (z — xg)-lal:
PZQ(I'—ZL‘())‘l—R
Ebben a maradékos osztasban R csak konstans lehet, hiszen az oszt6 (v — o)

fokszama 1. Tovabba kifejezhets az R: R = P — Q(x — xy).

Helyettesitsiink x helyébe zq-t. Mivel P az xo-ban 0 és Q(xg — x¢) is nulla, igy
R helyettesitési értéke is nulla az xq-ban.

R tehat egy olyan konstans polinom, amely zy-ban nulla, ebbdl pedig kovetke-
zik, hogy mindeniitt nulla. [J
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7.2. Irreducibilis komplex egytuitthatos polinomok

7.2.1. Tétel (Az algebra alaptétele) A C[z]-ben minden legaldbb elséfoki
polinomnak van gyoke.

Ezt a tételt nem bizonyitjuk, de jol koriil fogjuk jarni.

1. Nem tévesztendé Ossze a szamelmélet alaptételével!

2. A tétel azt mondja ki, hogy minden nem konstans komplex egyiitthatos
polinomnak van gyoke. A 7.1.2. allitasbol kovetkezik, hogy egy n-edfoka (n >
1) komplex polinomnak biztosan van gyoke, és igy ,kiemelhets” beléle egy

els6fokt tényezs. Induktiv médon eljarva a megmaradd masik tényezének is
van gyoke, annak is van els6foku osztoja.

3. Azt mar korabban lattuk, hogy minden n-edfokd polinomnak legfeljebb n
gyoke lehet. Ebbdl a tételbdl az is 1latszik, hogy a komplex egyiitthatos n-edfoki
polinomoknak pontosan n gyoke van — esetleg vannak koztiik egyenlsk.

Foglaljuk 6ssze az algebra alaptételének legalapvetébb kdvetkezményeit:

7.2.2. Kovetkezmény. 1. Minden nem konstans komplex eqyiitthatos po-
linomnak van gyoke.

2. Minden nem konstans komplex egyiitthatds n-edfoku polinom felirhato n
darab elsdfoki polinom szorzataként.

3. A nem konstans komplex egyiitthatds n-edfoki polinomoknak (multipli-
citdssal, vagyis az egqyenld gyiokiket tobbszorosen szamitva) pontosan n
gyoke van.

4. A komplex polinomok kozott pontosan az elséfokiak az irreducibilisek.

Ezzel a C[z] polinomok kérében megadtuk az irreducibilis elemeket. A valosok
korében — nyilvan — felbonthatatlanok az elséfokiak, és kozépiskolai tanulmé-
nyainkbol tudjuk, hogy azok a mésodfoktak is fenbonthatatlanok, amelyek
diszkriminansa negativ.

Az a kérdés, van-e méas felbonthatatlan polinom R[z]-ben.

7.3. Irreducibilis valés egyuitthatés polinomok

7.3.1. Tétel A valds szamok kérében a felbonthatatlan polinomok az elséfokiak
és azok a mdsodfokiak, amelyek diszkrimindnsa negativ.

77



Bizonyitas. Vizsgaljuk a P valos egyiitthatos polinomot komplex egyiittha-
tosként. (Tehetjiik, mert minden valés szam komplex is.)

Ekkor ha a z komplex szdm gyoke P-nek, akkor z konjugéltja gycke P kon-
jugéltjanak (ez az Osszeg és szorzat konjugélasara vonatkozo azonossagokbol
kovetkezik). A P konjugéltja azonban maga P, hiszen minden egyiitthatoja
valos.

Emiatt, ha a z komplex szam gyoke P-nek, akkor 7 is gyoke.

A valos egytitthatos P polinom (mint komplex egyiitthatos) tehat igy irhato
els6fokt polinomok szorzataként:

(x—21)(x—Z)(x —2)(x—Z3) - ...« (x — x1) (T — x0).

(Elére soroltuk a komplex gyokoket a konjugaltjaikkal egyiitt, a végére a valo-
sakat, hiszen ilyenek is lehetnek.)

Ebben az alakban az (z — z)(x — %) szorzat 2° — (z + Z)x + 2%, ez egy mé-
sodfoki valos egyiitthatés polinom. Ennek a diszkriminansa negativ, mert két
nem valos gyoke van, z és z. (Egyébként természetesen a komplexek folott
kiszamithatok a gyokei, hiszen meghatarozhaté a diszkriminans négyzetgyoke,
ami +(z — 2).)

Vagyis minden nem konstans valos egyiitthatos polinom felbonthaté elséfoki
valos tényezdk és negativ diszkriminanst masodfoku tényezk szorzataként.

Ebbdl kiovetkezik, hogy a valos f6l6tt a felbonthatatlanok éppen a tétel szerin-
tiek. [

A tételnek van egy nagyon egyszeri kovetkezménye:
7.3.2. Kovetkezmény. Minden legaldbb harmadfoki valds egyiitthatds poli-

nom felbonthato.

Analitikusan (végtelenben vett hatarértékekkel és a folytonossagra vonatkozo
tételek segitségével) nem nehéz bebizonyitani, de most algebrai tton is lathat-
juk, hogy:

7.3.3. Kovetkezmény. A pdratlan foki valos polinomoknak van valds gyoke.

Ez azért igaz, mert a valés egyiitthatos polinomok komplex gyokei ,,parban”
fordulnak els, vagyis a paratlan fokti polinomoknak van elséfoki valés ténye-
zGje.
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7.4. Irreducibilis racionalis egytutthatés polino-
mok

A raciondlis szamok is szamtestet alkotnak (a szokasos Osszeadéassal és szorzas-
sal), de leginkabb a valosokon megfogalmazott eredményeket szoktuk a racio-
nalisokra is vonatkoztatni.

Ha most ezzel probalkoznank, nagyon nagy bajban lennénk.

Lattuk, hogy vannak olyan egész egyiitthatos polinomok, amelyeknek nemhogy
egész vagy racionélis, de még csak valos gydke sincs, példaul az 2 + 1.
Példa. Van-e racionalis gyoke az 22 — 2 polinomnak?

A valésok fol6tt megoldva az 22 — 2 = 0 egyenletet z = +2 adodik, ami nem
racionalis.

Ilyen alapon hamar kideriil, hogy akadrmilyen magas fokszamu polinom is lehet
irreducibilis a racionalisok folott: " — 2, n € N, n > 1.

1
A 22? — 2 polinomnak persze van racionélis gyoke, az 1 és a —1. Az z? — 1

1
polinomnak pedig a :|:§.
Az ax + b racionélis egyiitthatds polinom irreducibilis.

Az az?+bx+c nemcsak akkor irreducibilis, ha a diszkriminansa negativ, hanem
akkor is, ha a diszkriminansa nem racionalis szam négyzete.

Azt tudjuk, hogy ha az egyiitthatok egészek lennének (és miért ne lehetnének
— egy konstans szorzoval elintézhetd), akkor a diszkriminans egész szam lenne,
¢és akkor az lenne a felbonthatosag sziikséges feltétele, hogy a diszkriminéns
négyzetszam legyen.

7.4.1. Definicié. K¢t egyenlet ekvivalens, ha ugyanazok a megolddsaz.

Két polinomfiiggvény ekvivalens, ha ugyanazok a zérushelyei.

7.4.2. Kovetkezmény. Két komplex vagy valds vagy raciondlis test feletti po-
linom ekvivalens, ha eqymds konstansszorosai.

Bizonyitas. Osszuk el a polinomot a fSegyiitthatoval. Ezutén felirjuk komp-
lex els6foku tényezbk szorzataként:

(r—2z1)(x—29)...(2 — 2zn)
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A polinom gyokei z1, 29, ..., z,. A polinomnak ez a komplex feletti gyokténye-
z6s alakja. Minden olyan polinomnak, amelynek pontosan ugyanezek a gyokei
legfeljebb a konstans szorzoban térhet el. [

A racionalis szamtest folotti polinomok koézott keresve a felbonthatatlan poli-
nomokat azt tapasztaljuk, hogy nagyon szorosan kapcsolodnak az egész egyiitt-
hatos polinomokhoz, barha ezek nem test felettiek, és masképp is viselkednek.
(Nem lesz példaul minden konstans polinom egység.)

A racionalis és az egész egyiitthatos polinomok kozott nagyon szoros a kap-
csolat: minden racionalis polinom felirhatd egy egész egyiitthatds polinom és
egy racionalis konstans szorzataként. Ez a felirds azonban nem egyértelmd.
Igyeksziink egyértelmiivé tenni.

Ezért most az egész egyiitthatos polinomokat fogjuk szemiigyre venni.

A sok ekvivalens polinomalak koziil szeretnénk kitiintetni egyet. Ehhez el6szor
az egyiitthatok legnagyobb kozos osztojaval el kell osztanunk a polinomot.
Ezutan meg kell allapodnunk, hogy melyik legyen ez a kitiintetett alak.

7.4.3. Definicié. Egy egész egyiitthatds polinomot primitivnek neveziink, ha
az eqyitthatoik eqymdshoz relativ primek, és a féegyiitthatdja pozitiv.

Ez azt jelenti, hogy egy P primitiv polinom nem irhaté fel dP alakban, ahol
P € Zlz], 1 < |d] € N. Vagyis P-nek nincs konstans osztoja (csak az 1 és a
—1).

7.4.4. Tétel 1. A primitiv polinomnak minden nem konstans osztdja pri-
mitiv polinom (vagy annak ellentettje).

2. Két primitiv polinom szorzata is primitiv.

Bizonyitas. 1. Legyen P egy primitiv polinom, és irjuk fel két tényezs (A és
B) szorzataként. Mivel P fSegytitthatoja pozitiv, feltételezhetjiik, hogy mind-
két tényezd fGegyiitthatoja pozitiv. (Ha mindkettéé negativ, akkor a (—1)-
szeresiiket vessziik).

Ha A nem lenne primitiv — de a fGegyiitthatoja pozitiv —, akkor az azt jelentené,
hogy van 1-nél nagyobb abszolut értéki konstans osztéja, igy A = d- A; alakt

lenne. Ekkor P = d - A; - B miatt P-nek osztoja lenne d, azaz P sem lenne
primitiv.
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2. Tegyiik fel, hogy két primitiv polinomot Osszeszoroztunk, és nem primitiv
az eredmény.

P =a,x" + ap_ 12"+ ... 4+ axx® + a1z + ao,
Q = bpt™ + by 1™ 4 4 box® + by + by,
C = (an b)) - "™ + (@, - b1 + Ap_1bpy) - 2" T4
oA (ay by ay by +ag-by)x? + (a1 - by 4 ag - by) -+ ag - by.

Ezek szerint van olyan egész szam — igy olyan p primszam is van —, amely osztja
a szorzat minden egyiitthatojat.

A konstans tag oszthato p-vel, ezért ag vagy by oszthato vele. Ha ez ay (hasonlo-
an gondolhato meg, ha by), akkor P-nek nem oszthatja minden egyiitthatojat,
hiszen P primitiv.

Tegyiik fel, hogy példaul ag, aq, ..., a; oszthato p-vel, de mar a; 1 nem oszthato
vele.

Ekkor az agb;+a1b;_1+. . . +a;_1b1 +a;by tagban (amely szintén oszthato p-vel)
bo-nak kell p-vel oszthatonak lennie.

Emiatt az agbir1 + a1by + asb1 + ... + a;by + a11b tagban (amely szintén
oszthato p-vel) by-nek is oszthatonak kell lennie p-vel.

Az agbyio + ... + atby + a; 101 + a1 200 tagban bo-nek kell oszthatonak lennie
p-vel.

Satobbi. (A lépések a 5.1 tablazat altalanosabb alakjan kévetheték nyomon.)

Igy eljutunk az arimbo + Qrim_1b1 + ... + a;b,, tagig, amelyben végiil b,,-nek
kell p-vel oszthatonak lennie, emiatt B minden egyiitthatoja oszthatd p-vel, és
ez ellentmond annak, hogy B primitiv. [

Az egész egytitthatos polinomok korében tehéat a primitiv polinomok egy (szor-
zéasra) zart strukturat alkotnak. Ez nagyon erds tulajdonséag.

7.4.5. Tétel Minden raciondlis egyitthatos polinom egyértelmiien bonthato fel
eqy tovabb nem eqyszerisithetd raciondlis szdm és eqy primitiv polinom szorza-
tdra.

Bizonyitas. ElGszor az egyértelmiiséget bizonyitjuk. Tegyiik fel, hogy P-t
kétféleképpen is felirtuk egy primitiv polinom és egy tovabb mér nem egysze-
riisithets tort szorzataként: P==-A = — - B.

q v

Eszerint Py, A=DB.
Uu-q
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Itt A és B is primitiv polinom, tehéat egyiitthatoik egészek és relativ primek.
v v

pv egész szam, mert A primitiv, és ha tortszam lenne, akkor p—A-ban lenne

u-q u-q

olyan egyiitthato, amely nem egész.

u - u-
Mésrészt viszont A = — 2 B-ban -4 is egész szam, emiatt csak 1 vagy —1

p-v p-v
lehet.
Ekkor pedig A = B vagy A = — B, de tekintettel arra, hogy a primitiv polinom
fGegyiitthatoja pozitiv, csak az egyik eset lehetséges, és |=| = |—

v

Az elGjelek alapjan meggondolhatd, hogy a két feliras ugyanaz.
A feliras pedig a kovetkezSképpen konstrualhato:

1. P (raciondlis egyiitthatos) polinom minden egyiitthatojanak nevezdjét
Osszeszorozva k-t kapunk, ezzel a P, = k - P polinom egész egyiitthatos.

1
2. A P, egyiitthat6ibol a kozos osztokat kiemelve [-et kapunk, erre P, = 7-P1 =

7 P, ahol a tortet egyszertsitve a kivant alaki felirast kapjuk; illetve ha P

k
fGegylitthatoja nem lenne pozitiv, akkor a -7 (—P) felirast valasztjuk. O

Ezzel 1étesitettiink egy megfeleltetést a racionalis és a primitiv egész egyiittha-
tos polinomok kozott.

Az egymassal ekvivalens racionalis egyiitthatos polinomok k6zott vannak egész
egyiitthatos polinomok. Ezek kozott kitlintettiink egyet, egy primitiv polino-
mot. Tulajdonképpen oszthatosagi szempontbol minden racionélis egyiitthatos
polinomot azonosithatunk a neki megfelel§ primitiv polinommal.

A primitiv polinomok pedig csak primitiv polinomok szorzatara bonthatok fel.

Ha most a racionalis polinomok kérében meg tudnank allapitani, hogy melyek
a felbonthatatlanok, akkor az egész egyiitthatés polinomok korében is meg tud-
nank mondani. Az a racionalis polinom, amelyik felbonthatatlan a racionélis
felett, annak a neki megfelel6 primitiv polinom is felbonthatatlan az egészek
felett, illetve az egészek felett felbonthatatlan primitiv polinomnak megfeleld
minden racionalis polinom felbonthatatlan.

QQ = Ry - Ry esetén %Q’ = cgl

vonatkozo6 7.4.4. tétel elsg allitasa szerint Q' = RY - R,

e
R} - =R} a primitiv polinomok felbontéasara
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Ha tekintiink egy egész egyiitthatos polinomot, akkor dgy tudjuk eldonteni,
hogy az felbonthatatlan-e, hogy kiemeljiik az egyiitthatok legnagyobb kozos
osztojat (primitiv polinomot készitiink beldle), racionalis egyiitthatosnak te-
kintjiik, és megvizsgaljuk, hogy a racionalisak kérében felbonthato-e.

Ha ugyanis felbonthato, akkor a felbontas racionalis polinomjait felirjuk primi-
tiv polinomok és tortek szorzataként; a felirasban szerepld egész egyiitthatos
polinomok primitivek, emiatt a tortek szorzata 1 kell legyen. Igy tehat talal-
tunk egy egész egyiitthatos felbontést.

Ha pedig a racionalisban felbonthatatlannak bizonyul, akkor az egészek koré-
ben is felbonthatatlan kell legyen, hiszen ha az egészek korében felbonthatnank,
akkor racionalis egyiitthatosnak kezelve a felbontast, a racionélisak kérében is
talaltunk volna egy felbontast.

7.4.6. Kovetkezmény. Az egész eqyiitthatds primitiv polinomok akkor és csak
akkor felbonthatatlanok az egészek folott, ha a raciondlisban felbonthatatlanok.

Marad a kérdés: Mik a felbonthatatlanok a racionélis felett? Kereshetjiik per-
sze a primitiv egész egyiitthatos polinomok korében is a felbonthatatlanokat,
ez ugyanaz a probléma.

Erre a kérdésre nem fogunk kimerit6 valaszt adni. Egy-egy tételt mondunk ki
arr6l, hogy mi lehet gyoke egy racionélis polinomnak, illetve adunk egy elégsé-
ges (de nem sziikséges) feltételt arra, hogy mikor irreducibilis egy polinom.

7.4.7. Tétel (Rolle-tétel) Ha
A=a, 2"+ ...+ a1x + ag

egész egyiitthatos primitiv polinom (a; € Z), akkor a tovdbb mdr nem egysze-

riistthetd £ csak akkor lehet gyoke, ha p | ag és q | a,.
q

Ez tehat csak sziikséges, de nem elégséges feltétel: sziikséges, hogy P4 fenti tu-

lajdonsagu legyen, de ez a tulajdonsag még nem elegendé ahhoz, hogy valoban
gyoke is legyen a polinomnak.

Bizonyitas. Helyettesitsiik be x helyére a E—t, hogy meglassuk, milyen tulaj-
q

donsaggal kell rendelkeznie P hak ahhoz, hogy az eredmény 0 legyen.
q

O:an<1—)> + ...+ a (8>+CL0.
q q

83



Szorozzuk a kifejezést ¢"-nel:
O=ap"+...+ap-q¢" '+ apq™

Minden tag oszthato p-vel, kivéve a ag-t, igy az Osszeg (a 0) csak ugy lehet
szintén p-vel oszthato, ha p | ap. Minden tag oszthato ¢-val, kivéve a a,-t, igy
az Osszeg (a 0) csak ugy lehet szintén g-val oszthato, ha ¢ | a,, hiszen p és ¢
relativ primek. [

2 2 2 2 1 1 1 1
Példa. A 62 +2r —2-nek csak a +—~, £=, += += +— 4+- +— 4= leh
élda 6z° + 2x nek csak a o T3 t5 £ Fp £, E5, #7 ehet

gyoke a racionalis szamok korében. (Persze konnyen tudjuk ellendérizni, hogy
ennek a polinomnak nincsen racionalis gyoke.)

Az 2 + 2° + x + 1 polinomnak csak 1 vagy —1 lehet a racionalis gyoke — és —1
valoban gyoke is.

7.4.8. Tétel (Schénemann—Eisenstein) Az egész egyiitthatos
A=a,x" +...+a1x+ ag
primitiv polinom felbonthatatlan, ha van olyan p primszdm, amely osztja az
eqyiitthatok mindeqyikét, kivéve a,-t, de p* mdr nem osztja ag-t.
Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy az A polinom felbonthat6 két polinom szorza-
tara: A = P -(@Q. Mivel A primitiv, P és Q) is az.
P=pa®+. . +prt+p, Q=aqr'+. ... +qr+q

Ezekbdl A egyititthatoi:

an = Prq
(p—1 = Prqi—1 + Pk—1q1
(p—2 = Prqi—2 + Pk—1Q1—1 + Pr—2qi
(p—3 = Prqi—3 + Dk—1q1—2 + Pk—2q1—1 + Pr—3qi

a3z = p3qo + pP2q1 + D192 + Pogs
a2 = pP2qo + P1q1 + Poq2
a1 = P1qo + Poq1

ap = Poqo
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(A 5.1 tablazatban nyomon kévethetSk a szorzat egyiitthatoi.) Ezek a,, = prq
kivételével mind oszthatok p-vel. poqy oszthatd p-vel, de mindketté nem lehet
p-vel oszthat6, mert akkor a szorzatuk oszthatoé lenne p*-tel. Emiatt pl. p | po.

A p | pigo+ podi, és p | po miatt p | pogi, 18y p1go is oszthato p-vel, de tudjuk,
hogy ¢o nem. Emiatt p | p;.

A paqgo + p1qr + poge oszthatd p-vel, poga, p1qu is, igy paqo is, de tudjuk, hogy
go nem. Emiatt p | ps.

Azt kapjuk visszafelé haladva, hogy ar = poqx + p1ge—1 + ... + prgo-nak is
oszthatonak kellene lennie p-vel, de akkor p; is oszthato lenne.

Emiatt az a,, = prq is oszthato lenne, am ez ellentmondas. [

Példa. Az x> —2 polinom eszerint felbonthatatlan az egészek folott (itt p = 2),
de példaul az o + 4-r6l vagy az o — 4-16l ez nem latszik.

7.5. A Horner-elrendezés

Az egész egylitthatos polinomok egész gyokeinek szama Rolle-tétele alapjan
legfeljebb 2aq lehet. Racionalis gydke sem lehet sok, legfeljebb 2agay,.

Ezért ezeket nem tart sokaig végigellendrizni.

Polinomok helyettesitési értékeinek kiszamitasara Horner (William George
Horner (1786-1837) angol matematikus) olyan tablazatos modszert dolgozott
ki, amelynek segitségével hatvanyozas nélkiil szamolhatunk.

A modszer lényege egy példan:

A 2% — 62% + 22 — 1 polinomot x(22° — 62 +2) — 1 = x(x(22 — 6) +2) — 1
alakba irva egy x( behelyettesitését ilyen lépésekkel végezhetjiik el:

1. 2z

2. 2290 — 6

3. x0(2x¢ — 6)

4. xo(2x9 —6) + 2
5. xo(xo(229 — 6) + 2)

6. zo(zo(2mg —6) +2) — 1

Egyszer sem kell hatvanyoznunk, csak szorozni, 0sszeadni és kivonni.
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Tablazatba rendezve a lépéseket példaul —2-re kiszamithatjuk a helyettesitési
értéket:

2 | -6 | 2| -1
l.|-2|—4 (—2)-szer 2 az —4
2.1 =2 —-4|-10 —4 meg —6 az —10
3.1 -2 | —-41|—-101 20 —2-szer —10 az 20
4.1 =2 | —4 | —10 | 22 20 meg 2 az 22
5. =2 | —4 | —10 | 22 | —44 | —2-szer 22 az —44
6. | =2 | —4| —-10 |22 | —45 | —44 meg —1 az —45

Vagy egyszertibben (6sszevonva az z-szel valo szorzast és a kovetkezd egytitt-
hat6 hozzavételét):

21 =6 | 2| -1
1-2. | =2 —10 —2-szer 2 az —4, meg —6 az —10
3-4. | =2 22 —2-szer —10 az 20, meg 2 az 22
56. | =2 —45 | —2-szer 44 az —44, meg —1 az —45

Igy az egészet egyetlen sorba lehet irni:

2] 62| -1

—2| [-10]22]| —45

Ennek a polinomnak az esetében két lehetséges egész gyok van, az 1 és a —1.
(Racionalis gyokként szoba johet még az 1/2 és a —1/2.)

A helyettesitési értékek 1-ben és —1-ben:

2| 6| 2 —1
1 4| -2| =3
—1 -8 | 10 | —11
A helyettesitési értékek 1/2-ben és —1/2-ben:
2| -6 2 —1
1/2 5| —1/2| —5/4
12| [ =7| 1/2 | -15/4
Altalaban:

™ + ap 12"+ 4 agr? 4 az + a
=z(ap+z(ap1+a(...+a3)+a)+a)+ ag

Tablazatba frva az egyiitthatokat, a behelyettesités elsé 1épésben a fGegyitittha-
toval szorozzuk xo-t, majd hozzaadjuk a kovetkezs egytitthatot. A kovetkezd
lépésben zp-lal szorozzuk az eredményt, majd a soron kiévetkezs egyiitthatot
adjuk hozza.
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Es igy tovabb. Az utolso egyiitthaté hozzaadasaval megkapjuk a helyettesitési
értéket.

Feladatok

1.

. Hatarozza meg az a paraméter értékét tgy, hogy az x

Igazolja, hogy az egész egyiitthatos polinomok korében nem minden kons-
tans polinom egység.

Ellenérizze, hogy az 52 4+ 32? — x + 4 polinomnak vannak-e racionalis
gyokei.

Készitsen altalanos megoldoképletet az x* 4 pr? 4+ ¢ = 0 alakt egyenletek
megoldasaral

Milyen feltételek mellett oszthato az 2* + px + ¢ polinom az 2% 4+ ma — 1
polinommal?

. Milyen feltételek mellett oszthaté az x* + pz? + ¢ polinom az 2% +ma + 1

polinommal?

. A Horner-elrendezés segitségével hatarozza meg a kévetkezd polinomok

adott helyen valo helyettesitésé értékét!

(a) 2* +22% — 32* — 4w + 1 az 19 = —1 helyen
(b) o — 82% + 242 — 50z + 90 az x = 1 helyen

Hanyszoros gyoke a 2 az 2° — 5x* 4+ 72% + 42 — 8 polinomnak?
P —ax® —axr +1
polinomnak a —1 legalabb kétszeres gyoke legyen!
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8. Magasabbfokti egyenletek

Most, hogy méar tudjuk, hogy egy (nem konstans) komplex egyiitthatos poli-
nomnak mindig van komplex gyoke, a gyakorlatban is megprobalhatjuk meg-
keresni azokat.

8.1. A masodfoki egyenletek

A masodfoku egyenlet megoldasat mar kozépiskolaban is tanultuk, ismételjiik
most at.

a a
Az asx*+ajx+ay =0 egyenletet as #= 0 esetén atrendezhetjiik 442 =0
a2 Qa2

ar \° a a?
alakba, ahonnan | x + L) =4 —12 alapjan
2a9 ay  4as

2

aq Qo ai
T=—— =+ .
2(12 (05} 4a2

Ez egyébként lényegében megegyezik a kozépiskolaban tanult Gsszefiiggéssel.
Most latjuk karat annak, hogy nem tudjuk megkiilonb6ztetni a komplex négy-
zetgyokvonast a valds négyzetgyckvonastol.

A valésban a négyzetgyok egyértelmi, ezért ki kell tenniink a + jelet, hogy
mutassuk, a négyzetgyok ellentettje is megfelel.

Tudjuk azonban, hogy a nem 0 komplex szdmoknak két négyzetgyoke van, ezért
a komplex négyzetgyock kétértékd — ezért nem kell jelolni.

Persze azt is tudjuk, hogy a komplex f6l6tt minden (valodi) méasodfoku po-
linomnak két gyoke van (esetleg egybeesik, vagyis multiplicitassal szamolva
ketts).

8.1.1. Tétel Az ax’® + bx + ¢ komplex egyiitthatds polinom két gyike az x; =

—b+Vb?% — 4ac —b —V/b?% — 4ac

, illetve az xo =
2a 2a

38



Emellett a polinom a(x — x1)(x — x9) alakban irhatd fel.

Bizonyitas. Kétféle uton is indulhatunk: ellenérizziik xy, xo-16l, hogy gyokei-
e a polinomnak, és mivel t6bb nem lehet (mert méasodfok), ezért ezek a gy6kok.

Vagy:

b ¢ b2 b\? e
2 _ 2 Y e _ -
ax +b:c—|—c-a(x +ax+a> a<($+2a> (Qa) —|—<a>>
alapjan
b\? b\> e
((“z—) _(2_) +(a)>:0’

b\’ b\°> ¢ B2 dac b —dac

2a 2a a 4a®  4a? 4a?
Gyokot vonhatunk — amit a komplexek korében szabad is, még azt is tudjuk,
hogy két négyzetgyok keletkezik, amelyek egymaés ellentettjei.

b [b% — 4
Emiatt x + — = S komplex négyzetgyok.
2a 4a?

Tudjuk, hogy ilyen ketté van, ezek egymas ellentettjei.

Korabban belattuk mar, hogy ha az x; gycke a P polinomnak, akkor az oszt-
hato (r — x1)-gyel, ezért ha P masodfokn és két gyoke x1 és o, fGegylitthatoja
a, akkor P = a(x — z1)(z — x3). O

8.2. A harmadfoku egyenletek

8.2.1. Tétel A harmadfoki komplex egyiitthatos polinomegyenlet gyokei kép-
lettel megadhatok.

Bizonyitas. Az ax®+bx®+cx +d = 0 polinomegyenletbdl kiindulva 2 helyére
(x—t)-t irunk. Ha tudjuk, hogy milyen x;-ben lesz 0 az Gj polinom helyettesitési
értéke, akkor az x; 4+ t-ben lesz 0 az eredeti polinom.

ax® — 3ax’t + 3axt? —at® + ba? — Wt + bt  +cx —ct+d=0
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Ugy valasztjuk meg t-t, hogy az z%-es tag egyiitthatoja 0 legyen: —3at +b =0,

vagyis t = 3 Ezzel az 4j polinomegyenlet a;2° 4+ 02 + c1x + d; = 0 alaki,
a

amit végigosztva ai-gyel = + px + ¢ = 0 alakot kapunk.

Ha itt p = 0, akkor ranézésre megoldhato az egyenlet, x = /—q — ez komplex
kobgyok, vagyis (¢ # 0 esetén) z-re harom értéket kapunk. Folytassuk a
gondolatmenetet, ha p # 0.

Keressiik z-et u + v alakban. Tudjuk, hogy ilyen u, v végtelen sok van, sza-
badon valtoztathatjuk az egyiket, a masik is valtozik. Persze, ha rogzitenénk
roluk még egy tulajdonsigot, akkor egyértelmiivé tehetnénk a felbontast. He-
lyettesitsiink u + v-t x helyére:

u® + 3uv + 3uv® + v° + p(u+v) + ¢ =
=u® 4+ v+ 3uv(u+v) +plu+v) + ¢ =u>+0° + (p+ 3uw)(u+v) + ¢ = 0.
Megtehetjiik, hogy w és v szorzatat rogzitjik. (Tudjuk, hogy ha két szam
Osszege és szorzata adott, akkor ket egy masodfoki polinomegyenlet megol-
dasaiként kaphatjuk.) Legyen ezért p+3uv = 0. Ebb6l uv = —?p Mivel p # 0,

sem u, sem v nem lehet 0. Ekkor

P 4pr+g=ud+0>+¢=0,

tehat u® + v® = —¢. De u’-nek és v3-nek a szorzatat is tudjuk, ez a szorzatuk
kobe: v - v = [ == ) . u® és v® Osszege is, szorzata is ismert, ezért ¢k egy

3
mésodfoku polinomegyenlet gyokeiként kaphatok:

3
(z—u*)(z—v*) =22 — (P +0*)z +u*v® = 22+ qz — <§> .
Ennek megoldésa a megoldoképlet szerint:

/ 4p3
_ 2 -

2 3

2 2

(A négyzetgyok komplex feletti, tehat két értéket ad.)

Ennek a kifejezésnek a harmadik gyokei szolgaltatjak uw és v harom-harom
értékét (nem nulla komplex szamnak harom kiilonb6zs kobgyoke van). Ezen
harom kobgyok koziil tudjuk, hogy csak azok felelnek meg, amelyekre p+3uv =
0 teljesiil.
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Azt hihetnénk, hogy a kifejezés kétféle négyzetgyokértékének haromféle kdb-
gyokértéke u-ra Osszesen 6-féle lehetGséget szolgéltat. Nem ez a helyzet azon-
ban.

A négyzetgyok két értéke koziil az egyik az u®, a masik a v®. Ezek szerepe

szimmetrikus, tehat mindegy, hogy melyiket nevezziik ki u*-nek, mert az ebbdl
kaphato u alapjan fogjuk v-egyértelmtsiteni. (Azt a gondolatmenet helyessége
garantélja, hogy a kapott v kébe valoban a masik gyok legyen.)

u-ra a kobgyokvonas utdn harom érték adodik. Ebbdl p + 3uv = 0 alapjan
egyértelmiien megkaphato v. (Emlékeztetiink, hogy p # 0, igy u # 0.)

A gyokoket komplex értelemben vessziik, a négyzetgyoknél csak az egyik érté-
ket, a kobgyoknél mindharom értéket tekintetbe vessziik.

_ P
V= —
3u
Megjegyezziik, hogy u és v megoldasban elfoglalt szimmetrikus szerepe miatt
v-re is teljesiil, hogy a felmeriilg 6 gyck valamelyikével egyenls. u ismeretében

a p + 3uv = 0 Osszefiiggés egyértelmiisiti, hogy melyik a 6 koziil.

A megfelel§ u és v értékek Osszegei adjak a harom x; —t, xo —t, x3 —t értéket,
amelyekbdl x1, 9, 3 mar meghatarozhato. [

8.2.2. Definicio. Az

_al a4 (1) <B)3 _
u,v—\/ 2+ (2) + ) p+3uv =0

dsszefiiggést az x° + pr + ¢ = 0 harmadfokt egyenlet megoldoképletének vagy
a képletet publikdlo tuddsrdl elnevezve, Cardano®-formuldnak nevezzik.  (Az
1gazsdghoz hozzdtartozik, hogy nem pontosan ez a Cardano-formula, de ezzel
ekvivalens.)

Tudjuk, hogy a harmadfoki komplex polinomegyenletnek pontosan harom gyo-
ke van, azt is tudjuk, hogy a valés egyiitthatos harmadfoki polinomegyenletnek
vagy 3, vagy 1 valos gyoke van. (Hiszen a komplex gyokei parosaval szerepel-
nek.) (A gyokok egybe is eshetnek, ez minket nem zavar.)

!Gerolamo (vagy Girolamo) Cardano 15011576 olasz matematikus, fizikus, csillagész
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0.54

p q _a nggdyzetgyok alatt
' 05 0 05 1 15 2

Lo

u

054 o1

8.1. abra. Egy példa: ha a négyzetgyok alatt negativ szam all

Casus irreducibilis

Erdekes megfigyelés, hogy a valos egyiitthatos harmadfokt polinomnak éppen
akkor lesz harom valdés gyoke, amikor a valos f6lott nem végezhetd el a négy-

negativ.

8.2.3. Definici6é. Azt az esetet, amikor a harmadfoki egyenlet megoldoképle-
tében szerepld négyzetgyok alatt negativ valds szam dll, casus irreducibilis (kd-
zusz irreducibilisz)-nek nevezziik.

8.2.4. Allitas A walds harmadfoki 2 +px+q (p,q # 0) egyenletnek pontosan
a casus irreducibilis esetén van hdrom valds gyoke.

Bizonyitas. Ha a (8.1) kifejezés negativ (valos), akkor a négyzetgyok tiszta
képzetes, —g + rt, illetve —g —ri all a kobgyok alatt. (Ezek egymas konju-
galtjai.) (8.1. abra)

2 4 2 4
A kdbgyok argumentumai: o, o+ —W, o+ —W, illetve —ar, —ar+ —7T, —a+ -

3 3 3 3

(Valamilyen nem nulla a-ra. Nem nulla, mert —% + 7i nem valds szam.)

A szorzatuk csak tgy lehet valds, ha argumentumaik Osszege 7 egész szamu

2
tobbszorose, tehat az argumentumparok: o és —a, o + ill és —a+ —W, illetve
4 2 4 2
o+ % és —a + ?ﬂ Vegyiik észre, hogy (—a + ?ﬂ) — (—a — g) = 2m,
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2 47 . . B
—o + 5 )~ - — 3 = 27, és az argumnetumparokban szereplé argu-

mentumok egymas ellentettei.

Mivel pedig a kobgyokok abszolut értéke egyenls (a kobgyok alatt allo lehetsé-
ges két kifejezés egymas konjugatja), igy a kapott gyokparok osszege mindha-
rom esetben valos.

Ha a 8.1-beli kifejezés 0, akkor —g valos szédm, harom komplex gyoke van,

amelyek kozil az egyik eleme a valés szdmhalmaznak is. Eszerint egyetlen
valos gyoke van a harmadfoki egyenletnek. (8.2. abra)

u.

0.54

o]
o

a négyzetgydk alatt u, g
T T T T T T T d @ T T
-3 -25 -2 -15 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2

054
s

8.2. abra. Egy példa: ha a négyzetgyok alatt nulla all

Ha a 8.1 kifejezés pozitiv (valos), akkor a négyzetgyoke pozitiv valos szam, —g—
t hozzaadva ismét valos szamot kapunk, mégpedig kétféle, kiilonboz6 abszolut
értékid szam lesz. (A p = 0 vagy g = 0 eseteket kizartuk.) Vagyis |u®| # |v¥).
(8.3. abra)

0.54
u

p 0 Uy a négyzetgyok alatt q

2 15 -1 05 0 05 1 15 2 25 3
U3

°

-0.54

8.3. abra. Egy példa: ha a négyzetgyok alatt pozitiv szam all

A kovetkezd animacion p és ¢ valtoztatasaval megfigyelhetd a négyzetgyok alatti
kifejezés és a kobgyokok elhelyezkedése a komplex sikban.
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A kobgyokeik abszolut értéke is kiillonbozs, igy —g = uv és —q = u + v csak
abban a kivételes esetben lehet valos, ha u és v is valos, ez azonban a harom

lehetséges gyok koziil — az argumentumokat tekintetbe véve — csak az egyik
gyOokpar esetében lehet.

Vagyis ebben az esetben egyetlen valos gyok van. [

A negyedfokii polinomegyenletek a komplex sza-
mok folott

A masodfoku egyenlet megoldoképletének levezetését néhany sorban elintéztiik.

A harmadfoki egyenlet megoldoképletéhez tobb triikkkot is be kellett vetniink,
és a ,megoldoképlet” nem annyira kompakt, mint a masodfokué.

A negyedfoku egyenlet megoldoképletét fel sem fogjuk irni, csak megmutatjuk
a megoldas menetének lépseit.

1. Az ax* + Ba® +~y2® +0x+¢e = 0 polinomegyenletet a korabbiakhoz hasonléan
z* + pa2® + qr + r = 0 alakira redukéljuk. (Feltehets, hogy ¢ # 0, kiilonben
z-ben masodfokii egyenletet kapnank, aminek a megoldésa egyszert.)

2. Bzt (2% + ax + b)(2® — ax + ¢) formaban szorzatté alakitjuk, ami pontosan
akkor 0, amikor valamelyik tényez6 0. Ezzel elvileg készen is lennénk.

A gond az, hogy az a, b, ¢ egyiitthatok meghatarozasa nem egyszertd feladat.
Igy tehat folytatjuk a lépéseket.

3. A szorzatok felbontéasa utéan az egytitthatokbol azt kapjuk, hogy az atalaki-

tas ekvivalens feltételei: b+ c —a* = p, alc —b) = q, be =r.

1 1
Ezekb6l c+b = pta2, c—b= 2 igy b= = (a2+p—g> ésc= - <a2—|—p+g).
a 2 a 2 a

be = r miatt (a® + pa — q)(a® + pa + q) = 4ra*, amibsl
a® + 2pa* + (p* — 4r)a® — ¢* = 0.

Ez a*-ben harmadfoki, ami mar ,megoldhato”.

4. Az a-ra kapva egy gyokot felirhato b és ¢, amibdl elvégezhets a kivant
szorzattd alakités.
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8.3. Magasabbfoku egyenletekrdl

A magasabbfoku egyenletek megoldasahoz nem &ll rendelkezésre a masod- és
harmadfokt polinomegyenlet megoldasahoz hasonl6 levezetés. Mi tébb, 6tod-
vagy annal magasabbfokii egyenlethez nem konstrualhato altalanos megoldo-
képlet.

Bizonyitéas nélkiil kozoljiik az algebra egyik nagyon fontos tételét:

8.3.1. Tétel (Abel-Ruffini) A legalabb dtidfoki polinomegyenlet megoldd-
sdhoz nem lehet az alapmiveletekkel és gyokikkel felirt megoldoképletet adni.

Ez a tétel azt mondja ki, hogy nincs olyan, kizarélag osszeadast, kivonast, szor-
zast, osztast, gyokvonést tartalmazo zart formula, amelybe a polinomegyenlet
egyiitthatoit behelyettesitve az egyenlet egy megoldasat kapjuk.

Kiilonbozs trikkokkel azonban tovabbra is kisérletezhetiink.

Reciprokegyenletek
8.3.2. Definicié. Az f(z) = 0 polinomegyenlet reciprokegyenlet, ha x k-

szoros qyoke a polinomnak, akkor azzal egyiitt — is k-szoros gyoke.
x

1
Példa. Ha példaul egy egyenletnek gyoke 2 és 2 valamint —1, akkor az

1
(x4 1)(x —2) (m — 5) alakba frhato, ezt polinomegyenlet alakban felirva:

3 3
3 2

_ 222 1=0
T 233 2ZB—|— ,

1
ha példaul gyoke 2 és 2 valamint —1 és —1, akkor az (z + 1)(z +

1
)(x—2) (x — 5) alakba frhato, ezt polinomegyenlet alakban felirva:

1
4 3 2
N 1=0.
T — % x 2:p+

Tobb ilyen reciprokegyenletet felirva azt tapasztaljuk, hogy az n-edfoki recip-
rokegyenletben a k-adfoku és az (n — k)-adfoka tagok egyiitthatoi egyenldk.
Ennél azonban tébb is igaz.
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8.3.3. Tétel Az f(x) = 0 polinomegyenlet akkor és csak akkor reciprokegyen-
let, ha egyiitthatoira

Qg = Qp, a1 = Qp—1,

vagy
ap = —0Qp, a1 = —Adp-1,

(Az egyiitthatok szimmetrikusak vagy antiszimmetrikusak.)

A polinomot a komplex szamtest f6lott fogjuk vizsgalni.
ElGszor egy segédtételt fogunk bebizonyitani:

8.3.4. Allitas Két szimmetrikus eqyithatdji polinom szorzata is szimmetrikus
eqytitthatoj.

Bizonyitas. Szimmetrikus egyiitthatés polinomok esetén a polinomok szor-
zatéat szemléltets tablazatban (5.1 tablazat) az (n—k)-adik ,atloban” a polinom
megfelels egytlitthatoinak egyenl@sége miatt éppen azok az egyiitthatok fognak
szerepelni, mint a k-adik ,atloban”. [

Bizonyitas. Elgszor bebizonyitjuk, hogy a reciprokegyenlet egyiitthatoi (an-
ti)szimmetrikusak. A reciprokegyenletnek nem lehet gyoke a 0.

Gyoke lehet viszont az 1 (példaul my-szeres) és a (—1) (példaul mo-szeres),
amelyrdl nem tudjuk megallapitani, hogy az most a gyok, vagy annak reciproka,
ezért kiilonvalasztjuk.

Igy a reciprokegyenlet
an(2—1)™(24+1)™ (z—2) (z - le) (2—25) (z - Z%) (z—2) (z - Zlk) (8.2)

alakban irhato. Ebbdl

an(z—l)ml(z+1)m2-(z2— (z1+§1)z+1)~...-(z2— (zk+zik>z+1).

Az els6 tényezstdl eltekintve a tobbi tényezd mindegyikében szimmetrikus
egyiitthatoju polinomok szerepelnek. Ha m; paros, akkor (z — 1)™! is szim-
metrikus egyiitthatos, igy a 8.3.4. allitas alajan szimmetrikus egyiitthatos po-
linomot kapunk.

Ha m; paratlan, akkor (z—1)-gyel szorzunk egy szimmetrikus egyiitthatos poli-
nomot. Konnyen ellenérizhetjiik, hogy itt valéban antiszimmetrikusak lesznek
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a szorzatpolinom egyiitthat6i. (Ha a polinom (n + 1)-edfoku, akkor az (n+ 1)-
edfoko tag egyiitthatoja a,, a nulladfokté —ag = —a,, és altalaban a (k + 1)-
edfoku tagé ap — axi1, az (n — k)-adfokaé pedig a,_p — ap_y1 = ap — Qgs1,
ami éppen —(ax — ag41).)

Ebbdl az is kideriilt, hogy mely esetben szimmetrikusak, és mely esetben anti-
szimmetrikusak az egytitthatok.

Most vizsgaljuk, hogy egy (anti)szimmetrikus egyiitthatos polinomegyenletnek
valoban gyoke-e minden gyokének a reciproka.

1
Ha z; # 0 gydke, akkor behelyettesitve —-et:

21
1 1
Un— +p1 g tan2 5+ ... a5 +ar—+ap

Szorozzuk a kifejezést z{'-nel, és irjuk a,_; helyére a vele egyenls vagy ellentétes
ak—t:
1 2 n—2 n—1 n
g+ a1z; +a2z] + ...+ ap22; ~t+an—12;  +anz;.

1

Ez éppen a z; helyen felvett helyettesitési érték (azaz nulla), vagyis — valéban
<1

gyoke a polinomegyenletnek. [

8.3.5. Tétel Az f(x) polinomegyenlet akkor és csak akkor reciprokegyenlet, ha
teljesiil rd, hogy minden x-re

fo) =" (£1) - f (1) |

Bizonyitas. Ha f reciprokegyenlet, akkor

n (1> n—1 n
2 fl—-)=a,+a,1x+...+a12" " +agx" =
x
(£1) - (ap + a1z + ... + ap_q12" + a,z")
az elézd tétel alapjan.

1
Masrészt viszont ha minden z-re f(x) = (£1)z" - f (—), akkor ha xq gyoke f-
T
nek (azaz f(xg) = 0), akkor — is gyoke, tehat definicio szerint reciprokegyenlet.
- wo
(Es persze xy # 0.) O

Vizsgaljuk meg, hogy tudunk-e valamit mondani a reciproklegyenletek gyokei-
r6l. Az eddigiek alapjan harom lehet8séghdl tudunk gyokokre kovetkeztetni:
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8.3.6. Tétel 1. Ha [ antiszimmetrikus egyiitthatdji polinom, akkor gyoke
az 1.

2. Ha f paros foki polinom antiszimmetrikus egyiitthatokkal, akkor gydke a
—1 (és az eldzd dllitds szerint az 1 is).

3. Ha f pdratlan foku polinom szimmetrikus egyiutthatokkal, akkor gyoke a
—1.

Bizonyitas. Ha f antiszimmetrikus egyiitthatos polinom, akkor — mint azt a
(8.2) felirasbol lathattuk — szerepel a gyoktényezds felirasaban (z — 1) tényezd,
tehat gyoke az 1.

Ha f paros foku antiszimmetrikus polinom, akkor az az antiszimmetria mi-
att csak ugy lehet, ha a (8.2) felirdsban m; paratlan — de akkor msg-nek is
paratlannak kell lennie, mert a fokszam paros. Igy az 1 és a —1 is gydke a
polinomnak.

Ha f paratlan fokszamu, akkor mi; + ms paratlan, de ha szimmetrikusak az
egylitthatok, akkor m paros, tehat my paratlan, vagyis f-nek gyoke a —1. (Az
1 nem feltétlentil, hiszen lehet, hogy m; = 0.) O

Az igy megkaphato gyokok ismeretében f-et oszthatjuk a gyckokhoz tartozo
polinomtényezével ((z—1) vagy (z+1)), vagyis végss soron egy paros fokszam,
szimmetrikus egyiitthatos polinomegyenlethez jutunk.

Ezt kell tehat altalanosan megoldanunk.

Példa. Oldjuk meg az 2* 4 22° + 2° 4+ 22 + 1 = 0 egyenletet. Ennek sem a 0,
sem az 1, sem a —1 nem gyoke.

Szokasos Gtlet ilyenkor 22-tel (a legmagasabb fokt z-hatvany négyzetgyokével)

2
osztani az egyenletet: % 4+ 2z + 14+ = + — =0
r
2 1 1 :
Ekkor az | 2°+ — | +2 | 2+ — ] + 1 =0 egyenlethez jutunk.
x x

1

Vezessiik be az y = x 4+ — jelolést. Eszerint az el6bbi y? —2 + 2y + 1 = 0, azaz
x

y*> + 2y — 1 = 0 egyenletben y = —1 4+ V2.

1
x + — = y-bol pedig x lehetséges értékei kiszamithatok.
x

A péros (2n) fokszamu szimmetrikus reciprokegyenletet z"-nel osztva az igy ka-

pott kifejezésben az x-es és az —-es tagok és hatvanyainak egytitthatoi egyenlsk.
x
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) 1

Igy bevezetve az y = x + — jelolést, 14j, n-edfokt egyenletet kaphatunk. Fel-
x

hasznaljuk koézben, hogy

1 1\’
x2+—2:<x+—> —2=2 -2,
X xr

s 1 1\* 1 5
'+ —==(z+—-) =3-|z+- )=y —3y,
xz i X

Eszerint, mivel egy 4-edfokt polinomegyenletet elvileg meg tudunk oldani, a
8-adfokt szimmetrikus egyiitthatos egyenletet is meg tudjuk oldani.

Feladatok

1. Oldja meg a kovetkezs egyenletet
(a) 2° —6x+9=0
(b) 2 + 122+ 63 =0
(¢) 2° 4+ 92 + 182 + 28 = 0
(d) 2° +92* + 92+ 1=0
2. Oldja meg a kovetkezs egyenletet
(a) 2* — 22 + 22 + 42 -8 =0
(b) o* +22° —22° + 62 —15=0
(c) o' — 22 + 22 —22 -1 =0
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Linearis algebra

100



9. Linearis algebra

Az eddigiekben olyan egyenletek megoldasait kerestiik, amelyekben egy isme-
retlen volt, de annak fokszama tetszGleges lehetett.

Ebben a részben viszont tobb olyan egyenlet egyidejii megoldasat keressiik,
amelyekben t6bb ismeretlen szerepelhet, &m mindegyik csak az elsé hatvanyon.

Kozépiskoldban is talédlkoztunk mar ilyen feladattal.

Példa. Hatarozzuk meg az bxr + 4y = 2 és az © + y = 1 egyenleti egyenesek
metszéspontjat!

Tobbféle megoldast is tanultunk.

1. Példaul a mésodik egyenletbdl kifejezziik y-t, behelyettesitjiik az elsGbe:
br +4(1 — z) = 2, amibsl x = —2, ezt behelyettesitve a masodik egyenletbe
y = 3.

A kapott megoldast — amennyiben nem ekvivalens atalakitasokat végziink —
ellendérizni kell. Ett6l azonban mi most és a jovében is eltekintiink, és azt
sem fogjuk bebizonyitani, habar nem lehetetlen, hogy a megoldas ekvivalens
lépésekbdl all. Erre azért még egyszer viszatériink.

2. Egyenls egyiitthatok modszere: A masodik egyenletet szorozzuk 5-tel:
dr+4y = 2
5T+5Yy = 5

A masodik egyenletbdl kivonva az elsét azt kapjuk, hogy

dr + 4y = 2
y=3

Most a masodik egyenletbdl kapott y értéket az els6be helyettesitve megkapjuk
x értékét: bz + 12 = 2, amibdl x = —2. (Ismét elhagyjuk az ellendrzést.)
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Példa. Hatarozzuk meg a kdvetkezd egyenesparok kozos pontjait:
x4+ 2y =0és 2x 44y = —2; valamint  + 2y = —1 és 2z + 4y = —2

Az els6 egyenletrendszer:

x+2y =10
2044y = —2

Az els6 egyenlet kétszeresét kivonjuk a méasodikbol:

z+2y =0
0=-2,
ami ellentmondas, ennek az egyenletrendszernek nincs megoldasa, a két egye-
nesnek nincs metszéspontja.
A masodik egyenletrendszer:

x+2y = —1
2044y = =2

Az els6 egyenlet kétszeresét kivonjuk a mésodikbol:

r+2y = —1
0=0,
ami minden x, y esetén teljesiil, azaz ennek az egyenletrendszernek minden

olyan (z,y) szampar megoldasa, amely eleget tesz az els6 egyenletnek, vagyis
a két egyenesnek minden pontja kozos. (Ismét elhagyjuk az ellendrzést. )

Néhany tanulsag Két egyenesnek nem mindig van kozos pontja. Lehet,
hogy egy van, lehet, hogy végtelen sok van (egybeesnek), és az is lehet, hogy
egy sincs (mert parhuzamosak).

(T6bb egyenesnek is lehet nulla, egy vagy végtelen sok kozos pontja.)
A masodik modszert kicsit atalakitva egy altalanosan alkalmazhaté megoldési
modszert kapunk:
dr+4y = 2
+ y=1
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Kivonjuk az els6 egyenlet 6todét a masodikbol (kiejtjiik a méasodik egyenletbsl
az r-et):

dr+ 4y =2
0,2y =0,6

Szorozzuk 5-tel a méasodik egyenletet:

Sr+4y = 2
y=3

Kivonjuk a mésodik egyenlet 4-szeresét az els6bdl (kiejtjiik beldle y-t):

50 = —10
y=3

Osztjuk 5-tel az els6 egyenletet:

(Ismét elhagyjuk az ellendrzést.)

Keressik megax —y =3, x +y =1 és 2x + y = 0 egyenesek kozos metszés-
pontjat. Ezt az egyenletrendszert kell megoldanunk:

r—y =3
r+y =1
20+y =0

Az els6 egyenletet kivonjuk a méasodikbol, a kétszeresét pedig a harmadikbol:

r— y=3
2y = =2
3y =—6

A mésodik egyenletet osztjuk 2-vel:

T— y =3
y=—1
3y = —6
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A masodik egyenletet hozzaadjuk az els6hoz, a haromszoroséat kivonjuk a har-
madikbol:

r =2

y=-1
0=-3

Az utols6 egyenlet szerint ellentmondéasra jutottunk, ami azt jelenti, hogy a
harom egyenesnek nincs kozos metszéspontja. (Hidba kaptuk meg, hogy x = 2,
y = —1, a kapott pont nem illeszkedik a harmadik egyenesre.)

Keressiik megax —y =3, v +y =1 és 20 + y = 3 egyenesek kozos metszés-
pontjat. Ezt az egyenletrendszert kell megoldanunk:

T—y =3
z+y =1
20+y =3

Az els6 egyenletet kivonjuk a méasodikbol, a kétszeresét pedig a harmadikbol:

r— Y=
2y = =2
3y=—-3

A masodik egyenletet osztjuk 2-vel:

r— y=3
y=-1
3y =—3

A masodik egyenletet hozzdadjuk az els6hoz, a haromszoroséat kivonjuk a ma-
sodikbol:

Az utols6 egyenlet semmitmondo6. Az els6 két egyenletbdl azt kaptuk, hogy
r=2,y=—1. A (2;,—1) pont valoban illeszkedik az adott egyenesekre.
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Feladatok
1. Van-e koz0s pontja a kovetkezd egyenesparoknak?

dr —dy = —13
(2) Tr+2y = 3}

3r—y =4
(b) r—4y = 4}

2. Van-e egy kozos pontja a kovetkezd egyeneseknek?

4xr — by = —13
(a) 3x+Ty = 1
Tr+2y = 3
204+ 3y = —1
(b) z—4y = 5
—2r+y = -3

3. Hatarozza meg a kovetkezd egyenesek metszéspontjat!

dr — 2y + 3x = 11
(@) 20 +y — z = 0
Tx + 2z =9
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10. Linearis egyenletrendszerek

10.1. A linearis egyenletrendszer fogalma

Ebben a fejezetben az imént latottakhoz hasonl6 egyenletrendszerek megolda-
saval foglalkozunk.

10.1.1. Definici6. Az

111 + a19T9 + ...+ a1y = C1
211 + 29X 2 + ...+ aA2p Ty — Co

(10.1)
Ap1T1 + Q22 + ... + ATy = Ck;

egyenletrendszert — ahol a;; és c; valamely T' testbeli elemek — egytitthatok —, az
x;-k ismeretlenek, értékiket ugyane T testben keressiik — linearis egyenletrend-
szernek nevezziik.

10.1.2. Definici6. A linearis egyenletrendszer egy megoldasa az x; ismeretle-
nek eqy rendszere, amely x;-k kielégitik az egyenletrendszer egyenleteit.

Az algebranak a linearis egyenletrendszerek megoldasat leir6 aga a linedris
algebra.

Az el6zGekben lattuk, hogy milyen elemi modszereket alkalmazhatunk linea-
ris egyenletrendszer megoldasara. Meg kell vizsgalnunk, hogy mikor végziink
ekvivalnes atalakitast.

Ha két lineéaris egyenletet Osszeadunk, akkor egyet kapunk, amelynek lehet
olyan megoldasa, amely sem az els@, sem a méasodik egyenletet nem elégiti ki.
Ha példaul a két egyenlet x +y = 1 és x —y = 1, akkor a kett§ Osszegébdl
20 = 2, x = 1, mig y tetszdleges érték lehet, vagyis megoldasa példaul az (1;1)
azonban ez sem az elsG, sem a méasodik egyenletnek nem megoldasa.
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Ez azt jelenti, hogy az eredeti egyenletrendszerrel nem ekvivalens az Gsszeg-
egyenlet, azért ez az dtalakitds nem ekvivalens.

Ha egyenesekként tekintiink az egyenletekre, akkor megértjiik: a két egyenes
egyenletének kiilonbsége nemcsak a metszéspontjukban 0, hanem az egész x =
1 egyenesen, és a kiilonbségkapott egyenlet valoban ennek az egyenesnek az
egyenlete.

A két egyenes egyenletének kiilonbségével egy tjabb egyenest irtunk fel. Ennek
végtelen sok pontja van, igy nem lehet minden pontja megoldasa az egyenlet-
rendszernek.

Csak annyit tudhatunk, hogy ha van olyan pont, amely az eredeti két egye-
nesnek kozos pontja, akkor az a kapott, harmadik egyenesnek is pontja lesz.
Onmagéaban tehat nem helyettesiti mindkét egyenletet. Azt gondolhatnank,
hogy akkor most két egyenlet helyett hdrommal kell dolgoznunk, vagyis nem
nyertiink semmit.

A helyzet azonban ennél kissé arnyaltabb. Elegendd ugyanis a két eredeti
egyenlet koziil az egyiket megtartani (a masikat elhagyhatjuk), mig a harmadik
— ha tigyes atalakitast végziink — sokkal egyszertibb lehet, mint az, amelyet
elhagyunk.

A fenti esetben is ez a helyzet: az x = 1 egyenlet kifejezetten egyszerd. Akér
az elsvel, akar a méasodikkal vetjiik 0ssze, konnyen meghatarozhaté az egyen-
letrendszer megoldasa. (z =1, y = 0)

Az a lépés viszont, hogy két egyenlet szamszorosait Osszeadjuk, és az egyik
egyenletet kicseréljiik a kapott egyenlettel, ekvivalens atalakitas.

Ez nem csak kétismeretlenes, hanem tébbismeretlenes linearis egyenletrendsze-
rekre is teljesiil.

Feladatok

1. Oldja meg az egyenletrendszert!

IS

T + To =
JZ1—$2:4

Ellendérizze is a kapott eredményt!

2. Van-e olyan a val6s paraméter, amelyre nincs megoldésa a koévetkezd
egyenletrendszereknek!
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21 + 3o

1 — X2
(b)

ari + 3xo

Ty — T2

Indokolja meg a tapasztaltakat!
3. Oldja meg az egyenletrendszert!

21‘1 — X9 — X3
3£E1 + 4$2 — 2273
333'1 — 2332 + 4{E3

Ellendrizze is a kapott eredményt!

4. Oldja meg az egyenletrendszert!

ry + 1o + 2[E3
QZEQ — Ty + 2$3
41’1 + 9 + 4.’133

Ellenérizze is a kapott eredményt!
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11. A Gauss-eliminacio

A linearis egyenletrendszer megoldéasara tobbféle modszer is kindlkozik. Az
el6z6ekben emlitett két modszer koziil a méasodik kis pontositassal altalano-
san alkalmazhat6 modszerré tehets, amelynek leirdsa Gauss nevéhez flizGdik.
(Johann Carl Friedrich Gauss 1777-1855 jeles német matematikus, rendkivii-
li eredményei sziilettek a matematikiban — szamemlélet, algebra, statisztika,
analizis, differencidlgeometria stb. témakorben —, valamint fizikiban, asztro-
nomiaban, optikaban.)

11.1. Egyenletek linearis kombinacidja

Ahhoz, hogy végigkovessiik, néhany dolgot fontos leszdgezniink. ElGszor egy
fogalom — amelyet mér korabban is sokszor hasznaltunk —, és amelyet most is
csak nagyon &ltalanosan fogjuk leirni:

11.1.1. Definicié. Legyen A és B két olyan elem, amelyeknek Gsszegét, kii-
lonbségét és szamszorosait lehet venni, valamint legyen o és B két szam, ame-
lyekkel A és B szorozhato. Ekkor az oA + BB kifejezést az A és B lineéris

kombinaciojanak nevezziik.

(Jusson esziinkbe, hogy méar szamelméletben is, két elem legnagyobb kozos
osztojat felirtuk az adott elemek linedris kombindcidjaként.)

Most ratérink a modszer leiraséra.

1. Az az alapgondolat, hogy ha két egyenletet kielégit az ismeretlenek adott
értéke, akkor az az egyenletek linearis kombinécidjat is kielégiti.

Ugyanakkor linearis kombinacioval kapott egyenlethez az egyik eredeti egyen-
letet meg kell tartanunk, a mésikat pedig elhagyhatjuk (hiszen ha sziikséges,
az 1j egyenletek linearis kombinécidjaval vissza tudjuk allitani).
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(Ha E; és Ey a két kiindulo egyenlet, F3 = a3 Fy + agFs és megtartjuk Ej
mellett példaul Es-t, akkor a1 'y = F3—asFEsy. Ha valoban két egyenlet linearis
kombinaciojat irtuk fel, akkor cr; nem lehet nulla, vagyis lehet vele osztani.)

Ez azt mutatja, hogy egyenletet nem veszithetiink el. Emiatt nem mond-
hatjuk azt példaul, hogy Osszeadunk két egyenletet (igy kett&bdl egy lenne),
hanem csak azt, hogy az egyik egyenlet egy szamszorosat hozzaadjuk egy ma-
sikhoz.

2. Azt hasznaljuk fel, hogy ha egymaéas utani lépésekben minden csokkentjiik
az egyenletekben az ismeretlenek szaméat, akkor — jo esetben — eljuthatunk egy
olyan egyenletekhez, amelyekben mar csak egy-egy ismeretlen szerepel. (Ez
egyfajta indukcios 1épés.)

11.2. A Gauss-eliminacié 1épései

1. Az els6 egyenletet elosztjuk x; egyiitthatojaval, és az igy kapott egyenlet
megfelels szédmszorosait hozzaadjuk a tobbi egyenlethez, hogy kiessen
belsliik az x;.

2. A masodik egyenletet elosztjuk zo egyiitthatojaval, és az igy kapott
egyenlet megfelelg tobbszoroseit hozzaadjuk a tobbi egyenlethez, hogy
kiessen belslik az xs.

3. A harmadik egyenletet elosztjuk z3 egyiitthatojaval, és az igy kapott
egyenlet megfelelg tobbszoroseit hozzaadjuk a tobbi egyenlethez, hogy
kiessen belslik az x5.

4. ... Es igy tovabb, mindig a soronkévetkezd egyenletet elosztjuk a soron-
kovetkezd ismeretlen egytitthatdjaval, és az igy kapott egyenlet alkalmas
szamszorosait kivonjuk a tobbi egyenletbdl, hogy kiessen beléliik a so-
ronkdvetkezd ismeretlen.

Mindezt addig folytatjuk, amig el nem fogynak az ismeretlenek vagy az egyen-
letek.

1. Ha elakadunk El6fordulhat, hogy a soronkovetkezs egyenletben a soron-
kovetkezs ismeretlen 0 egyiitthatoval szerepel. (Vagyis nem szerepel benne).
Ilyenkor két valasztasunk is van: az egyik, hogy felcseréljiik az egyenletek sor-
rendjét, a mésik, hogy egy masik ismeretlennel folytatjuk az eljarast. Miinkabb
a masodik lehet&séget fogjuk alkalmazni.
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Ha valamelyik 1épésben a soron kdvetkezs egyenletben minden ismeretlen
egylitthatoja 0 (tehat a bal oldalrol minden ismeretlen kiesett), de van még
olyan ismeretlen, amellyel nem hajtottuk végre az eljarast, akkor atugrunk a
kovetkezs egyenletre. (Ez az eset fordult elg akkor, amikor két parhuzamos
egyenes metszéspontjait kerestiik.)

2. Ha 0 a bal oldal El&fordulhat, hogy olyan egyenletet kapunk, amelynek a
bal oldalan 0 all (kiesett az Gsszes ismeretlen). Az ilyen egyenleteket a rovidség
kedvéért fiiggd egyenleteknek fogjuk nevezni. A tobbit fiiggetlennek.

Ha a jobb oldalukon is 0 marad, akkor ezekkel nincs mit tenni (azonosan nulla
az egyenlet). Ha azonban a jobb oldalon nem 0 marad, akkor ellentmondésra
jutottunk, az egyenletrendszernek nincsen megolddsa, kar is tovabb folytatni
az eljarast. (Az egyik eset akkor fordult els, amikor két egyméssal azonos
egyenes metszéspontjait kerestiik, a masik meg amikor parhuzamosak volt a
két egyenes.)

3. Ha elfogynak az ismeretlenek Amikor az utols6 ismeretlennel is el-
végeztiink az eliminaciot, akkor az eljaras szerint lesz annyi egyenlet, ahany
ismeretlen, amelyek tehat x; = d; alakiak. Ezekbdl megkaptuk minden isme-
retlen értékeét.

Lehetnek tovabbi fligg egyenletek, amelyeknek ha 0 all a jobb oldalan, akkor
minden rendben, de ha nem, akkor — mint korabban mondtuk — ellentmondasos
az egyenletrendszer.

(Ilyen esethez jutottunk, amikor harom nem egy ponton atmend egyenes kozos
pontjat keressiik a sikban.)

4. Ha elfogynak az egyenletek, de van még ismeretlen Ha elfogy min-
den egyenlet, és nem jutottunk ellentmondasra (ha kaptunk is fliggd egyenletet,
annak a jobb oldalan is 0 van), akkor bar nincs ellentmondés, de nem kapunk
egyértelmd megoldast.

Ez tortént, amikor két egyenes metszéspontjat keresve kideriilt, hogy az egye-
nesek egybeesnek.

[lyenkor végtelen sok megoldast kapunk.

Ezeket is ,fel lehet sorolni” valamiképpen, példaul amikor azt kaptuk, hogy
r+2y =—1,0=0. Ekkor z = —2y — 1 alakban adhat6 meg, barhogyan is

valasztjuk meg y-t. Vagy forditva: y = — , barhogyan adjuk is meg x-et.
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11.2.1. Definicid. A fent ismertetett eljards neve: Gauss-eliminacio.

Az eliminaci6 eltiintetést, elnyelést jelent, és az ismeretlenek eltiintetésére utal.
Foglaljuk tehat Gssze a megoldasra vonatkozo kovetkeztetéseinket:

Ha az ismeretlenek szdmat n, a fiiggetlen egyenletek szaméat r jeloli, akkor a
kovetkezd esetek fordulhatnak eld:

1. a fiiggd” egyenletek (amelyek bal oldala O-ra redukalodik) valamelyiké-
nek jobb oldala nem 0 — az egyenletrendszernek nincs megoldasa, ellent-
mondasos;

2. a fliggd” egyenletek jobb oldala 0, és kevesebb a fiiggetlen egyenlet, mint
az ismeretlen (r < n) — végtelen sok megoldas van;

3. a ,fiiggd” egyenletek jobb oldala 0, és ugyanannyi a fiiggetlen egyenlet,
mint az ismeretlen — egyetlen megoldas van.

11.2.2. Megjegyzés. A fiiggd egyenletek szama nem mailik azon, hogy milyen
sorrendben irjuk fel az egyenleteket, vagy hogy milyen sorrendben ejtjik ki az
1smeretleneket.

11.2.3. Megjegyzés. Az a megolddsi eljdrds, amelyben kifejezziik az ismeret-
leneket az eqyes egyenletekbdl, vagyis: kifejezziik x1-et az elsdbdl, és behelyette-
sitjiik a tébbibe, utdna kifejezziik xo-t a mdsodikbol, és behelyettesitjiik a tobbibe
sth., mig el nem fogynak az ismeretlenek vagy az egyenletek, pontosan ugyanaz,
mint a Gauss-elimindcio, csak a lejeqyzése kevésbé szisztematizdalhato.

Feladatok

1. Keressen olyan a paramétert (ha lehet), amelyre a

ary + x93 — T3 = 2
ry — X9 + X3 = 3
1 + X9 — X3 = 3

egyenletrendszernek

(a) O

(b) 1

(c) 2
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(d) végtelen sok

megoldésa van.
Adjon magyarazatot a valaszaira!
Mennyiben fiigg az egyenletek jobb oldalan all6 értéktsl a megoldasok

szama?

2. Oldja meg Gauss-eliminaciéval a valos szamok halmazan a kévetkezs li-
nearis egyenletrendszereket!

(a)

T, + 229 4+ 23 + 3x4 = 1
31’1 — Ty — r3 — 2£C4 = —4
2I1 + 3132 - r3 — Ty = —6
T 4+ 229 + 313 — x4 = —4
(b)
Ty 4+ 229 + 33 — 224 = 6
200 — xT9 — 2x3 — 3x4 = 8
31’1 + 2[[‘2 - T3 + 2[E4 = 4
21’1 - 3!172 + 21’3 + Ty = -8
(c)
11]2 — 3ZE3 + 41’4 = -5
1 — 2ZE3 + 314 = —4
3ZE1 + 21’2 — 51‘4 = 12
41‘1 + 31‘2 — 5333 = 5

3. Hatarozza meg a fliggetlen egyenletek szamat a kovetkezs egyenletrend-
szerben!

4dry + 10x3 —+ Ty = 1

41’1 + 8£C2 + 181‘3 + 7513’4 =1
101’1 + 181‘2 + 401’3 + ].7.I4 = 1
ry + 7%2 + 17ZE3 + 3.174 = 1

Ellentmondasos-e ez az egyenletrendszer?
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12. Matrixok

Mar altaldnos iskolas korunktol kezdve keressiik és alkalmazzuk a tanult el-
jarasok rovid leirasat. Maga a helyiértékes iras is egy rovidités (kihagyjuk a
szamrendszer alapszaménak hatvanyai leirasat), és hasonlot alkalmaztunk a
polinomok kérében végzett maradékos osztésnél vagy a Horner-elrendezésnél.

Amennyiben minden egyiitthato helye konkrétan meghatarozott helyen szere-
pel, nem sziikséges kiirni azt az ismeretlent, amelynek 6 az egyiitthatoja.

A polinomok maradékos osztéasanal a 3 6 4 feliras megfelelt a 322 + 6z + 4
polinomnak.

A lineéris egyenletrendszerek leirdasdban nagyon sok id6t szanunk a miveleti
jelek és az ismeretlenek lejegyzésére (amelyeket raadasul nem is mindig ugyan-
azokkal a fajta jelekkel frunk le). Igy ha egy szisztematikus jeldlésért cserébe
elhagyhatnank ezeket, az segithetne.

Lehetne példaul az

T—y =3
r+y =1
20+y =0

egyenletrendszerben a bal oldaldnak lejegyzése

Meégiscsak rovidebb. A jobb oldal pedig akkor lehetne
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A ismeretlenek rendszere pedig — bar nem létsziikséglet — lehetne

T
Y

Ha most fel akarjuk irni, hogy az egyiitthatokat szorozva az ismeretlenekkel
az eredményt kapjuk, akkor konnyen Osszefolyhat a jelolés, ezért a jelolt egy-
ségeket valahogy hatarolni kell. Eszerint a fenti linearis egyenletrendszer igy
jelolhets:

1 —1 3
1 1 m: 1
9 1| 0

vagy

12.1. A matrix fogalma

12.1.1. Definicié. A fenti mddon — eqy téglalap alakban — elrendezett elemeket
méatrixnak nevezziik.

Megallapodas: Két matrixot pontosan akkor tekintiink egyenlének, ha egy-
részt ugyanakkora a méretiik, masrészt az ugyanolyan indext helyeken egyenld
szamok szerepelnek benniik.

12.1.2. Definicidé. Legyen T eqy test. Ha egy mdtrixz minden eleme a T test
eleme, akkor azt mondjuk, hogy az eqy T test feletti matrix.

Ha az M mdtriz sorai szama n, oszlopai szama k, akkor (n X k)-as métrixrol
beszéliink. Mds szoval: a mdtriz mérete n x k. Jelolése: M € T™*. Az i-edik
sor j-edik elemét a;; jeloli, de ha valamiért a jelolés félreérthetd, akkor a két
index kizé vesszot teszink: a; ;. (12.1. dbra)

Ha k =1, akkor szokds a mdtrixot oszlopvektornak, n = 1 esetén sorvektornak
neveznsi.

A vektort alkoto elemeket a vektor koordinatainak is szokds nevezni.

A fenti egyenletrendszerben példaul az eredmény egy 3 x 1-es oszlopvektor.

A vektor fogalmaval mar kozépiskoldaban talalkoztunk. Az is vildgos, hogy
példaul a koordinatarendszer pontjait mostanaig sikban egy (1 x 2)-es vagy
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L 2 o iR

1. (111 (119 a1}
2 (121 (129 (19}
r. (I (192 Unk

12.1. 4bra. n X k-as matrix

térben egy (1 x 3)-as vektorral adtuk meg. (Rendezett paros vagy rendezett
hérmas.)

12.1.3. Definicié. A linedris egyenletrendszer egyiitthatoibol a fenti modon
leirtak szerint képezett madtrizot az egyenletrendszer egyiitthatomatrixanak ne-
vezzik.

12.2. Miiveletek matrixokkal

A matrixok elemei egy T testbdl valok, igy azokat 6ssze tudjuk adni, és szorozni
tudjuk egymaéssal. A métrixok kozott is lehet mitiveleteket értelmezni.

Mivel a matrixok koziil a vektorokat mar nagyon régrél ismerjik, ezért arra
iigyelniink kell, hogy 6sszhangban maradjunk korabbi ismereteinkkel.

12.2.1. Definici6. (Matrix szorzasa szammal) Ha o € T (egy testbeli
elem) és M € T™* (eqy T feletti mdtriz), akkor értelmezziik tigy az oM mi-
veletet, hogy az M minden elemét a-val szorozzuk.

Ez 0sszecseng azzal a korabbi ismeretiinkkel, hogy vektort szammal agy szoroz-
tunk, hogy a vektor minden elemét (geometriai szohasznélattal: koordinatajat)
megszoroztuk vele.

12.2.2. Megjegyzés Ha o € T és M € T™*, akkor aM-et gy is irhat-
juk, hogy Ma. Azaz nincs jelentdsége, hogy az M mdtrixot balrdl vagy jobbrol
szorozzuk eqy szdmmal.

12.2.3. Definicié. (Matrixok 6sszeadasa) Ha M és N € T™* (ugyan-
olyan méretd T feletti mdtrizok), akkor M + N olyan T™*-beli mdtriz, amely-
nek 15 indexd eleme az M és az N ugyanilyen indexd elemének dsszege.
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12.2.4. Megjegyzés. A definicio szerint csak ugyanolyan méretd mdtrizokat
tudunk dsszeadni.

Ez 0sszhangban van azzal, ahogyan a vektorokat adtuk 0ssze. Kiilonbség van
azonban a vektorok geoemtriai és algebrai értelemben torténd osszeadasa ko-
zott. Geometriai értelemben a tér tetszéleges két vektora osszeadhato, algeb-
raban viszont egy sikbeli és egy térbeli vektor nem ugyanolyan méretii, koztiik
tehat nem végezhetd elk az Gsszeadas. (Térbeli algebrai vektorhoz nem lehet
sikbelit adni.)

Egyszeri belatni, hogy a matrixok 6sszeadasa kommutativ, asszociativ, és in-

vertalhato mtivelet. A zéruselem a csupa nullakbol allo6 métrix, amelyet 0 jelol.

Miel6tt ratérnénk a matrixok szorzasara, vizsgaljuk meg, hogy mit is szeretnénk
kapni egy szorzat kiszamitésakor. A fenti egyenletrendszert leir6 példaval:

1 -1 3
11 m = |1
2 1| WY o

Az els6 egyenlet bal oldala 1-x 4 (—1) - y = 3. Ez azt jelenti, hogy az egyiitt-

hatoé méatrix els6 soranak elemeit sorban megszoroztuk az ismeretlenekbdl allo
oszlopvektor elemeivel, majd a kapott szorzatokat osszeadtuk.

A masodik egyenlet bal oldala 1 -z + 1 -y, vagyis itt a mésodik sor elemeit
szoroztuk rendre az oszlopvektor elemeivel és adtuk Gssze a szorzatokat.

Végiil a harmadik sok 2 - x + 1 -y, azaz a harmadik sor elemeit szoroztuk az
oszlop elemeivel és adtuk Gssze a szorzatokat.

Ahhoz, hogy ezt megtehessiik, az is kellett, hogy az els§ méatrixnak uagyanannyi
soreleme legyen, mint ahany eleme az oszlopvektornak.

Ha a szorzasban szereplé masodik matrixnak nem egy, hanem két oszlopa lett
volna, akkor az eredménymatrixnak is lett volna még egy oszlopa.

12.2.5. Definicié. (Matrixok szorzasa) Legyen A € T™**, B € T**™, Ek-
kor az A - B matrixszorzat valamely ij indexd elemét gy szdmitjuk ki, hogy az
A mdtrix i-edik sordnak elemeit rendre megszorozzuk a B mdtriz j-edik oszlo-
panak elemeivel, és a szorzatokat dsszeadjuk.

Formdlisan, ha C jeloli az AB szorzatmdtrizot, akkor ennek i-edik sordanak
J-edik oszlopaban szerepld ij indexi eleme:

Cij = Y AuBy,
=k
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ahol Ay az A matriz l-edik sordnak i-edik eleme, Bj pedig a B mdtrix j-edik
sordnak [-edik eleme.

A fenti definici6 alapjan minden elem kiszamitasdhoz k darab szorzatot szami-
tunk ki és adunk 6ssze. Az eredménymétrixnak Gsszesen annyi sora lesz, mint
az A-nak, és annyi oszlopa, mint a B-nek. Vagyis n x m lesz a mérete. Osszes-
ségében tehat k - (n x m) szorzatot szamitunk ki — mind kiilonb6z6 elempéar
szorzata. Fz egy rendkiviil hosszadalmas miivelet.

Példa. A métrixszorzést nagyon sokféle dologra lehet hasznélni. Képzeljiik el,
hogy egy gyar termékeinek elGallitasi koltségét szeretnénk kiszamitani. Minden
termékhez felhasznalunk valamennyit valamely alapanyaghol — beleértve az
energiafelhasznalast, a bérkoltséget stb. — és minden termékhez ismerjiik a
felhasznalt anyagok mennyiségét, az alapanyagok példaul szezonalis egységérat.

Ha példaul az egyik termékhez felhasznalt alapanyagok mennyisége 1, 2, 3;
ezek egységara tavasszal 4, 5, 6, télen pedig 7, 8, 9, akkor az elgallitasi koltsége
tavasszal 1-4+2-54+3-6,télen 1-7+2-8+3-9. Ezt a két koltségértéket a

4 7
1 2 3] |5 8

6 9
matrixszorzas segitségével kaphatjuk meg.

T6bb terméket is felvehetiink, akkor annyi sora lesz az els6 matrixnak, amennyi
a termékek szama. Ha példaul van még egy termék, amelynek elGallitasahoz a
fenti alapanyagokbol 0, 10, 20 egységnyit hasznalunk fel, akkor a

l123]§;
0 10 20 6 9

matrixszorzassal kapjuk meg a két szezonban az elGallitasi koltségét:

1 2 3 g‘g | 44+10+18 TH+16+27| |32 50
0 10 20 6 9 0+50+120 0480+ 180  [170 260

Az elGalltési koltségek: els termék elsd szezon: 32, elsé termék mésodik szezon:
50, masodik termék els6 szezon: 170, masodik termék masodik szezon: 240.

Természetesen sokkal szerteagazobb a matrixszorzas felhasznélasa, ez csak
egyetlen szemléltets példa.
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12.2.6. Megjegyzés. FEzzel a mdtrizszorzdssal a vektorok kérében nem taldl-
kozhattunk, mert a vektorok — kordbbi jeloléseink szerint — mind (2 x 1)-es vagy
(3 x 1)-es méretiek voltak, ezeket nem lehet dsszeszorozni a definicid szerint.
(Kozépiskoldban dsszeszoroztunk vektorokat, és a vektorok is mdtrizok — eb-
ben az értelemben szoroztunk mdr 6ssze mdatrizokat, ezt azonban nem neveztik
mdtrizszorzdasnak.)

A hosszadalmas szorzasi miivelet miatt nem egyszert bebizonyitani (bar igaz),
hogy a maétrixszorzas asszociativ és disztributiv a matrixdsszeadasra nézve.
Mar ha elvégezhetd!

Vizsgaljuk meg, hogy az A(BC), illetve az (AB)C matrixszorzas milyen méret
matrixok esetén végezhets el.

A(BC) esetén: ha A (n x k)-as, akkor sziikségképpen BC mérete k x m. Vagyis
ha B (k x [)-es, C pedig (I x m)-es.

(AB)C' esetén: ha C mérete | x m, akkor sziikségképpen AB mérete n X [,
tehat A mérete n x k, B mérete k x [.

A méretek tehat minden esetben n x k, k X [, [ X m, a szorzat mérete pedig
n x m.

12.2.7. Allitas Ho A € T™*, B € T**!, C € T™™, akkor az A(BC) és az
(AB)C szorzds is elvégezhetd, a szorzat mérete n x m, €s a két szorzat egyenld.

A szorzés azonban nem kommutativ — de nagyon nem! — S&t!
Mit értiink ezen?

Nem kommutativ, mert nem is mindig elvégezhetd. Csak akkor, ha A oszlopai
(azaz sorelemei) és B sorai (azaz oszlopelemei) szama egyenld.

Nagyon nem kommutativ, mert ha el is végezhets, az AB és a BA végeredmény
mérete nem biztos, hogy megegyezik. Ha példaul A mérete n x k, B mérete
k x n, akkor AB mérete n x n, BA mérete k X k.

S6t! Ha el is tudjuk végezni mindkét szorzast, és a szorzatok mérete is meg-
egyezik, még mindig el6fordulhat, hogy AB # BA. Annak, hogy AB és BA
ugyanolyan méreti legyen, az a feltétele, hogy A és B mérete is n x n legyen.

12.2.8. Definicié. Az olyan mdtrizot, amelynek sor- és oszlopszima ugyan-
annyi, négyzetes matrixnak nevezziik.

Példa. Legyen A és B is négyzetes, mégpedig (2 X 2)-es, és legyen
10 01
AT
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Ekkor

Ap_ [L-0+0-0 1-140-0] _fo 1
~10-04+0-0 0-14+0-0] |0 0]

Bpa_[0-141-0 0-140-0] _[0 0
“10-140-0 0-04+0-0] |0 0]

és ezek nem egyenldk.
Az viszont ellendrizhetd, hogy amennyiben minden miivelet elvégezhets, akkor
a mdtrizszorzds disztributiv a mdtrixésszeaddsra.

Hatéarozzuk meg, hogy milyen méretek mellett lehet elvégezni az A(B + C)
matrixmiiveletet!

Ha A mérete n x k, akkor B 4+ C' mérete sziikségszertien k x m, vagyis B és C
is (k x m)-es (hiszen csak ugyanolyan méretd métrixokat tudunk Gsszeadni),
és a szorzat (n X m)-es.

Ezen feltételek mellett A(B 4+ C) = AB + AC.

Hasonloan, (A + B)C' elvégezhets, ha A és B mérete n x k, C mérete k x m,
akkor (A + B)C = AC + BC, és a miivelet eredményének mérete n x m.

12.2.9. Allitas Ho A € T, B,C € T*!, D € T™™, akkor A(B + C) =
AB+ AC (a mérete n x 1), valamint (B+C)D = BD+CD (a mérete k x m).

12.2.10. Definicié. Ha A € T™F, akkor azt a mdtrizot, amelynek mérete
kxmn és azij indexd eleme ugyanaz, mint A-nak ji indextd eleme, gy nevezzik,
hogy az A matrix transzponaltja, és igy jeloljik: AT.

12.2.11. Definicié. Az A madtriz ii indexd elemei alkotjdk az A méatrix fGat-
16jat.

Ezt azt jelenti, hogy az A matrixot ,tiikkrozve” a f6atlojara megkapjuk a transz-
ponéltjat, példaul:
1 2 3
A= (4 5 6)

featlojaban allo elemek az 1 és az 5, A transzponéltja pedig

T
r (12 3\
A_(456)_

W N =
S O
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m oszlop

k sor B
k oszlop
n sor A AB n sor
m oszlop

12.2. dbra. A matrixszorzas egyik lehetséges lejegyzése

12.2.1. A matrixok szorzatarol

A matrixok szorzésanak lejegyzése meglehetésen bonyolult, sok szorzast és
Osszeadast végziink kozben. Ha az A méatrix mérete n x k, a B matrixé k x m,
akkor a szorzatmétrix mérete n x m, azaz mind az n X m elemhez el kell vé-
gezniink k darab szorzast (végigmegyiink A megfeleld sorelemein és szorozzuk
B megfelel oszlopelemeivel), majd dsszeadjuk a k darab szorzatot. Ha csak a
szorzatokat szdmoljuk is n - m - k szorzatot szamitunk Kki.

Eltéveszteni is nagyon konnyt, ezért talaltak ki egy olyan lejegyzési modot,
amelynek soran konnyebben szamontarthato legaldbb az, hogy melyik sorele-
meket és oszlopelemeket szorozzuk éppen.

A szorzand6 A és B métrixokat egymashoz képest elcsusztatva irjuk le, még-
pedig gy, hogy az A jobb fels6 sarkdhoz illesztjiik a B bal als6 sarkat, vagy az
A jobb als6 sarkdhoz a B bal fels6 sarkat. Ez tulajdonképpen mindegy (12.2,
12.3 &brak).

Ezutan A i-edik soran és B j oszlopan végigmenve az elemeket 6sszeszorozzuk,
a szorzatokat Osszeadjuk (12.4. abra).

12.2.12. Megjegyzés. Figyeljik meg, hogy az AB szorzat lejegyzésekor a
jobbra lent fennmaradd n x m méretd téglalap helyen keletkezett az AB szorzat.
A felsd iires hely mérete eqy k x k négyzet alakiu hely.

12.2.13. Megjegyzés. Ha A és B négyzetes mdtrizok, akkor nemcsak jobbra
lent /fent lehet mdtrizszorzatot létrehozni, hanem az A folott és B mellett taldl-
hato téglalapban is létrehozhato eqy szorzatmadtrixz. Vizsgdljuk meg, hogy milyen
hasonlo mdtrizszorzds eredménye kaphato meg itt.
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k oszlop m oszlop

n sor A AB n sor

k sor B

m oszlop

12.3. dbra. A matrixszorzas egy masik lehetséges lejegyzése

m IJ."\Zl(IIJ

ke sor

g
LLLLLELELL Y

1 sor AR n S0

b oszlop e oszlop

12.4. dbra. Az AB egyetlen elemének kiszamitasa
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Mivel eqy hasonld eljdrdssal ide az A oszlopai és B sorainak szorzatdt tudjuk
beirni, ez éppen a BA mdtrizszorzat lesz! (12.5. dbra)

Ez nemcsak négyzetes mdtrixokra alkalmazhatd, hanem minden olyan A, B
madtrizra, amelyek esetén AB és BA is elvégezhetd. Ekkor ha A mérete n x m,
B mérete mxn, akkor a jobbra lent keletkezd nxn méretd helyre az AB mdtriz,
a balra fent keletkezd m x m méretd helyre a BA mdtrix kerul. (12.6. dbra)

n oszlop n oszlop
n SOr BA B n sor
n sor A AB n sor
n oszlop n oszlop

12.5. dbra. Négyzetes matrixok szorzata

m oszlop n oszlop
m Sor BA B m sor
n sor A AB n sor
m oszlop n oszlop

12.6. abra. ,Ellentétes” méretd matrixok szorzata
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12.2.14. Megjegyzés. Még eqy fontos észrevételt tudunk temni. Ha az tire-
sen maradt négyzet dtlojat gondolatban megrajzoljuk, meghosszabbitjuk, és az
dbrdt tikrozzik, akkor az A helyére BT, B helyére AT lép, és mivel ugyanazok
a szorzatosszegek fognak szerepelni, mint AB-ben (csak éppen mds, ellenté-
tes” pozicidra keriilnek), igy a BT - AT madtrizszorzds sordn éppen (AB)T az
eredmény. (12.7. dbra)

folszn A

qolzzo m

4

108

AT
108 11 /k/ 108
qolszo m

12.7. &dbra. Szorzatmatrix ,transzponaltja”, amelyet a 12.4 dbra tényleges tiik-
rozésével kaptuk

Miel6tt tovabblépnénk, vizsgaljuk meg kozelebbrél, mi torténik a matrix sora-
ival, oszlopaival a matrixszorzas soran.

Ehhez vegyiik el6 ismét azt a linearis egyenletrendszert, amelyen megmutattuk
a matrixszorzas értelmét.

l-z+(—-1)-y=3
l-z+ 1-y=1
2-2+ 1-y=3

Az egyenletrendszer bal oldalat felirhattuk volna masképpen is:

lox+(-1)-y -z (—1)-y 1 —1
lz+1y |=|lz{+| 1y | =]l -2+ | 1]y
2-x+1-y 2-x 1-y 2 1
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Emlékeztetiink, hogy métrixszorzassal ezt igy frtuk le:
1 -1 .
11 { } ,
2 1 Y
vagyis az ; méatrix-szal vald szorzas soran az elsé oszlop x-szeresét és a

mésodik oszlop y-szoroséat adtuk Ossze.

Fogalmazzuk meg altalanosan az imént megfigyelteket: keressiik, hogy az AB
matrixszorzat hogyan hatéarozhaté meg A és B oszlopai segitségével.

Jeloljiik A oszlopait mint vektorokat (egy szoval oszlopvektorait) aj, ag, . . ., ax-
bii

bai
val, és legyen B i-edik oszlopa ’

brs

Ekkor az AB szorzatmatrix i-edik oszlopa tugy all el6, mint az A oszlopvekto-
rainak a B i-edik oszlopaban szerepls skalarokkal vett linedris kombinécioja.

Nem részletezziik, de az AB szorzat i-edik soraban hasonloképpen a B matrix
sorainak az A matrix i-edik soraban allo elemekkel vett linearis kombinacioja
all (gondoljunk a transzponalasra!).

Példa. Ezek alapjan szamitsuk ki a

5 3 -1 100
A=12 9 4 B=101 0
-2 6 0 0 01

esetén az AB és a BA maétrixszorzasok eredményét!

Az elsé esetben a szorzatmatrix elsé oszlopa az A oszlopainak 1, 0, 0 szorzokkal
vett linearis kombinacidja, azaz maga az elsé oszlop; a szorzat mésodik oszlopa
az A oszlopainak 0, 1, 0 szorzokkal vett linearis kombinacidja, azaz maga a
masodik oszlop; a harmadik oszlopa pedig az A oszlopainak 0, 0, 1 szorzokkal
vett linearis kombinécidja, vagyis maga a harmadik oszlop. Eszerint AB = A.

A maésodik esetben hivatkozhatnank a szorzat sorai kiszamitasahoz a sorok li-
nearis kombinécidjara, ehelyett azonban gondolkodjunk egy kicsit. Ha AB = A
a B oszlopai miatt, akkor nyilvan A’ B is egyenls A”-tal.

AT = AT B, mivel pedig BT = B, irhatjuk, hogy ez A" B, ami nem mas, mint
(BA)', tehat AT = (BA)', azaz A = BA is fennall.
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12.2.15. Definicio. Azt a négyzetes madtrizot, amelynek fdédatlojaban 1-esek,
minden mds helyen 0-k dllnak, egységmatrixnak nevezzik. Az (nxn)-es méretd
eqységmatrizot I,-nel szokds jeldlns.

Egyszertien ellenérizhetd:

12.2.16. Allitas Minden A € T™ " esetén Al, = [,A = A.

12.3. Az elemi bazistranszformacio

Azt lattuk, hogy a linearis egyenletrendszer matrixokkal tomorebben leirhato.

A Gauss-eliminéci6 1épéseit a matrixokon is nyomon koévethetjiik. Persze az
ismeretleneket a megoldas soran nem fontos leirni, azok nem valtoznak.

Vizsgéljuk meg, hogy miként lehet leirni egy korabban, a Gauss-eliminaciéval
megoldott lineéris egyenletrendszer megoldasat matrixok segitségével.

=y =3
z+y =1
2v+y =3
felirdsa matrixokkal:
1 -1 3
11 m = |1
2 1 s

Kihagyhatjuk az ismeretlenek matrixat, de persze akkor nem irunk sem mtve-
leti, sem egyenlGségjelet a kifejezésbe.

1 -1 3
1 1 1
2 1 3
Az els6 sort (a Gauss-eliminacioban egyenletet) kivontuk a mésodikbol, a két-

szeresét a harmadikbol:

—1 3

O O =

2
3 -3

A maésodik sort (a Gauss-eliminacioban egyenletet) osztottuk 2-vel:

1 -1 3
0 1 —1
0 3 -3
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A maésodik sort (a Gauss-eliminacioban egyenletet) hozzdadtuk az els6hoz, a
3-szorosat kivontuk a harmadikbol:

10 2
01 -1
0 0 0

Ha most visszairjuk az ismeretlenek matrixat, akkor elvégezve a matrixszorza-
sokat, azt kapjuk, hogy x = 2, y = —1, 0 = 0, tehat ugyanazt, mint korabban.
(Nem meglepd, csak azt mutatja, hogy helyes a lejegyzés.)

Még rovidebben is lejegyezhetjiik, ha nem ragaszkodunk hozzéa, hogy kiilon
irjuk le az egyiitthato és az eredménymatrixot, hiszen pontosan ugyanazokat a
miiveleteket végezziik el rajtuk. Ez akkor méar nem métrix, hanem ,csak” egy
tablazat.

Persze azt fontos tudni (a késébbiekben latni fogjuk, hogy miért), hogy med-
dig tartanak az egyiitthatok, hol kezd6dnek az eredmények. Ezért elvalaszto
vonalat tesziink az Osszevont tablazatban kozéjiik:

1 —-11]3
1 171
2 113
Az eljaras 1épései leirva:
1 —-11]3 1 —1| 3 1 0| 2
1 1|1 = 0 2 |-2 = 0 1|-1 (12.1)
2 1|3 0 3 |-3 0 0] 0

Tulajdonképpen még ezen a leiréson is lehet rovoditeni, de ezt most mar nem
fogjuk megtenni.

A lineéris egyenletrendszer megoldasédnak egy ehhez nagyon hasonlé lejegyzését
(egy masik szemlélet alapjan) elemi bazistranszformdcionak nevezziik.

Feladatok
1. Legyen

1 2 2 5 2]

A=15 -1 0 B=1]1 -1 1

3 1 5 -3 1 0]

2 1]

C:[é f; ﬂ D=|-1 -1

-2 4




Amely métrixokat paronként 6ssze lehet adni, azokat adja Ossze!
Amely métrixokat paronként 6ssze lehet szorozni, azokat szorozza Ossze!
Transzponélja a méatrixokat!

Szorozza meg A-t 5-tel, B-t —2-vel, C-t 4-gyel, D-t 0-val!

. Hatérozza meg azt az X métrixot, amelyre AX = B, ha
2 5 4 —6
S I
. . (11 . . » ) .
. Szédmitsa ki a 10 n-edik hatvanyat tetszéleges természetes n szamra!
. Oldja meg az elemi béazistranszformacié modszerével is a korabbi felada-

tok linearis egyenletrendszereit!

cosa  sina

. Szamitsa ki a { } n-edik hatvanyat tetszéleges természetes

—sina cos«
n szadmral

128



13. Determinans

Az eddig elmondottak alapjan nyilvanvalo, hogy ha eljutunk a linearis egyenlet-
rendszer egy megoldasahoz, akkor minden ismeretlen 6sszeadas, kivonas, szor-
zds, osztas segitségével kifejezhets az egytlitthatoként és eredményként adott
szamokbol.

Keressiink tehat egy altalanos megoldési formulat a linearis egyenletrendsze-
rekre. Annak érdekében, hogy biztositsuk az egyértelmi megoldas létezését,
élink azzal a szigori — de indokolt — megkotéssel, hogy feltételezziik, hogy min-
den egyenlet , fliggetlen” (azaz a bal oldala nem é&llithato el a tobbi egyenlet bal
oldalanak linearis kombinaciojaként), illetve az (immar fliggetlen) egyenletek
szdama egyenlG az ismeretlenek szaméval.

Kétismeretlenes linearis egyenletrendszer esetén:

111 + G12T2 = C1
A21%1 + Q22T = Co

Feltételezve, hogy minden osztés elvégezhetd, az egyenls egyiitthatok modsze-
rével szamolunk:

1102171 + Q12021 T2 = C1A21

11G21%1 + G11022T2 = C2G11

Ebb6l (a12a91 — a11a22)T2 = c1a21 — c2a41, vagyis

C1G21 — C2011

To = .
Q12021 — Q11022

Hasonloan kaphato (mér csak formaélisan is) az x;:

C10922 — C2Q12

I = .
Q12G21 — A11G22
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13.1. 4bra. A 2 x 2-es matrix determinansa

Formalitasrol 1évén szo, megfigyelhets, hogy az x; tgy kaphato az egyiittha-
tokbol, hogy az

21 A22 Co A2

{an am}, illetve a {Cl a12}

elrendezésben az atlos elemeket (ugyanolyan elrendezésben) Gsszeszorozva, az
egyik szorzatbol a mésikat kivonva kapjuk a nevezdét és a szamlalot, mig xo-nél

a két elrendezés
11 Q12 , a;nn G
és .
21 Q22 a21 C2

Vagyis a méatrixokbol egy-egy szamot képeztiink: az atlos elemek szorzatanak
kiilonbsége (13.1 abra).

A matrix f6atloja — mint korabban emlitettiik — az egyenls indexi elemek.
A mésik atlo neve: mellékdtlo. Eszerint a f6atloban szerepls két elem szorza-
tabol kivonjuk a mellékatloban szerepld két elem szorzatat.

Vizsgaljuk meg most a harom egyenletbdl allo, haromismeretlenes esetet.

Az el6z6h6z hasonld modszerrel, de sokkal tobb szamolassal azt kapjuk, hogy a
nevezGben olyan szorzatok szerepelnek, amelyek az a;; egyiitthatokbol képezett
matrix minden sorabél és oszlopabol pontosan egy elemet tartalmaznak; ezeket
pedig valamilyen elGjellel tekintve adjuk Ossze. A szamlaloban szerepl§ kifejezés
is hasonl6, de a matrix, amibdl képeztiik, més.

C1G22G33 + A12023C3 + G13C2G32 — A130A22C3 — A12C2033 — C1A23032

e (11022033 + Q12023031 + A13021032 — A13A22031 — 012021033 — 411023032
By = @11C2033 + A12€3a31 + A13C1G32 — A13C2031 — A12C1A33 — A11C3032

(11022033 + Q12023031 + A13021032 — A13022031 — Q12021033 — (11023032
£3 = (11Q22C3 + A12023C1 + A13A21Co — A13022C1 — A12021C3 — A11023C2

11Q22033 + G12G23031 + A13021032 — Q13022031 — Q12021033 — Q11023032

A matrix elemeibdl allo pozitiv, illetve negativ elGjeld szorzatokat a 13.2. ab-
ra szemlélteti. Ezt, a csak a 3 x 3-as determinéns kiszamitasara vonatkozo
Osszefiiggést Sarrus-szabalynak nevezziik.
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aii_ ai 13 ari.. a12  A13

- -

a1 U22 _U23 a1 Q23 423

=

aszr— a3y u33 azi  ass "as3

13.2. abra. A 3x3-as matrixbol képezett pozitiv elgjellel vett (folytonos vonallal
Osszekotott) és negativ eljellel vett (szaggatott vonallal 6sszekotott) szorzatok

Vegyiik észre, hogy mig a (2 x 2)-es méatrixokhoz rendelt érték 2 szorzat kiilonb-
sége, a (3 x 3)-as matrix esetében ez mar 3-3 szorzat Osszegének kiilonbsége.

Ha tovabbmegyiink, a (4 x 4)-es méatrix esetében azonban nem 4-4, hanem maér
12-12 szorzat Osszegének kiilonbségét kellene kiszamitanunk.

Ezt konkrétan mar fel sem fogjuk frni. Altalanosan azonban érdemes megfo-
galmazni az eredményeinket.

13.1. A determinans fogalma

Foglaljuk 6ssze a céljainkat és eddigi eredményeinket.

A linearis egyenletrendszer megoldasakor felirtuk az egyenletrendszer métri-
xat. Feltételeztiik, hogy olyan egyenletek szerepelnek az egyenletrendszerben,
amelyek , fliggetlenek”, és ugyanannyi egyenlet van, mint ismeretlen.

Ezzel egyrészt garantaljuk, hogy van megoldas (fiiggetlenek az egyenletek),
masrészt garantaljuk, hogy a megoldas egyértelmi (ugyanannyi a fiiggetlen
egyenlet, mint az ismeretlen).

Az ilyen egyenletrendszert szokas requldrisnak (regularis jelentése szabélyos)
nevezni.

Az n-ismeretlenes egyenletrendszer megoldasakor megprobaltuk az egyiittha-
tok és az eredmények ismeretében kifejezni a megoldast. n = 2 és 3 esetére
azt vettiik észre, hogy ugyanolyan szabalyszertiség alapjan hatarozhatjuk meg
a megoldasban szerepl ismeretlenek nevezgjét és szamlalojat (csak mas mat-
rixbol), és a megoldasban minden x;-re ugyanaz a nevezé adodott.

Minden négyzetes matrixhoz hozzarendeliink egy szamot, ezt a matrix deter-
mindnsdnak fogjuk nevezni. Ezzel akarjuk megadni a linearis egyenletrendszer
megoldasat.
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Jelolés: az

air ... Qin
A=
apl1 .. Qpp
matrix determinansat
ayy ... QAip
Al =
Ap1 .. Qpp

vagy det(A) jeloli. A determinéns sz6 jelentése: meghatarozo.

13.1.1. Definicio. Az A € T™" négyzetes mdtrizhoz az aldbbi eljdrds szerint
hozzdrendelt szamot a mdtriz determinansanak nevezzik.

1. Minden lehetséges modon kivdlasztunk minden sorbol és oszlopbol egyetlen
szamot, €s ezeket dsszeszorozzuk. Az ilyen kivdlasztdsok szdma n!, hiszen
az elsd oszlopbol n-féle, ehhez a mdsodikbdl (n — 1)-féle, a harmadikbdl
(n — 2)-féle sth. az (n — 1)-edikbdl 2-féle, az n-edikbdl 1-féle lehetséges
maodon vdlaszthatjuk ki a szorzat tényezdjét.

2. A szorzatokat megfeleld eldjellel latjuk el. Ennek lényege: sorbarendezziik

a tényezdket gy, hogy az elsd indexeik 1, 2, ..., n sorrendben legyenek,
a masodik indezeiket jelolje iy, is, ..., i, (ezek az 1, 2, ..., n szdmok
valamilyen sorrendben): ay;, - Ggiy = - ..+ Qn—1)in_, * Cniy -

3. A szorzat eldjelét gy szamitjuk ki, hogy dsszeszdmoljuk, hdnyszor fordul
eld a szorzatban eldfordulo kiy és li; indexpdrokra, hogy bar k < 1, mégis
ik > 1;; ha ez pdros sokszor fordul eld, akkor pozitiv eldjelet kap a szorzat,
ha pedig pdratlan, akkor negativ eldjelet.

13.1.2. Megjegyzés. Egyeldre semmi garancidnk nincs arra, hogy az egyen-
letrendszer megolddsdt (nevéhez méltéan) meghatdrozza a determindns, sét, ar-
ra sincs garancidnk, hogy a requldris egyenletrendszer determindnsa nem 0,
vagyis nem kerilhet nulla a nevezdbe. Ezt a késobbiekben latjuk be.

Foglalkozzunk egyel6re a determinans kiszamitasaval.

13.1.3. Megjegyzés. Bar a determindns kiszamitdsaban az elsd lépésben nagy
n esetében rengeteq szorzatot kell felirnunk, mégis az utolso lépést tudjuk legke-
vésbé elképzelni. Ezt szeretnénk kicsit szemléletesebbé tenni.

Ha példaul eqy 6 x 6-0s mdtrizban a kivdlasztott szorzat az a10094033046055061 -
Keresstik meg, milyen eldjel jarul hozza.
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Az indexpdrok: 12, 24, 33, 46, 55, 61. (Az elsd indexeket mdr nagysdg szerint
névekvd sorrendbe dllitottuk.)

Elég csak azt 6sszeszdmolni, hogy mikor van eldjelvdltds, vagyis hogy hdny-
szor fordul eld, hogy az indexpdr mdsodik eleme nagyobb, mint eqy 6t megeldzd
indexpdr masodik eleme.

Képzelyiik vigy ezeket a szampdrokat mint eqy verseny résztvevdinek induldsi és
érkezési sorszamdt. Az eldjel kiszamitdsdhoz dsszeszamoljuk, hogy hdny sor-
rendcserével (eldzéssel) dllt eld ez a helyzet.

Ugy is mondhatjuk, hogy megszimoljuk minden eqyes versenyzénél, hogy hdny
mdsik versenyzot eldzott meg.

Példdul a 24 és a 33 indexpdrndl sorrendcsere van, mert bar 2 < 3, mégis 4 > 3.

régi sorrend j sorrend

1 2
2 4
3 3
4 6
5 3
6 1

A 6 nem kerilt senki elé. (Legeldl volt, nem is tudott volna ki elé kertilni.)
Az 5 a 6-0s (és csak a 6-0s) elé kerilt. Ez 1 eldzés.

A J nem kerilt senki elé. (Nem utasitott senkit maga mdgé az eldtte dllok
koziil.)

A 3 a j-es (és csak a 4-es) elé kerilt. Ez 1 eldzés.
A 2 nem kerilt senki elé. (Leghdtul végzett.)

Az 1 elé keriilt mind az 5-nek: az eldtte lévdk kozil most mogotte van a 2, a 4,
a8, a6, azb. Ez b eldzés.

Osszesen 1 + 145 = 7 elézés tortént, ami paratlan, vagyis a szorzat negativ
eldjelet kap.

Altaldban, ha az aktudlis szorzat, amelynek az eldjelét keressiik:

(141 A245 « + + Qpgyy

akkor wvizsgdljuk az indexeket.

Ezeket az elemeket rendre az 1., 2., ..., n-edik sorbol vdlasztottuk.
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Az eldjel kiszamitdsahoz dsszeszamoljuk, hogy hdny eldzés tortént. (Egyébként
persze nem tudjuk, hogy a verseny kozben mi tortént, csak a végeredmény alap-
jan nyilatkozhatunk).

Ugy is mondhatjuk, hogy megszdmoljuk minden egyes versenyzénél, hogy hd-
nyan elézték meg.

n
Ehhez az dsszeszamoldshoz eqy n-tényezds szorzat esetén (2> osszehasonlitdst

kell végezniink.

Az 1,2,...,n indexek 11,19, ...,1, sorrendjét permutacidonak nevezzik, a sor-
rendcserék szamat a permutacié inverzidé szaméanak nevezziik. Egy konkrét
permutécié inverzidoszamanak megéllapitasat a

www.cs.elte.hu/"kfried/algebra2/inverzioszam.html

animacio szemlélteti. Itt megszamoljuk, hogy hény sorrendcserével allithato
vissza az eredeti sorrend.

13.2. A determinans néhany fontos tulajdonsaga

A determinans definicié szerinti kiszamitasa rettenetesen id6- és miveletigé-
nyes.

Most néhany, a determinénsokra vonatkozé tulajdonsigot bizonyitunk be, hogy
egyszertibbé tegyiik ezt a szamolast.

Szogezzik le, hogy csak négyzetes matrixnak van determinansa.

13.2.1. Allitas Az A mdtriz és AT transzpondltjinak determindnsa eqyenld.

Bizonyitas. Mivel a determinans kiszamitasahoz minden sorbél és oszlopbol
valasztunk egy-egy elemet, ezeket O0sszeszorozzuk, elGjelezziik és Gsszeadjuk, a
méatrix determinansaban szerepld tetszéleges szorzat elfordul a transzponalt
szorzatai kozott. A kérdés csak az, hogy ugyanaz lesz-e az elGjele.

Mely esetekben van ,elGjelvaltas” egy tetszéleges szorzatban?
A szorzat elGjelet valt, ha két tényezd (a;; és ay,) esetén, i < u mellett j > v.

Vizsgéljuk a transzpondlt matrixban az a;; és a,, elemeknek a szorzatban el-
foglalt helyét. Az a;; a ji, az a,, a vu indexi helyen lesz. Most a sorindex j és
v, ahol j > v. Ezzel szemben ¢ < u, ez pedig azt jelenti, hogy a transzponéalt
matrixban is elGjelvaltas kovetkezik be.
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Ha pedig nincs elGjelvaltas, mert ¢ < u és j < v, akkor a transzponalt méatrix-
ban v > j mellett u > i, tehat ott sincs elGjelvaltas.

Vagyis a két szorzatban ugyanazon elemparok esetén lesz elGjelvaltés, ezért
ugyanannyi az elGjelvaltas a megfelel§ szorzatokban, vagyis barmely két meg-
felels szorzat elGjele ugyanaz. [

Innentdl kezdve minden allitast oszlopokra mondunk ki, a sorokra vonatkozo
allitas a transzponalt méatrix oszlopaira irhaté fel.

13.2.2. Allitas Egy mdtriz két oszlopdt felcserélve a determindnsa eldjelet
vdlt:

Bizonyitas. A szorzatok nyilvan ugyanazok maradnak, csak az a kérdés, hogy
egy-egy szorzat elGjele valtozik-e.

Ha két szomszédos oszlopot cseréliink fel, példaul a k és a (k + 1)-ediket, akkor
minden szorzatban van egy ay;, és apy1,,, alaki tényezd, amelyek oszlopin-
dexe az oszlopcsere miatt felcserélédik.

Ezek a tényezsk felcserélés utan ugyanannyi elemet eléznek meg (s6t, pontosan
ugyanazokat) a tobbi tényezs kozil, mint a felcserélésiik el6tt, azonban a két
tényezd kozott a megel6zés sorrendje megvaltozik. Ha az ag,;, -t megelézte a
maésik, akkor most nem fogja megelézni (hiszen elé keriil sorrendben, eggyel
csokken az utana szereplé megel6z8k szama), ha pedig nem el6zte meg, akkor
a csere utan elé keriil. Példaul k < k+1 mellett i < i1 esetén most ixyq > i
sorrendben fognak szerepelni az oszlopcsere miatt.

Ha viszont két nem szomszédos oszlopot akarunk cserélni, mondjuk az i-ediket
és a j-ediket (0 < i < j), akkor az i-edik oszlopot szomszédos oszlopcserékkel
(j—i—1) lépésben elvissziik a (j—1)-edik oszlophelyre, felcseréljiik a (j—1)-edik
és a j-edik oszlopot, majd ismét j — i — 1 1épésben visszavissziik a (j — 1)-edik
oszlopot az i-edikre. Osszesen 2(j — i — 1) + 1, azaz paratlan oszlopcserét
végeztiink. Az elGjel ekozben paratlan sokszor valtozott, tehat 6sszességében
(—1)-szeresére valtozik a szorzat.

Ez pedig minden szorzatra teljesiil, vagyis a determinéns az eredeti matrix
determinansanak (—1)-szerese lesz. [J

13.2.3. Allitas Ha egy mdtriz eqy oszlopdban csupa O szerepel, akkor a deter-
mindns s 0.

Bizonyitas. Ez abbdl kévetkezik, hogy minden szorzat minden oszlopbol tar-
talmaz egy tényezGt, vagyis minden szorzatban lesz egy elem a csupa 0 oszlop-
bol, igy minden szorzat 0 lesz. [
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13.2.4. Allitas Ha a mdtriz két oszlopa egyenld, akkor a determindnsa 0.

Bizonyitas. Ha a két oszlopot folcserélem, akkor a determinans elGjele az
ellenkezGjére valtozik, de mivel a matrix maga nem valtozik, a determinans
ugyanaz, mint az ellentettje, tehat 0. [

13.2.5. Allitas Ha egy mdtriz valamelyik oszlopdnak minden elemét eqy u
szammal szorozzuk, az igy kapott mdtrixz determindnsa u-szorosa lesz az ere-
deti mdtriz determindnsdnak.

Bizonyitas. Az 0j méatrix determinansdban minden szorzatban lesz egy ténye-
736, amely egy, az eredeti determinansban szereplé szorzat u-szorosara valtozik.
gy az 6sszes szorzat u-szorosara valtozik, vagyis az 6sszeg, azaz a determinans
is u-szoros lesz. [J

13.2.6. Kovetkezmény. Ha eqgy matrixz valamelyik oszlopa eqy mdsik oszlopd-
nak szdmszorosa, akkor a mdtrix determindnsa 0.

Bizonyitas. Ha ebben a B méatrixban az i-edik oszlop u-szorosa a j-edik osz-
lop, akkor onnan kiemelhetjiik az u-t, és azt kapjuk, hogy |B| = w|B’| (ahol
a B’ a kapott matrix), de B’ két oszlopa egyenld, tehat |B'| = 0, azaz B
determinansa is 0. [J

13.2.7. Allitas Ha az A és B mdtriz csak egyetlen oszlopdban tér el, akkor
annak a C' mdtriznek a determindnsa, amelyben az eltérd elemek oszlopaban
cij = @i + b, a tobbiben pedig cj = ax; = byj, az A és B determindnsdnak az
0sszege.

Bizonyitas. Az A és B determinansdban szerepld egymésnak megfeleld
(ugyanazon helyrdl vett) szorzatok tényezdi egyetlen tényezében kiilonboznek.
Ezeket Osszevonva a kozos tényezdk kiemelhetdk, illetve a megmaradd ténye-
76 a két kiilonbozé elem Osszege. A C' métrixnak a determinansaban viszont
éppen a szorzat szerepel.

Mivel ez a felbontési tulajdonsag minden szorzatra teljesiil, igy az Osszegre is
teljesiil. [

Példa. Nézziik meg ezt egy példan. Az egyszeriiség kedvéért (2 x 2)-es mat-
rixokat vesziink.
‘1 2‘ ’1 5 17

3 10

5 altls 6':(—2)+(—9>:_11 ‘

—-u
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Az itt szerepld szorzatok (1-4—3-2)+ (1-6 —3-5), az egyes kivalasztasnak
megfelelGen rendezve: (1-4+1-6) — (3-2+3-5), kiemelve a kézos tényezst:
1-(4+6)—3-(2+5), ami éppen az ,egyesitett” matrix determinansa.

13.2.8. Allitas Egy mdtriz k-adik oszlopdhoz hozzdadva az i-edik oszlop szdm-
szorosdt, a determindns nem vdltozik.

Bizonyitas. Mivel az A matrixban csak a k-adik oszlop véltozott, mégpedig
ugy, hogy hozzaadodott az i-edik valahdnyszorosa, ezért a kapott (A") matrix
determinansa felbomlik két olyan matrix determinansara, amelyek egyike maga
az A, a méasikban pedig az A matrix i-edik soranak szdmszorosa szerepel a k-
adik oszlopban. (13.2.7. &llitds miatt)

Ezek determinansa |A|, illetve 0 (a 13.2.6. allitas miatt), vagyis |A'| = |A|.

Példa. Egy példan, a legaprobb lépésekre lebontva szemléltetjiik ezt is. Egy-
részt:

[ Y —
W N

3
5:
8

(1-3-8)4+(2-5-1)+(3-1-4)—[(1-5-4)+(12-1-8)4+(3-3-1)] =
24+10+12-20—-16—-9 = 1.

Maésrészt (felbontjuk a méatrixot a mésodik oszlopaban tgy, hogy a masodik
oszlopbol levalasztjuk az elsé kétszeresét)

1 1
1 =1 +0,
1 1

= N
co Ot W
N = O
co Ot W
DN DN DO
co ot W

1
=1
1

N = O
o Ot W

1
+ |1
1

hiszen két oszlopa egymés szamszorosa. De a megmaradt matrixot tovabb is
bonthatjuk (a harmadik oszlopaban tgy, hogy levalasztjuk rola az els§ oszlop
haromszoroséat):

+0.

— = =

= W N

oo Ot W
I

1
=11
1

N = O

1
=11
1

o Ot W
N = O
Tt O
N = O

1
=1
1

W W W
N = O
ot N O

1
+ 1
1

Itt akar meg is allhatnank, és kiszamithatnank a megmaradt determinanst
(egyébként valoban 1), de ha méar lud, legyen kovér! Végezziik el sorokra is a
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lehetséges szétbontasokat (a mésodik sort szétbontjuk tgy, hogy az els6 sort
levalasztjuk rola):

1 2 3 1 00 1 00 1 00
1 3 5/=...=]0 1 2/+|1 0 0|=1]0 1 2(+40,
1 4 8 1 25 1 25 1 25

s6t, a megmaradt matrix harmadik sorét is szétbontjuk:
1 2 3 1 00 1 00 1 00
1 3 5/=...=|101 2/+10 1 2[=101 2{+0
1 4 8 0 2 5 1 00 0 2 5

Az eljarast tovabb folytathatjuk a mésodik oszlop 2-szeresének a harmadikbol
valo levalasztasaval.

1 2 3 1 00 1 00 1 00 100
1 3 53=...=101 2[=|01 0/+0 1 2{=]0 1 0[40,
1 4 8 0 2 5 0 21 0 2 4 0 21

most pedig a harmadik sort bontjuk ketté tigy, hogy a méasodik sor kétszeresét
levélasztjuk:

1 2 3 100 1 00 1 00 1 00
1 3 5=...=/0 1 0f=10 1 O|+1]0 1 Oj=1(0 1 O +0.
1 4 8 0 21 0 01 020 0 01

Ennél szebb eredményben nem is reménykedhettiink volna, hiszen az utolja-
ra maradt matrix determinansanak kiszamitasahoz egyetlen szorzast kell csak
elvégezniink. (Csak egy olyan szorzatot lehet kivalasztani, amelyben nem sze-
repel nulla.) A matrix determinansa 1.

Az imént kovetett determinans kiszamitasi moddal kapcesolatban tjabb nagyon
fontos észrevételeket kell tenniink.

13.2.9. Allitas Ha egy mdtriz fédtldja felett és/vagy alatt csupa nulla dll, ak-
kor a mdtrixz determindnsa a fodtloban dllo elemek szorzata.

Bizonyitas. Barmelyik esetet vizsgaljuk is, az egyetlen lehetséges mod, hogy
olyan szorzatot véalasszunk ki, hogy elkeriiljiik a biztosan nullaval egyenls ele-
meket, csak a féatloban szerepld elemeket valaszthatjuk. Fzek indexpérjai 11,
22, ..., nn, vagyis nem tortént sorrendcsere, igy a szorzat elGjelén nem valtoz-
tatunk. [

138



13.2.10. Definici6. Azt a mdtrizot, amelynek a fédatlojan kivil minden eleme
nulla, diagonalis matrixnak nevezziik.

Azt a mdtrizot, amelynek a fédtloja folétt minden elem nulla, alsd6 hdromszog-
matrixnak nevezzik.

Azt a mdtrizot, amelynek a féatldja alatt minden elem nulla, fels6 haromszog-
matrixnak nevezzik.

13.2.11. Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy a 13.2 példiban a sorokra végzett
sorszétbontasok emlékeztetnek arra, ahogyan a linedris egyenletrendszer egyes
sorainak szamszorosait kivontuk mds sorokbol. Ha éppen ugyanazokat a lépése-
ket végezziik el a determindns kiszamitdsahoz, mint az egyenletrendszer megol-
ddasakor, akkor éppen arra az eredményre jutunk: az egyenletrendszer bal olda-
lan csak eqy-eqy ismeretlen szerepel; a mdtrixban minden sorban és oszlopban
csak egyetlen elem kilonbozhet a nulldtol. (A tobbit lenulldztuk.)

Erzékelhets a parhuzam a lineéris egyenletrendszer megoldasa és a determinéns
kiszamitasa kozott. Nézziik meg egy példan.

Példa. Az egyszeriiség kedvéért az el6bb latott matrix legyen a linearis egyen-
letrendszer matrixa:

1 2 3] [ 2
1 3 5| |aa] =10
1 4 8] |3 1

Az egyenletrendszer megoldédsa a matrix sorainak alakitasaval a Gauss-
eliminéciénak megfelelGen: kivonjuk az elsé sort a masodikbol és a harmadikbol
(kiejtjiik x;-et):

12 3] [ 2
01 2| |2n]| = |2
0 2 5| |3 —3

Kivonjuk a méasodik sor kétszeresét az elsé és ugyancsak kétszeresét a harmadik
sorbol (kiejtjiik xo-t):

1 0 -1 Ty 6
01 2 To| = | =2
0 0 1 T3 1

Kivonjuk a harmadik sor (—1)-szeresét az elsébdl, 2-szeresét a méasodikbol
(kiejtjik xs-at):

1 00 I 7
0 1 0] |zo| =|—4
0 0 1] |3 1
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Végeredményben (ha elvégezziik a matrxiszorzast) azt kapjuk, hogy

T 7
To| = —4
T3 1
Eszerint z; = 7, 29 = —4, x3 = 1. Ellenérizve az eredményt latjuk, hogy ez

valoban megoldés.

A determinans kiszamitasakor is elvégezhettiik volna ugyanezeket a lépéseket:

0 1
1 2|=]0
0 0

O = O
_— o O
I
—_

1
1
1

=~ N

3 1
o9 =10
8 0

13.2.12. Allitas Egy mdtriz determindnsdt a 13.2 példdban leirt mddon és
sorcserékkel haromszogmdtriz — vagy végsd soron diagondlis — alakra lehet hoz-
ni.

Bizonyitas. A maétrix soraira alkalmazzuk a Gauss-eliminédcioban leirt 1épé-
seket. Ha elakadunk — mert a soron kovetkezé egytitthaté nulla —, akkor el-
végezziik a sziikséges sor- vagy oszlopcserét, ami utan a determinéns elGjelet
valt.

Ellentmondasra nem juthatunk, mert nincs olyan, hogy ,,jobb oldal”, vagyis
nincs eredmény.

Ha a k-adik lépés utéan ,elfogy” a sor, vagyis az utols6 n — k sor mér csupa
nulla, azaz igy néz ki a matrix:

by 0 0 ... 0 bigyr ... bin
0 b22 0 e 0 bg7k+1 ce bgn
0 0 0 ... bk beksr - bin|
o 0 0 ... 0 0 ... 0
o 0 0 ... 0 0 ... 0

akkor a (k + 1)-ediktd] az n-edikig megmaradé oszlopokban szerepld elemeket
oszloptranszformacioval eliminéljuk.

Ekkor a determinans nulla. O
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13.2.13. Definici6. Azt a mdveletet, amelynek sordn eqy oszlophoz hozzdad-
Juk egy madsik oszlop szdmszorosdt (skaldrszorosdt), oszloptranszformacionak
nevezziik. Azt a miveletet, amelynek sordn eqy sorhoz hozzdadjuk eqy mdsik
sor szamszorosdt (skaldrszorosdt), sortranszformacionak nevezzik.

13.2.14. Megjegyzés. Ismét szoros kapcsolatot fedeztink fel a Gauss-
elimindcio és a determindns ily modon torténd kiszamitdsa kozott. Nevezetesen
azt, hogy a Gauss-elimindcioval pontosan akkor tudunk végigmenni az eqyenlet-
rendszeren, amikor a determindns kiszamitdsakor a redukdldst az utolso sorig
tudjuk folytatni.

Ezzel a definicioban megadott bonyolult szamitasi eljaras mellett olyan mod-
szert alkottunk, amelynek segitségével kiszamithato egy négyzetes matrix de-
terminansa. Raadasul a szamitas 6sszhangban van a lineéris egyenletrendszer
megoldasara adott algoritmussal.

Tovabbi kapcsolatot fogunk még keresni a késébbiekben.

13.3. A determinans kifejtése

Vizsgaljuk most meg, hogy mely szorzatok tartalmazzak tényezéként az aq;-et.

Ezek azok a szorzatok, amelyekben minden, az els6tél kiilonb6z8 oszlop min-
den, az els6tdl kiilonbozd elemébdl valasztunk egyet, és azt a megfeleld elGjellel
ellatjuk.

Amikor kiemeljik az a;; elemet bel6liikk, a megmaradd Osszeg az asg €S apny,
elemek kozé zart matrix determinansat adjak. Ezt az aq,-hez tartoz6 aldeter-
mindnsnak nevezzik, és igy jeloljik: Ajy.

Az asr-et tartalmazé elemek hasonléan, az els6 oszlop kivételével és a méasodik
sor kivételével minden oszlop minden sorabdl tartalmaznak egy-egy tényezét,
de ezek mindegyikét (—1)-gyel kell szorozzuk, hiszen minden tényezében az
as-et pontosan 1 elem el6zi meg (az a;1). Az a — elGjellel vett determinanst,
amelyet az els6 oszlop és mésodik sor elhagyasaval kapott matrixbol szamitunk,
az ao elemhez tartozd aldetermindns, és igy jeliiljiik: Aoq.

Az asi-et elhagyva hasonlét mondhatunk, de az elGjel itt pozitiv, hiszen az
azi-et két tényezd el6zi meg: az egyik az elsd sorbol, a méasik a méasodik sor-
bol vett. Az azy aldetermindnsa (As;) a megmaradd matrix + el6jellel vett
determinansa.

141



Es igy tovabb. Igy olyan Osszeget kapunk, amelyben az elsé oszlop elemeit
szorozzuk a hozzajuk tartozo aldeterminanssal. Ezt nevezziik a determinans
els6 oszlop szerinti kifejtésének.

13.3.1. Definici6. A determindns els6 oszlopa szerinti kifejtésnek az a1 A1+
a91A21 + ... + a1 An dsszeget nevezziik.

Ezek utén nyilvanvalo:

13.3.2. Allitas Minden négyzetes mdtriz kifejthetd az elsé oszlopa szerint.

13.3.3. K6vetkezmény. A determindns tetszdleges oszlopa, sét, tetszdleges
sora szerint kifejthetd.

Bizonyitas. Amennyiben masik (példaul a k-adik) oszlop szerint akarjuk ki-
fejteni a determinéanst, akkor az oszlopot (minden korabbival felcserélve) (k—1)
oszlopcserélgetéssel az els6 helyre vissziik, és a determinanst kifejtjiik az els§
oszlop szerint. Természetesen ilyenkor (k — 1) eljelvaltas torténik.

Ha példaul a mésodik oszlop szerint fejtiink ki, akkor az els§ elem aldetermi-
nansa + helyett — lesz, a kovetkez6 — helyett + stb. Ha a harmadik oszlopot
valasztjuk, akkor az elGjelek ugyanazok maradnak, mint az els6 esetben voltak.

Felrajzolhatjuk az elGjeleket: (13.3 abra)

+ - + - + ]

L8 G % T = =k

13.3. abra. Az aldeterminénsok elGjelezése

A elGjelek szerinti mintédzata miatt ezt sakktdblaszabdlynak nevezik. Fontos
latni, hogy az ij indext elemhez tartozo eljel (—1)"*7.

Ha viszont valamelyik sor szerint akarjuk kifejteni a determinénst, akkor transz-
ponéljuk a métrixot — tudjuk, hogy ennek a determinansa ugyanannyi. [
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13.4. A matrixmiiveletek és a determinans kap-
csolata

Erdekes kérdés, hogy hogyan valtozik egy matrix determinansa, ha transzpo-
naljuk, megszorozzuk egy skalérral, vagy van-e Osszefiiggés matrixok Ossze-
ge/szorzata determinansa és az operandus matrixok determinansai kozott.

Ebben a részben ezekre a kérdésekre keressiik a valaszt.

Nyilvanvalo, hogy matrix adott skalarszorosanak determindnsa nem a deter-
minans ugyanazon skalarszorosa, hiszen korabban lattuk, hogy ha egy matrix
egyik oszlopat megszorozzuk egy u szammal, akkor u-szorosara valtozik a de-
terminans. (Természetesen az u = 0 eset teljesen érdektelen.)

Ez viszont egyszersmind azt is jelenti, hogy ha a matrixot szorozzuk wu-val,
akkor a determinénsa u"-szeresére valtozik, hiszen ekkor n oszlopot szoroztunk
u-val.

Azt is tudjuk, hogy nem lehet, hogy A + B determinansa a tagok determinan-
sanak Osszege legeyn, hiszen egy eglsz masféle Osszefiiggést mondtunk ki: ha
két matrixnak csak az i-edik oszlopa tér el egymastol, a tobbi ugyanaz, ak-
kor az a matrix, amelynek ¢-edik oszlopa a két i-edik oszlop Osszege, a tobbi
pedig ugyanaz, mint a két matrix ugyanazon oszlopai, akkor a kapott méatrix
determinansa az eredeti matrixok determinansainak Osszege.

Ha most A, B € T**? és az oszlopaikat a;, a,, valamint by, by jeldli, akkor az
Osszegiik [al +b; as+ bg].

Ezt kellene olyan matrixokra felbontani, amelyek csak egy-egy oszlopban térnek
el egyméastol, és amelyek determinansa A és B determinansabol kiszamithato.
Magéatol értet6ds lenne a kdvetkezd felbontas:

det([a; + by as+bo]) = det([a; as + by]) +det([b; as + by]) =
= det([a1 ag]) + det([a1 bg]) + det([b1 bg]) + det([b1 ag]).

Itt csak két determinanst ismeriink.

Az viszont latszik, hogy két matrix Osszegének determinansa nem feltétlentil
egyenld a tagok determinadnsanak Osszegével — és ez elég tanulsaggal szolgél
szamunkra.

Azt méar kordbban megéllapitottuk, hogy matrix és transzponéltja determinén-
sa egyenld.

Mit lehet mondani matrixok szorzatdnak determinansarol?
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Vizsgéljuk meg egy konkrét szorzat esetében! Legyen

3 -1
2 1
-1 1

3
A=114
-1

[\CRNan i \V]

1
1 B =
1

SN =

Kiszamithatjuk (hasznélja a méatrixszorzé programot, 187), hogy

7 12 0 16 0 3
AB= 1|4 11 -3 BA=1]13 6 5
3 0 4 -5 2 0

Ezek determinansa (hasznélja a determinans kiszamitasara a mellékelt progra-
mot, 187):

det(A) = =8, det(B) = —1, det(AB) = det(BA) = 8.

Ugy ttinik, hogy a szorzat determinansa a tényez6k determinansanak szorzata.
Kérdés, hogy altaldban is igaz-e ez, vagy csak most, kivételesen volt ilyen
szerencsénk.

13.4.1. Tétel (determinansok szorzastétele) A, B € T"*" esetén

det(AB) = det(BA) = det(A) det(B) = det(B) det(A).

Bizonyitas. A nyilvanval6 atalakitassal kaphato azonossagoktol eltekintiink,
és csak annyit bizonyitunk, hogy det(AB) = det(A) det(B).

A bizonyitas (2x2)-es matrixokra kicsit maceras, de még ellenérizhetd, azonban
nagyobb métrixokra nagyon nehéz. Ennek ellenére tobbféle modszer is van ra.

Mi most egy ad-hoc bizonyitast mutatunk [4], amely jol nyomonkovethets, de
nem magatol értet6dd. Készitsiink el egy (2n x 2n)-es matrixot, amelynek a
bal felsé (n x n)-es négyzetébe az A, a jobb also (n x n)-es négyzetébe a B
matrixot irjuk, a bal als6 négyzetébe csupa nullat, a jobb felsébe pedig az I,
ellentettjét irjuk (13.4 dbra).

Elgszor szamitsuk ki ennek a matrixnak a determinansat a definicié szerint.

Ha nem akarunk biztosan nulla tényez6t belevenni a szorzatba, akkor az elsé n
oszlopbdl csak az A matrix elemeit valogatjuk ki, mégpedig ezek szerint minden
oszlopbdl (ennek megfeleléen minden sorbol) egyet-egyet. Ekkor azonban az el-
s6 n sorbol tobb elemet méar nem valaszthatunk, mert innen mar véalasztottunk
tényez6t, hanem csak a B matrix elemei koziil valaszthatunk, innen viszont
minden lehetséges médon minden sorbol (és akkor oszlopbdl is) egyet-egyet.
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13.4. abra.

Ez azt jelenti, hogy az A determinansban szereplé minden szorzatot a B teljes
determinansaval megszorozzuk, és ezt minden, az A determinénsénak felira-
saban szereplé Osszeadandoval megtessziik. Ha ezek mindegyikébdl kiemeljiik
det B-t, akkor Osszességében (det A) - (det B)-t kapjuk.

Most szamitsuk ki oszloptranszformaciok segitségével a determinanst.

Az els6 oszlophoz adjuk hozza az (n + 1)-edik oszlop aj;-szeresét, az (n + 2)-
edik oszlop agi-szeresét az (n + 3)-adik oszlop ag;-szeresét stb., az (n 4 n)-edik
oszlop a,,1-szeresét.

Ezzel az A matrix elsé oszlopa csupa nulla lesz, mig a bal als6 sarokban 1évé
(eredendGen csupa nulla) matrix els§ oszlopa a B oszlopainak A els§ oszlopé-
ban szerepld elemeivel vett linearis kombinacidja. Ez nem més, mint az AB
szorzatmatrix elsd oszlopa.

Folytassuk a masodik oszloppal: adjuk hozza az (n+1)-edik oszlop aja-szeresét,
az (n 4 2)-edik oszlop age-szeresét, az (n + 3)-adik oszlop ass-szeresét stb., az
(n + n)-edik oszlop a,a-szeresét.

Igy az A matrix helyén a masodik oszlopot is lenullaztuk, mig a csupa nulla
matrixrész mésodik oszlopaba az AB szorzat masodik oszlopa keriilt.

Folytassuk mindezt az utolsé oszlopig, mig végil az A helyén a csupa nul-
la méatrix lesz, az eredetileg csupa nulla helyen pedig az AB maétrixszorzat
(13.5 &bra).

Az atalakitasok soran a determinins nem valtozott.
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AB | B

13.5. 4bra.

Végezziink el még egy apro atalakitast! Szorozzuk (—1)-gyel mind az elsd
n sort, igy a determindns (—1)"-szeresére valtozik, de aztan végezziink el n
darab sorcserét is — ez ismét (—1)"-szeresére valtoztatja a determinénst, vagyis
Osszességében (—1)*" = 1-szeresére valtozik —, ahol az n darab sorcsere legyen
az 1. és (n+1)-edik, a 2. és az (n+ 2)-edik stb., a k-adik és (n+ k)-adik sorok
cseréje (13.6 abra).

AB | B

13.6. abra.

Igy ennek a matrixnak még mindig ugyanannyi a determinansa, mint kiindu-
laskor volt. Szamitsuk ki most ennek a métrixnak a determinansat.

A formai hasnlosag miatt konnyt latni, hogy az el6zéekhez hasonléan most is a
bal f6ls6 és a jobb also részben 1évS (n x n)-es matrixok determinéansai szorzata
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a nagy matrix determinansa, azaz det(AB) - det([,,), vagyis mivel det([,) = 1,
ez det(AB). Ezzel belattuk, hogy det(A) det(B) = det(AB). O

13.5. A linearis egyenletrendszerek megoldasa de-
terminanssal

Abbdl indultunk ki, hogy a linearis egyenletrendszerek megoldaséat az egytitt-
hatok és az eredmények fiiggvényében akartuk felirni. Végiil a determinansokig
jutottunk. Most megkereshetjiik, hogy milyen kapcsolat van a linearis egyen-
letrendszer megoldasa és a determinans kozott.

Erre Gabriel Cramer (1704-1752) svéajci matematikus, fizikus adott valaszt

13.5.1. Tétel (Cramer-szabaly) Az

a11Z1+. . .ta,T, =1

a1 T1+. . .+a9,T, =Co

Ap1T1+- . A+ AppTy =Cp

alaki egyenletrendszernek akkor és csak akkor létezik egyértelmii megolddsa, ha
az eqyitthatokbol képezett A mdtrixz determindnsa nem 0.

Ekkor a megolddsok az aldbbi modon kaphatok:

a1 ... QA1i-1 €1 Q1441 ... Qin

a1 ... A24-1 C2 A2441 ... Q2p

Ap1 -+. Qpi—1 Cn QApit1 ... Gpp
xTr; =

a1 ... G1i—1 @13 A1i41 ... Qip

Qg1 ... G24-1 Q2 A2441 ... 0Q2pn

Ap1 -+. Qpi-1 Gpi QApiy1l -.- Qpp

13.5.2. Megjegyzés. Amennyiben a szamldlokat D;-vel, a nevezdét D-vel je-
lolgiik, a megolddsokat x; = BZ alakban adhatjuk meg.

13.5.3. Definici6. Azt a négyzetes mdtrizot, amelynek a determindnsa nem
nulla, regularis matrixnak nevezziik.
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Azt az egyenletrendszert, amelynek egyiitthatomdtriza requldris, regularis
egyenletrendszernek nevezziik.

13.5.4. Megjegyzés. Itt eqy kicsit ambivalensek vagyunk, hiszen a requldris
egyenletrendszert mdr egyszer definidltuk. Azt mondtuk, hogy legyen ugyan-
annyi eqyenlete mint ismeretlene — dm éppen ettdl lesz négyzetes a mdtriza,
valamint azt kértik, hogy legyen egqyértelmd megolddsa — ez pedig a tétel szerint
éppen azt jelenti, hogy az egyiitthatomdtriz determindnsa nem nulla. De meg
lattuk is, hogy amennyiben a Gauss-elimindcio sordn minden ismeretlen meg-
marad, akkor a determindns kiszdmitdsa sordn (esetleg sorcserékkel) diagondlis
mdatrix determindnsdhoz jutunk. Ez — mivel eqy ismeretlent sem veszitettink el
— nem lehet nulla.

Bizonyitas. El6szor azt bizonyitjuk, hogy ha D = 0, akkor nem létezhet
egyértelmd megoldas.

D = 0 ugyanis azt jelentené, hogy a determinéns sorain elvégezve a Gauss-
eliminécios 1épéseket (és a sziikséges oszlopceseréket), valamelyik sor csupa nul-
lava vélna.

A Gauss-eliminacios lépésekkel és alkalmas oszlopcserékkel diagonélis matrixot
kapunk. A diagonélis métrix determinénsa a féatloban 1év6 elemek szorzata,
ez pedig csak tigy lehet nulla, ha valamelyik sor csupa nulla.

Az egyenletekre visszaforditva ezt a gondolatot, azt kapjuk, hogy a D = 0
feltétel azzal egyenértéki, hogy van olyan egyenlet, amelynek a bal oldala a
tobbibdl kifejezhets linearis kombinacioval (a Gauss-eliminacié soran ugyanis
az egyenletekkel képezett linearis kombinéciokat kapunk).

Ebben az esetben pedig vagy ellentmondasra jutunk (ha egy ilyen egyenlet jobb
oldalan nem nulla all), vagy nem lesz egyértelmd megoldas, hiszen ilyenkor nem
kapunk minden ismeretlenre értéket.

Masrészt, ha nincs egyértelmi megoldas, az csak tugy lehet, ha a Gauss-
eliminacié soran nem jutunk el a ismeretlenek meghatarozasaban az utolsoig,
vagyis id§ elstt ,elfogynak” (nullava valnak) az egyenletek. Ez azt jelenti, hogy
van olyan egyenlet, amely felirhat6 a tobbi linearis kombinécidjaként.

Igy az A matrixban neki megfelels sor felirhato a tobbi sor ugyanilyen linea-
ris kombinacidjaként. Ekkor a determinans kiszamitésara vonatkozo allitasok
alapjan az egyiitthatométrix determinansa nulla lesz.

Most pedig azt bizonyitjuk, hogy ha D # 0, akkor létezik egyértelmii megoldés.

[tt most el@szor azt latjuk be, hogy (i) a tétel szerint adott x; valoban megoldas,
aztan azt, hogy (ii) ha D # 0 és van megoldas, akkor az a tétel szerint megadott
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alakban irhaté fel. Ezekbdl mar kovetkezik, hogy ez az egyetlen lehetséges
megoldas ebben az esetben. (Voltaképpen forditva is biznyithatnank: belatjuk,

hogy x; csak 51 alaku lehet, aztan belatjuk, hogy ez valoban megoldas is.)

(i) Ha a determinans nem 0, akkor képezheték a fenti — kifejezések. El-
D;

lenérizniink kell, hogy az egyenletrendszerben z; helyére E_t irva val6ban

D;
fennallnak-e az egyenléségek. Helyettesitsiik be az x;-k helyére a —-t:

1 2 D, -
a1—— tap—+...ta1n,——=0C

D D D
Fan 2t a2
;1 D ;2 D . Qin D =G
L R
Qan1 D ) D s Qnp, D =Cp

Szorozzunk meg minden egyenletet D-vel:

CL11D1 —+ a12D2 + ...+ alnDn ; ClD

(lﬂDl + aiQDQ + ...+ CLmDn ; CiD

anlDl + (lngDQ + ...+ annDn ; CnD

Rendezziik at a bal oldalon szerepld kifejezéseket a jobb oldalra:

?

Ozch — &11D1 — &12D2 — ... alnDn
?

0= CZ'D — ailDl — G,L'QDQ — ... amDn
?

0= CnD - anlDl - anng — ... amDn
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Minden egyes sor ugy néz ki, mintha egy-egy (n+ 1) X (n+ 1)-es matrix deter-
minansanak elsé sora szerinti kifejtése lenne. Keressiik meg, melyek lehettek
ezek a matrixok, és valoban 0-e a determinansuk. Kezdjiik az els6 sorral.

Azt allitjuk, hogy az els6 egyenlet jobb oldala a kiévetkezd maéatrix elsg sora
szerinti kifejtése:

¢l apix G2 ... Qaip
¢l anx a2 ... Qip
X =]|C a1 a2 ... a2
Cpn Qp1 Qp2 ... GQpp

(Ennek a matrixnak szerencsére valoban 0 a determinansa, mert az elsg két
sora megegyezik.)

Megmutatjuk, hogy az els6 sora szerinti kifejtése az elsé egyenlet jobb oldaléval
egyenld.

Az latszik, hogy a ci-hez tartozé aldeterminans maga a D.

Az is latszik, hogy az egyébként negativ elGjelellel szamitandé (sakktablasza-
baly) aq1-hez tartozo aldeterminéns a D;.

Az egyébként pozitiv elGjelet kapd aq1o-hoz tartozd aldeterminéns nem a Do,
de egyetlen oszlopcserével (1. és 2.) megkapjuk a Do-t, vagyis a kifejtéshez
arg - (—1) - Dy = —aqs - Dy elemként adodik.

A negativ elGjellel ellatott aq3-hoz tartozo aldeterminans sem a Ds, mert az
els¢ oszlopban vannak a ¢;-k, viszont ezzel az oszloppal mar két oszlopot kell
atugrani, vagyis az el6jel kétszer valt (igy nem valtozik), ezért a kifejtéskor
—ay3 - D3 szerepel.
Es igy tovabb: a kifejtésben az ay; elGjele (—1)?, a hozza tartozo D;-ben pedig
a ¢;-k oszlopanak j — 1 oszlopot kell atlépnie, igy

(=1) - ay - (17" Dj = (=1)¥"ay;D; = —a;; D;.

Ez azt jelenti, hogy az els6 egyenlet bal oldalan valoban az X; méatrix els6 sora
szerinti kifejtés szerepel, és det(X7) valoban 0.

Hasonléan lathaté be minden sorrél, hogy az az

G Qi1 Q2 ... Qip
1 aix; G2 ... Qip
X, =€ G2 ax ... a
Cpn Ap1 QAp2 ... Qpp
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méatrix determinansaval (elsd sor szerint kifejtve) egyenls, ami pedig valéban 0
minden i-re, mert a matrixnak van két egyenld sora: az elsé és az i-edik.

(i) Ha D # 0, akkor létezik megoldas (ezt méar lattuk, hiszen ellendriztiik,
hogy a tétel szerinti x; megoldas), és akkor az csakis a fenti alakn lehet (tehat
egyértelmri).

Tegyiik fel tehat, hogy D # 0, létezik megoldésa az egyenletrendszernek (még

nem tudjuk, milyen alakban), és ez legyen az &, ..., &,. Irjuk fel az alabbi
maéatrixokat:
L& 0 .1 .00
Cc a e Q1 ... Qrp
X, = 1 01 1 1
Cnh Qp1 ... QAp; ... QApn

Ennek a matrixnak a determinansa 0, mert valamilyen médon megoldottuk az
egyenletet — példaul Gauss-eliminacioval —, amelynek soran kijott az x; = &;
egyenlet, azaz a r; = &; egyenlet kifejezhets az egyenletek lineéris kombinécio-
jaként. Ez azt jelenti, hogy az X; matrix elsé sora kifejezhetd a tobbi lienaris
kombinéciojaként. Akkor viszont a determinéns tulajdonsigai miatt det(X;)
sziikségszertien nulla.

Masrészt fejtsiik ki az | X;|-t az els6 sora szerint. Nyilvan legfeljebb két 0-t6l
kiilonb6z6 szorzat fog szerepelni, tehét:

0=¢&-D+(=1)"- A,

(Az 1 szorzo elGjele i = 1 esetén —, i = 2-re + stb.) Itt a A; méatrixbol ugy
kapjuk a D; méatrixot, hogy az els6 oszlopat (i — 1 lépésben) az i-edik helyre
léptetjiik (D; esetén 0 csere, Dy esetén 1 csere, Ds esetén 2 csere stb.).

Eszerint

0=¢&-D+ (=1 (-1)"'D;=¢& — D
D; :
Mivel pedig D # 0, igy & = D tehéat csak a tétel szerint adott alaka lehet a
megoldés.
Osszefoglalva a bizonyités lépéseit: Ha D = 0, akkor nincs egyértelmii megol-

i

das, ha nincs egyértelmii megoldés, akkor D = 0, ha D # 0, akkor az z; = D

D;
megoldas, és ha D # 0, & megoldas, akkor az ) alaka. [
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13.5.1. Homogén linearis egyenletrendszer

13.5.5. Definicié. Ha egy linedris egyenletrendszerben az eredmények mind
nulldk, akkor az egyenletrendszert homogénnek nevezziik.

13.5.6. Tétel A homogén linedris egyenletrendszernek mindig létezik megol-
ddsa.

Bizonyitas. A Gauss-eliminacio soran csak akkor nem kapunk megoldéast, ha
ellentmondéasra jutunk. Ellentmondasra pedig ugy juthatunk, ha valamelyik
lépésben egy egyenletre a bal oldalon nullat kapunk, ugyanakkor a jobb olda-
lon nem nulla all. Ez azonban homogén lineéris egyenletrendszer esetén nem
fordulhat eld, mert a jobb oldalon — tetszdleges, az eliminacioban megengedett
lépéseket végziink is — mindenképpen nulla fog szerepelni. [

13.5.7. Megjegyzés. Nem is olyan nehéz megolddst adni a homogén linedris
egyenletrendszerre, hiszen ha minden ismeretlen nulla, akkor az megoldds.

13.5.8. Definicié. A homogén linedris egyenletrendszer azonosan nulla meg-
olddsdt triviadlis megoldasnak nevezziik.

Most, hogy kideriilt, hogy a megoldasszamokra vonatkoz6 harom lehetséges
eset koziil (nulla, egy, végtelen sok) az egyik (nulla) kizért, felvetsdik a kérdés,
hogy akkor milyen esetben van egyetlen, illetve milyen esetben van végtelen
sok megoldas.

13.5.9. Allitas Ha a homogén linedris eqyenletrendszer egyiitthatomdtrizdnak
determindnsa nem nulla, akkor egyértelmi a megoldds, ha nulla, akkor végtelen
sok megoldds van.

Bizonyitas. A Cramer-szabaly alapjan pontosan akkor van egyétrtelm meg-
oldas, ha az egyenletrendszer egyiitthatométrixdnak determinansa nem nulla.

Mivel nulla megoldés nem lehet, igy D = 0 esetben csak végtelen sok megoldés
lehet. [

13.5.10. Allitas Ha a homogén linedris egyenletrendszernek van nem trividlis
megolddsa, akkor a megolddsvektor tetszdleges skaldrszorosa is megoldds.

Bizonyitas. Ha valamely x vektor megoldasa a linearis egyenletrendszernek,
akkor az egyenletrendszer tetszéleges egyenletébe behelyettesitve 0-t kapunk.
Ha a vektor valamely « skalarszoroséat helyettesitjiik be, akkor az eredmény is
a-szoros lesz, ami ugyancsak nulla. Igy ax is megoldasa az egyenletrendszer-
nek. [
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13.6. MAtrix inverze

Ahogyan a polinomoknal is sz6bajott, hogy — ha mar van szorzas — vajon van-
e valamiféle polinomosztas, igy a matrixoknal is felvetédik a kérdés: lehet-e
méatrix-szal osztani.

A polinomoknal evidens volt a véalasz, mert a polinomok mértéke névekedett a
szorzassal, az osztéassal pedig csokkennie kellett volna, &m az nem lehetett akar-
milyen kicsi (azaz vildgos volt, hogy nem lehet polinommal osztani). Ehelyett
a polinomoknél az oszthatdsdgot definidltuk.

A matrixok korében — bar lehet, hogy érdekes lenne — nem szokés oszthatdsagrol
beszélni.

Ehelyett azonban van ra remény, hogy ha osztani nem is tudunk méatrix-szal, de
esetleg tudunk mondani adott A, B méatrixokhoz olyan X vagy Y maétrixokat,
amelyekre AX = B vagy YA = B.

Vizsgaljuk el6szor a legegyszertibb eseteket. Legyen A € T™*" négyzetes mat-
rix, és legyen B = I, (vagyis az egységmatrix). (Ez a valasztas a valos szamok

1
korében annak felel meg, mintha nem —-t, hanem csak —-t akarnank kisza-

a a
mitani.) Ha ebben az esetben taladlunk olyan X matrixot, amelyre AX = I,,,
akkor AXB = [,B = B miatt az A-hoz is tudunk olyan métrixot (a talalt
X-hez az X B), amelyet A-val balrol szorozva B-t kapjuk.

bontsuk fel a feladatot részfeladatokral

El6szor keressiink olyan x; vektort, amellyel A-t szorozva az I,, elsé oszlopéat
kapjuk:

1
0

AXl = 0

0

Egy egyetlen linearis egyenletrendszer megoldasat jelenti. Alkalmazhatjuk a
Gauss-eliminaciot.
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Ezutan keressiink olyan x5 vektort, amellyel A-t jobbrol szorozva I, masodik
oszlopat kapjuk: ez is egy linearis egyenletrendszer megoldasat jelenti.

1

0
Mégpedig — mivel ennek az egyenletrendszernek ugyanaz a métrixa, mint az
el6z6é, nevezetesen A — ugyanazt a Gauss-eliminaciot végezziik el (csak a jobb
oldal lesz kétféle).

Es igy tovabb: keressiink olyan x,, vektort, amellyel A-t jobbrél szorozva I,
n-edik oszlopéat kapjuk: ez is egy lineéris egyenletrendszer megoldéasét jelenti.

0
0

Ax,, = 0

._1_.

Ha tehét a feladatot n részfeladatra bontjuk, akkor n linearis egyenéetrendszert
kapunk, azok mindegyikét meg tudjuk oldani.

Ez ugyan n darab lineéris egyenletrendszer megoldasat jelenti, de ne feledkez-
zink meg réla, hogy az eredmények a Gauss-eliminacié soréan csak ,passziv
résztvevok” (csak az a lényeg, hogy mi lesz beldliik), a valodi algoritmus az
egyiitthatomatrixon torténik: annak alapjan hozunk dontéseket, végezziik el
az algoritmust.

Raadasul semmi akadédlya annak, hogy egyszerre oldjuk meg mind az n egyen-
letrendszert a (12.1) alapjan.

1 2 3
Nézziik meg egy példan. Legyen A= |1 3 5|. A kiindul6 allapot (3 egyen-
1 4 8
letrendszerrdl van sz6):
1 2 3|1 00
1 35[0 10
1 4 8|0 0 1
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Az els6 1épésben kivonjuk az elsd sort a masodikbol, és a harmadik sorbdl is.

1231 00
012{-110
0 2 5|-101

Majd a masodik sor kétszeresét kivonjuk az elsd, ismét a kétszeresét a harmadik
sorbol:

10 —-1}]3 —-20

01 2|-1 1 0

00 11 =21

Végiil a harmadik sort hozzidadjuk az els6hoz, a kétszeresét kivonjuk a méso-
dikbol:

1004 -4 1

01 0/-3 5 =2

0011 -2 1

Azt kaptuk, hogy a harom oszlopvektor (egy métrixba irva)

4 -4 1
-3 5 =2
1 -2 1

(Az eredmény helyességének ellenérzését az olvasora bizzuk.)

Mindezek alapjan azt is meg tudjuk mondani, hogy mely esetekben végezhets
el az invertalas.

Mivel lineéris egyenletrenszert oldottunk meg, nyilvan az a megoldahtoséag fel-
tétele, hogy a méatrix determinansa ne legyen nulla.

13.6.1. Kovetkezmény. Egy négyzetes mdtriz pontosan akkor invertdlhato,
ha a determindnsa nem nulla, azaz ha requldris.
Belathato, hogy ha AB = I, akkor BA = 1.

13.6.2. Definicid. Legyen A € T™*". Azt a B madtrizot, amelyre teljesiil,
hogy AB = BA = I,,, az A matrix inverzének nevezziik. Jele: A7".

Egy, a matrix inverzére vonatkozo tovabbi eredményt bizonyitas nélkiil kozliink.

13.6.3. Tétel Legyen A € T™" invertdlhatd. Az A mdtriz a;; eleméhez tar-
tozo aldetermindnsdt jelolje D;;. Ekkor

T
(-D)'"'Dy (-D'2Dyy, ... (=1)""Dy,
A_l_i (_1)2+1D21 (_1)2+2D22 (_1)2+nD2n
A : : ’
(=)™ Dy (=1)""2D,y ... (=1)"*"D,,
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azaz az alkalmasan (sakktdblaszabdly szerint) eldjelezett aldetermindnsokbol al-
kotott mdtriz transzpondltja osztva A determindnsdval.

Bizonyitas. Jeloljiik A;;-vel a (—1)"*/ D;; determinanst, ekkor masképp is fel-
irhatjuk a tétel allitasat:

An A ... An

1 Arg Asa ... Ape
A= —. .
Al :

Aln AQn s Ann

A;; tehat az A matrix j¢ indexd eleméhez tartozé alkalmas elGjellel ellatott
aldeterminansa.

Szamitsuk ki a

AH A21 e Anl a1y a2 ... Qip
A12 A22 e Ang ao1 A2 ... QA9n
Aln AQn s Ann ap1 Gp2 ... Gpp

matrixszorzatot. Pontosabban a szorzat ij és 14 indexi elemét:
bii = Aviay; + Agiag; + Agiazi + . ..

Ez éppen |A|, hiszen olyan, mintha kifejtettiik volna A-t az i-edik oszlopa
szerint.
bij = Ariar; + Agiaz; + Asiazj + ...

ez is gy néz ki, mint egy kifejtés, de ha jobban megnézziik, az i-edik oszlop sze-
rint a j-edik oszlopban 1évS elemekkel szorozzuk az aldeterminansokat, vagyis
olyan matrix kifejtése ez, amelynek az i-edik oszlopa helyén ugyanazok az ele-
mek allnak, mint a j-edik oszlop elemei. Ennek viszont két oszlopa egyenls, a
determinansa ezért 0. (Ezt az Osszfiiggést szokas ferde kifejtési tétel néven is
emliteni.)

Ebbdl kovetkezik, hogy a két matrix szorzata az I méatrix |A|-szorosa, igy ha
ezt osztjuk |Al|-val, I-t kapjuk. O

Az is vilagos, hogy a 13.4.1. alapjan A - X = I, miatt det(A) - det(X) =
det(I,,) = 1 nem teljesiilhet semmilyen X-re, ha A determinansa 0.
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13.7. Linearis egyenletrendszer megoldasanak fel-
irasa matrixokkal

A korabbiakban felirtuk a linearis egyenletrendszer matrixat (legyen most az
egyszertiség kedvéért négyzetes a matrix):

a;y; Q12 ... QAip

o1 Q929 ... AQAgpn
A=

an1 Gp2 ... Gpp

Felirtuk az eredményt, amit szintén matrix alakba irhatunk, s6t, az ismeretle-
neket is felirhatjuk oszlopvektorként:

X1 1
X2 C2
X = Cc =
Tp—1 Cn—1
Tn Cn

(A vektorokat a konvencioé miatt és azért is irtuk vastag bettikkel, hogy formé-
lisan jol meg tudjuk kiilonboztetni ket a koordinataitol.)

Ezzel a jeloléssel a linearis egyenletrendszer egy tjabb felirasat kapjuk:
Ax =c.
Es itt valoban matrixszorzas szerepel.

Ha most az egyenletet balrol megszorozzuk A inverzmatrixaval (persze csak ha
létezik), akkor azt kapjuk, hogy

x=A"'c.
Ezzel a (reguléris) linearis egyenletrendszer egy tjabb megoldéasi modszerét
kaptuk meg.

13.7.1. Tétel Ha az
Ax =c

linedris egyenletrendszer requldris, akkor a megolddsa:
x=A"c
alakban kaphato.

13.7.2. Megjegyzés. Természetesen mivel a mdtrizinvertdlds maga is eqy li-
nedris egyenletrendszer megolddsa, annyira nem meglepd ez az eredmény.
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Feladatok

1. Igazoljuk, hogy a (3 x 3)-as matrixok esetében valoban a 13.1.1. definici6
szerint szamithato a determinéns!

2. Hatarozza meg, hogy az alabbi indexpar felsoroldsokhoz milyen elGjel
tartozik a determinansban!

(a) 11, 22, 33

(b) 11, 23, 32

(c) 13,22, 31

(d) 13, 21, 32

(e) 13, 24, 31, 42

(f) 15, 24, 33, 42, 51

3. Szamitsa ki az alabbi matrixok determinansat!
1 2 sina  cosa
2 3 —cosa sino
a b a c+di tgxr -1
bi a c—di b 1 —tgx
4. Hatarozza meg, hogy az n X n-es métrix determinansanak kiszamitasakor

a mellékatloban 16vs (1,n, 2,n — 1, 3,n —2, ..., n — 1,2, n,1 indexd)
elemek szorzata milyen elGjelet kap!

5. Szamitsa ki az aldbbi matrixok determinansat!

1 0 -1 -1 2111 211w
0 -1 -1 1 1 211 1 21 2
a b ¢ d 1121 11 2y
-1 -1 1 0 1 11 2 1 11 =

6. Ellendrizze, hogy a matrixinvertalas példdban kiszdmitott métrixot —
akar jobbrol, akar balrol — megszorozva az A matrix-szal, az I3-at kapjuk!

7. Allapitsa meg, hogy invertalhatok-e a kovetkezs matrixok! Ha igen, szé-

mitsa is ki az inverziiket!
1 2 a b
2 5 c d
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10.

11.

12.

. Keressen olyan 2 x 2-es matrixot, amelynek a négyzete a nullmatrix!

Keressen olyan 2 x 2-es méatrixot, amelynek a négyzete az egységmaétrix!

Allapitsa meg, hogy invertalhatok-e a kovetkezs matrixok! Ha igen, szé-
mitsa is ki az inverziiket!

1 21 4 11 2 10 3 1 =2
21 2 -4 20 1 1 2 3 =2 4
1 2 3 1 21 -1 2 1 -3 5 -1

Igazolja, hogy AB — BA soha nem lehet egyenld az egységmaétrix-szal!

b

Ellenérizze, hogy ha A = [i d

} , akkor A? — (a + d)A + (ad — bc) = 0y,

azaz a 2 X 2-es nullméatrix.
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14. Vektorterek

Korabban megismerkedtiink mar néhany algebrai struktiraval. Minden eset-
ben adott volt egy nem tires halmaz (szokés tartdhalmaznak nevezni), definial-
tunk rajta mtvelete(ke)t, és a miiveletek kielégitettek bizonyos tulajdonsago-
kat.

Testnek neveztiik azt az algebrai strukarat (a tartohalmazat jelolje T'), amelyen
két mtveletet értelmeztiink, egy Osszeadast és egy szorzést.

Az osszeadds kommutativ, asszociativ és invertalhato (egységeleme a 0, az
inverzmivelet neve kivonas);

a szorzas kommutativ, asszociativ, és 7'\ {0}-n invertalhato (egységeleme az
1, az inverzmiivelet neve osztés);

valamint a szorzas disztributiv az Osszeadéasra nézve.

Példaul test a raciondlis, a valés vagy a komplex szédmok a szokésos Ossze-
adassal és szorzéssal, de test a szamelméletben korabban megismert (Z,,+,)
(primrendii ciklikus csoport), ha hozzavessziik a modulo p szerinti szorzast:

(va +p 'p)-
Vektorokrol korabban is tanultunk, megismertiik sok tulajdonsagukat, és alkal-

maztuk is ket (példaul komplex szamok szemléltetésére). A matrixok korében
is voltak olyanok, amelyeket vektoroknak neveztiink.

A kovetkezdkben a vektorokkal kapcsolatos ismereteinket fogjuk preciz algebrai
formaba Onteni.

14.1. A vektortér fogalma, alapvet6 tulajdonsagai

Tudjuk, hogy vektorok kozott elvégezhets az osszeadas, a szammal vald szorzas
—de a ,szam” is egy algebrai struktira eleme.
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A vektortérhez adott egy test és egy kommutativ csoport a sajat mtiveleteikkel,
tovabbé Osszekoti a kettSt egy miivelet: a szammal valo szorzas. (Igy volt ez a
polinomok esetén is.)

14.1.1. Definicio. Adott a (T,+,-) test (az elemei skalarok, rendszerint gorog
betikkel fogjuk jelolni), a T-beli dsszeadds egységelemét jeldlje 0, a szorzds egy-
ségelemét jelolje 1, valamint a (V,+) kommutativ csoport (az elemei vektorok,
vastag betikkel fogjuk jeldlni), a V-beli dsszeadds eqységelemét pedig jeldlje 0.

Tovdbbd T és V' kozdtt definialunk egy miveletet (mivel nem egy struktirdn
beliil hat, szokds kiils6 miveletnek nevezni), amely a kovetkezd tulajdosagokkal
rendelkezik

1. minden o, B € T és v,u € V esetén létezik V-ben az av

2. (a4 p)u = au+ Pu (az egyik szorzatényezdre vonatkozo disztributivitds-
szerd tulajdonsdg)

3. a(u+v) = au+av (a mdasik szorzdtényezdre vonatkozo disztributivitds-
szerd tulajdonsdg)

4. a(pu) = (aB)u (egy asszociativitas-szert tulajdonsdg)

5 1-u=u

Ekkor azt mondjuk, hogy a V vektorteret alkot a T test felett.

A V-belv egységelem neve nullvektor, jelolése: 0.

Az 5. tulajdonsagra tobbek kozott azért van sziikség, mert ha azt nem kotjiik
ki, akkor elképzelhets, hogy minden au szorzat a V nulla elemével egyenls —
ezt ki akarjuk zarni.

Példa. Példak vektortérre:
1. A valos sikbeli vektorok vektorteret alkotnak a valds szamtest felett.

2. A valos, illetve komplex egyiitthatos polinomok vektorteret alkotnak a va-
16s, illetve a komplex szamtest felett. A komplex egyiitthatos polinomok még
a valosok felett is vektorteret alkotnak. (Béarmely komplex egyiitthatos poli-
nomot egy valds szdmmal szorozva komplex egyiitthatos polinomot kapunk.)
A valos egyiitthatos polinomok azonban nem alkotnak vektorteret a komplex
szamtest felett, hiszen valos egyiitthatos polinomot komplex szammal szorozva
nem feltétleniil kapunk valés egytitthatos polinomot.
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3. A legfeljebb 6todfoka valds egyiitthatés polinomok vektorteret alkotnak a
valos szamtest felett.

4. A valos szamsorozatok vektorteret alkotnak a valds szamtest felett.

5. A valos szamparok, szamharmasok, szam-n-esek vektorteret alkotnak a valos
test felett. (A komplex szampéarok stb. nyilvan a komplex felett is vektorteér.)

6. A komplex szdmok vektorteret alkotnak a valds szamtest és a komplex
szamtest felett is.

7. A valos szamok testet alkotnak a valos szamtest felett. (A komplex felett
azonban nem, hiszen valos szdmot szorozva komplex szammal nem feltétlentil
kapunk valos szamot.)

8. A véges, de adott hossztisagi vagy végtelen binéaris (jel)sorozatok vektorteret
alkotnak a kételemt (({0, 1}, 42, -2), rendszerint Fy-vel jelolt) véges test felett.

A vektortér tulajdonsagaibol kovetkeztethetiink néhany fontos Osszefiiggésre:

14.1.2. Allitas Legyen (T,+,-) test, (V,+) vektortér T felett; 0 € T a T-
beli 6sszeadds eqységeleme, 0 € V', a V-beli osszeadds egységeleme. Legyen
u € T tetszdleges vektor, a € T tetszdleges skalar. Ekkor teljesiilnek az aldbbi
osszefliggések:

1. 0-u=0
2. (-1)-u=—u
3. a-0=0

4. a-u =0 akkor és csak akkor, ha o = 0 vagy u = 0.

Bizonyitas. 1. u+0-u=1-u+0-u=(0+1)-u=u Mindkét oldalhoz
hozzdadva —u-t, 0-u = 0.

20=0-u=(14+(-1)u=1-u+(-1)-u=u+(—1)-u. Mindkét oldalhoz
hozzdadva —u-t: —u = (—1) - u.
3.a-0=a-(u—u)=a-(l-u+(-1)-u)=a-1+(-1))-u=0-u=0
4. Az egyik irdny az 1. és a 3. pontbdl kovetkezik. Visszafelé: ha a-u = 0,
de o # 0, akkor « - atl

a
a - u-val is egyenls; (o + 1)u = au-bol pedig (—au hozzaadasaval) u = 0
kovetkezik. [

-uis 0, vagyis (a+ 1) - u = 0, ami a feltétel szerint
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A tovabbiakban — hacsak nem jelezziik kiilon — vektortéren a (V,+) (T, +,-)
feletti vektorterét fogjuk érteni, az allitasainkat ezekre fogjuk vonatkoztatni.

14.1.3. Megjegyzés. Most, hogy tudjuk, mi az a vektortér, kordbbi kijelen-
téseinket is kicsit precizebben meg tudndnk fogalmazni. Ezek kézil eqynek az
esetében ezt most meg is tessziik.

14.1.4. Definicié. Legyenek vy, va, ..., v, vektorok a V-ben, aq, as, ..., ay,
skaldrok T-ben. Az a1vy+ aovae + ...+ v, vektort a vy, va, ..., v, vektorok
linearis kombinécidjanak nevezziik.

14.1.5. Megjegyzés. Kordbban azt dllitottuk (ha nem is ezekkel a szavakkal),
hogy ha A és B (megfeleld méretd, azaz dsszeszorozhatd) mdtrizok, akkor az
AB szorzat i-edik oszlopvektora az A oszlopvektorainak a B i-edik oszlopdban
szerepld skaldrokkal vett linedris kombindcidja.

Lathatjuk, hogy a vektorokkal képzett linearis kombinéciénal az sem kizart,
hogy két vektor ugyanaz (pl. A oszlopvektorai). Ezért ha ezekrdl a vektorokrol
beszélni akarunk, nem mondhatjuk, hogy halmaz.

Ehelyett:

14.1.6. Definicioé. Ha a vektortérbdl kivdlasztunk valahdny (nem feltétlendil
kiilonbozd) vektort, ezt vektorrendszernek nevezziik.

Ha tehat egy vektorrendszer lineédris kombinaci6jaban minden egytitthato O,
akkor az 0sszegvektor is 0. A 0 ilyen elGallitasat trividlis linedris kombindcionak
nevezziik.

Felmeriil a kérdés, hogy masképp kaphatunk-e 0-t linearis kombinécioként.

14.1.7. Definicié. Ha egy vektorrendszer linedris kombindcidja csak trividlis
mddon lehet O (azaz csak a trividlis linedris kombindcidja dllitja eld a nulla
vektort), akkor a vektorrendszert linearisan fiiggetlennek nevezziik.

(Torténetileg ugy alakult, hogy fontos volt tudni, hogy egy vektorrendszerben
szerepld vektorok fiiggetlenek-e” egymastol (gondoljunk az egyenletrendszer
egyenleteire).)

14.1.8. Megjegyzés. Tulajdonképpen intuitive nem igy képzelnénk a linedris
fiiggetlenséget, hanem gy, ahogyan az eqyenleteknél:

Akkor linedrisan figgetlen eqy vektorrendszer, ha semelyik vektor nem dllithato
eld a tobbr linedris kombindciojaként.
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Szerencsénkre:
14.1.9. Allitas A 14.1.7. és a 14.1.8. meghatdrozds ekvivalens.
Bizonyitas. Ha egy vektorrendszer egy vektora elGall a tobbi linearis kombi-
naciojaként, példaul:

Vp, =Q1V] + oV + ...+ 1V,

akkor
0=ovi+ave+...+a, 1V 1+ (1) v,

azaz nem trivialis modon (hiszen van egy nem nulla egytitthato, a —1) eléallitja
a 0-t.

Ha pedig egy vektorrendszer nem trivialis modon is elGéllitja a 0-t, azaz
O=ao1vi+avo+ ...+ an_1Vp_1+ Vv,
akkor az egyiitthatok kozott van nem nulla (példaul ay,), és igy
—QpVy, = V] + QoVo + ...+ Q1 V1,

amit a nem nulla (—«,)-nel osztva megkapjuk a v, felirdsat a tobbi vektor
lineéaris kombinaciojaként. [

Még egy — kevésbé szembeszoks — tulajdonsag kimondhato a linearisan fiigget-
len vektorrendszerekre:

14.1.10. Allitas A vy, vo, ..., v, vektorrendszer pontosan akkor linedrisan
fiiggetlen, ha minden olyan vektor, amely elddllithato linedris kombindciojuk-
ként, eqyértelmiien dll eld.

Bizonyitas. El6szor is, ha kétféleképpen is elGallna egy vektor, példaul u,
akkor azok egyenldk:

Q1V] +agVe + ...+ Qp_1Vp_1 + Qv = Blvl + BQVQ +...+ Bn—lvn—l + anrr
Ezek kiilonbsége O:

O0=a;vi+asve+...+qp_1Vp_1 +a,v,—
- (/BIVI + ﬁ2v2 +...+ ﬁnflvnfl + ﬁnvn)
(al - ,61)V1 + (0[2 - 62)‘12 +...F (an—l - Bn—l)vn—l + (an - Bn)vn
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Ha most a v;-k fiiggetlenek, akkor ez csak a trivialis linearis kombinaci6 lehet,
vagyis a két elgallitas ugyanaz.

Ha viszont a vektorrendszer nem filiggetlen, akkor kifejezheté a nulla vektor
nem trivialis moédon is, példaul

O=mvi+Yve+ ...+ Y-1Vao1 +VVa
és nem minden egyiitthatoé 0, tehat u = u + 0, igy a
u= (g +7)vi+ (e +7)ve+ ... + (-1 + Y1) Vo1 + (@ + Vo) V.
kifejezés az u egy, az el6z6t6l kiillonbozs felirasat adja. O

Az egyenletek esetében megneveztiik (s6t, azt neveztiik meg el6szor — hazihasz-
nalata kifejezéssel), ha az egyenletek nem voltak fiiggetlenek. Az ilyen egyen-
letet fiiggének neveztiik, ez azonban igencsak pontatlan, mert nem mondtuk
meg, hogy mitdl fligg.

Fogalmazzuk meg, milyen az, amikor egy vektorrendszer nem fiiggetlen.

14.1.11. Definicié. Ha eqy vektorrendszernek van olyan nem trividlis linedris
kombindcidja, amely a O vektort adja, akkor a vektorrendszer 6sszefiiggs.

14.1.12. Megjegyzés. A linedris figgetlenség mdsik két (ekvivalens) megha-
tardazdasdnak itt is megfelel eqy-egy (ekvivalens) meghatdrozds:

1. Eqy vektorrendszer linedrisan dsszefiiggd, ha van olyan vektora, amely elddll
a tobbi linedris kombindcidjaként.

2. Egy vektorrendszer dsszefiiggd, hogyha minden olyan vektort, amelyet eld-
dlltithatunk a linedris kombindcioiwal, tobbféleképpen is eld tudunk dllitana.

Bizonyitas. 1. Ha egy vektorrendszer linearisan sszefiiggd, akkor a 0-t nem
trivialis modon allitja eld, vagyis van olyan vektor a felirasban, amelynek az
egyltthatoja nem 0. Ha ez igy van, akkor ezt a vektort ki lehet fejezni a tobbi
linearis kombinéci6jaként.

Maésrészt, ha valamelyik vektora elGall a tobbi linearis kombinacidjaként, akkor
a felirast atrendezve a 0-ra egy nem trivialis linearis kombinéciot kapunk.

2. Ha egy vektor kétféle (kiilonb6zs) modon is elGéll egy vektorrendszer line-
aris kombinacidjaként, akkor a két feliras kiilonbsége egyrész a nulla vektor,
méasrészt a vektorok egy nem trivialis linearis kombinacioja. Ha egy vektor-
rendszer linedrisan Osszefiiggs, akkor barmely elGallitott vektorhoz hozzaadva
a nem trivialis médon felirt 0-t, egy maésik felirasat kapjuk a vektornak. [J
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| linedrisan fiiggetlen vektorrendszer | linedrisan dsszefiiggd vektorrendszer |

1. csak a trivialis linedris kombina-
cioja allitja el a 0-t

1. nem esak a trividlis linearis kom-

binacitja allitja eld a 0-t

2. nincs olvan vektora, amely eldall
a tobbi vektor linedris kombinéacija-
ként

3. ecgvertelmien allit el minden
olvan vektort, amely el6all linearis
kombinacioként

2. wvan olvan vektora, amely elsall |
a tibbi vektor linedris kombinécio-

jaként

3. minden. linearis kombinacio- |
ként elGallitott vektort tobbfélekép-
pen eldallit

14.1. abra. A linearisan fliggetlen és Osszefiiggé vektorrendszerek f6bb tulaj-
donségai és kapcsolata

A fenti tulajdonsagokat egy tablazatban foglaltuk ossze (14.1 &bra).

Lathato, hogy a fiiggetlenség és az Osszefiiggés szoros kapcsolatban all a vek-
torelGallitassal. (Ennek torténetileg az adja a jelentGségét, hogy tobb fizikai
mennyiség is vektor jellegti, és az ilyenek jellemzéséhez, karakterizélasdhoz,
mas vektorok elGallitasahoz fontos volt tudni, hogy mely vektorokra tdmasz-
kodhatunk mint ,el6allité” vektorok. Ezt, az ,elGallitdst” generalasnak is szokas
nevezni.) Most ezt a szemléletet készitjiik eld.

Példa. 1. Osszefiiggs rendszert alkot példaul az egyetlen, nulla vektort tar-
talmazo6 vektorrendszer, hiszen a 0-nak minden linearis kombinaci6ja 0, nem
csak a 0-val képzett.

Egyébként egyetlen vektor méasképp nem is lehet lindrisan fiiggetlen, mert mint
lattuk, au csak ugy lehet 0, ha o = 0 vagy u = 0.

Ez azt is jelenti, hogy az egyetlen nem nulla vektorbol all6 vektorrendszer
mindig linearisan fiiggetlen.

2. Két vektor ugy lehet Osszefiiggs, hogy valamelyik a mésik skalarszorosa
(hiszen akkor Osszefliggs egy vektorrendszer, ha az egyik vektor elGall a tobbi
linaris kombinéciojaként).

3. Harom vektor mar nagyon sokféleképpen lehet Gsszefligg6. Ha a koordi-
natasikban felvesziink harom vektort, akkor biztosak lehetiink benne, hogy
valamelyik felirhat6 a mésik ketts lineéaris kombinacidjaként — gondoljunk az
erGfelbontasra.
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14.1.13. Allitas A V vektortérbeli vy, Vs, ..., vV, vektorrendszer linedris kom-
bindcidi dltal elddllitott (generdlt) vektorok maguk is vektorteret alkotnak, amely
része a V -nek.

Bizonyitas. Nyilvan V-beli vektorok lesznek a linearis kombinacioval elGalli-
tott vektorok. A test-tulajdonsidgok nem valtoznak, a V-nél sziikebb halmazon
pedig minden V-re felirt mtiveleti tulajdonsig érvényes marad.

Azt kell tehat csak megmutatnunk, hogy két elGéllitott vektor Osszege és ska-
larszorosaik is el6allo vektor.

Ez pedig abbol kévetkezik, hogy adott vektorok lineéaris kombinécidinak 6sszege
és szamszorosa is a vektorok linearis kombinécidja. [J

14.1.14. Definicié. Ha eqy V wvektortérben eqy vektorrendszer elddllit a line-
aris kombindciowal minden V -beli vektort, akkor generatorrendszernek nevez-

14.1.15. Definicié. A vy, vo, ..., v, vektorrendszer linedris kombindcior dltal
eladllitott vektorok osszességét a vektorrendszer dltal generdlt altérnek nevez-
ziik.

14.1.16. Allitas Egy vektortér eqy részhalmaza pontosan akkor altér, ha zdrt
a vektordsszeaddsra és zdrt a skaldrral valo szorzdsra.

Bizonyitas. A vektortér tulajdonsagok koziil a testre vonatkozé tulajdonsa-
gok biztosan teljesiilnek, a vektorok csoportjara a miiveleti tulajdonséagok (mi-
vel a halmaz egy lesziikitésérsl van sz6) nem romolhatnak el — azaz biztosan
teljesiilnek. A kiilsé mivelet tulajdonsagai sem valtozhatnak.

Igy csak az a kérdés, hogy elvégezhetSk-e a vektorokra kirott miveletek: a
skalarral valo szorzéas (a halmaz zart-e a skalarral valo szorzasra), és a vektor-
Osszeadas (a halmaz zart-e a vektorosszeadasra). [

Azt tapasztaljuk, hogy a vektortérben a linearisan fiiggetlen vektorrendszer
esetleg nem minden vektort general, viszont a generatorrendszer esetleg nem
egyértelmien &llitja elg a vektorokat.

Szeretnénk olyan vektorrendszert alkotni, amely minden elemet egyértelmiien
elgallit (vagyis egyrészt generatorrendszer, méasrészt fiiggetlen).

14.1.17. Definicié. Az olyan vektorrendszert, amely linedrisan fiiggetlen ge-
neratorrendszer, bazisnak nevezziik.

Persze, fogalmunk sincs réla, hogy van-e ilyen.
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14.2. abra. v; és v, iranyu 6sszetevékre bontjuk a P-be mutatd vektort.

Példa. 1. Keressiink bazist a kétdimenzids valds {6lotti koordinatasikban —
ezt ismerjiik legjobban.

A fizikdban megszoktuk, hogy barmely, a sikban hat6 erét fel tudunk irni két
eré eredGjeként. Szokas az (1;0) és a (0;1) vektorokat felvenni.

Kérdés, hogy fiiggetlenek-e, illetve hogy a linearis kombinaciéik minden sik-
vektort elGallitaniak-e.

Az biztos, hogy fliggetlenek, mert ez két nem nulla vektor esetén azt jelenti,
hogy az egyik nem skalarszorosa a masiknak. Ez pedig nyilvanvalo.

A sik tetsz6leges (z;y) koordinataju pontja is felirhaté a megfelels lineéris
kombinacioval, hiszen z(1;0) + y(0;1) = (x;y). x és y éppen a felirand6 pont
helyvektordnak két koordinétaja.

2. Mas béazist is kereshetiink a sikban.

Egy vektor (v;) nyilvan nem elég, mert egy vektor skalarszorosai egy egyenesre
illszekednek.

Ez azt jelenti, hogy fel kell venniink még egy vektort. A masodik vektor nyilvan
nem eshet egy egyenesbe vi-gyel, hiszen akkor elGallitana v.

Vegyiink fel tehat egy vektort, amely nem esik egy egyenesbe a vi-vel, legyen
ez a vy (14.2 &bra).
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14.3. abra. vy, vy és vy iranyu 6sszetevékre bontjuk az u vektort.

Ezek nyilvan fliggetlenek, és a szokésos paralelogrammaszabéllyal tetszéleges
vektort fel tudunk bontani veliik parhuzamos Osszetevkre, amit a kovetkezd
animacio segitségével kiprobalhatunk:

www.cs.elte.hu/"kfried/algebra2/sikbazis.html

Vajon véletlen-e, hogy a sikban nincs egyelemt bézis, viszont a kételemii fiig-
getlen vektorok bazist alkotnak? Es mi a helyzet térben?

3. A térben két vektor nem alkot béazist, mert — ahogy az imént lattuk —
két fiiggetlen vektor sikot general. Harom fiiggetlen vektordsszetevkre viszont
minden vektor felbonthato, ha olyan papralelepipedon atlojaként képzeljiik el a
felirando vektort, amelyek élei parhuzamosak a felvett vektorokkal (14.3 abra).

Nézzik altalanosan a kérdést.

Vegyiik a V' vektorteret, és probaljunk meg létrehozni benne egy bazist, azaz
olyan H vektorrendszert, amely linearisan fiiggetlen és generatorrendszer is.
Ha V nem csak a 0 vektorbol all, akkor bevalaszthatunk H-ba egy nem nulla
h; vektort, ami igy nyilvan fiiggetlen lesz.

Ha most a H (egyetlen vektorbodl &llo) vektorrendszer generéatorrendszer is,
akkor készen vagyunk: van egy linearisan fiiggetlen generatorrendszer.

Ha viszont H nem generatorrendszer, akkor van olyan vektor a V-ben, amely
nem all el6 a H-beli vektor linearis kombinéacidjaként. Ekkor bevélasztunk
egy ilyet (hy) a H vektorrendszerbe. Mivel ez, a masodikként vélasztott vektor
nem allt el§ H-beli vektorok linearis kombinaciojaként, H tovabbra is fiiggetlen
vektorok lesznek a vektorrendszerben.

Ha H eddigi két vektora generédlja V-t, akkor készen vagyunk, mert egy fiig-
getlen vektorokbol allo generatorrendszert hoztunk létre. Ha viszont nem ge-
neralja, akkor van olyan vektor a V-ben, amely nem all el6 H-beliek linearis
kombinaciojaként. Egy ilyen, el6 nem allo (hs) vektort hozzavéve H-hoz, ismét
fiiggetlen vektorrendszert kapunk. (Ha ugyanis van olyan line4ris kombinacioja
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a H-beli vektoroknak, amely 0, akkor hj3 egytitthatoja csakis 0 lehet, kiilénben
kifejezhets lenne a tobbi vektorral, viszont a tébbi vektor linearisan fliggetlen
volt, tehat csak a trivialis linearis kombinaciojuk lehet 0.)

A H vektorrendszer vektoronkénti bovitését addig végezziik, amig generator-
rendszert nem kapunk.

(Mi most csak olyan vektorterekkel foglalkozunk, amelyekben van véges elemii
bazis. A vektorterekre adott példak kozil példaul sem a sorozatok, sem a
polinomok nem ilyenek — sem a sorozatok, sem a polinomok vektorterével nem
foglalkozunk.)

14.1.18. Definicié. A V wektortér eqy bazisanak az elemszdmdt a V dimen-
zivjanak nevezziik.

Persze azt még nem tudjuk, hogy jogosan tessziik-e ezt, ehhez sziikséges lenne
tudni, hogy minden bazisnak ugyanannyi az elemszéama.

14.1.19. Tétel (kicserélési tétel) A V végesdimenzids vektortérben egy li-
nedrisan fliggetlen vektorrendszernek nem lehet tébb eleme, mint eqy generd-
torrendszernek.

Bizonyitas. (Els6.) Legyen ' = (fy,...,f;) egy tetszsleges linearisan fiig-
getlen vektorrendszer, és G = (g1, ...,8,) egy tetszbleges generatorrendszer.

Az f; vektor helyett egy G-beli vektort akarunk betenni az F' rendszerbe tgy,
hogy az igy kapott vektorrendszer tovabbra is fiiggetlen legyen.

Hag;,f5,. .., f; Osszefliggd, az azt jelenti, hogy nem trividlis modon
elgéllitja a O0-t. Ha ebben a felirdsban a g; egyiitthat6ja 0 lenne,
akkor F' (és igy fy,..., ;) fiiggetlensége miatt a tobbi egytitthato
is az, vagyis trividlis lenne a feliras.

Ebbdl az kovetkezik, hogy g; egyiitthatéja nem lehet 0, tehat g;
felirhato fs, . .., f; linearis kombinaciojaként.

Ha pedig az fy, ..., f; linearis kombinacidival minden G-beli vek-
tort el¢ tudnank allitani, akkor fs, ..., f; is generatorrendszer len-
ne, mert a linearis kombinaciéi linearis kombinécidival elGéllitana
minden olyan elemet, amit a G — tehét mindent.

Ekkor persze fi-et is, de ez mar ellentmondéas, mert akkor F' Ossze-
fiiggd lenne.
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Eszerint van olyan g; vektor, amelyet nem allit el6 az fs, .. ., f;, vektorrendszer.
Igy g;,fa,. .., fi, linearisan fliggetlen.

Ezt a lépést nemcsak fi-re, hanem lépésenként minden vektorra meg tudjuk
csinalni. Az kizart, hogy kétszer ugyanazt a g, vektort behozzuk, mert az azt
jelentené, hogy Osszefliggd lett a vektorrendszer. (Marpedig vektort minden f;
helyére be tudunk illeszteni.)

Végiil olyan vektorrendszer lesz az F' helyén, amelyben csupa G-beli elemek
lesznek. Ez egyszersmind azt is jelenti, hogy F-nek nem lehet tobb eleme, mert
akkor nem minden F-beli elemet tudtunk volna lecserélni.

Azaz k <n. O

Bizonyitas. (Masodik.)

Irjuk fel az F rendszer vektorait a G generatorrendszer linearis kombinéciéja-
ként.

fi =angitang+.. . +aing,
f5 =a0181+age+. . . +02,8,

fi =amgitareget. . a8,

Ez ugyan nem egyenletrendszer (az ismeretlenck nem szamok, hanem vekto-
rok), de van egytitthatomatrixa

11 12 ... O1p
Qg1 (g ... QOap

: (14.1)
a1 ko ... Okn

és most tgyis errdl akarunk kovetkeztetéseket levonni.

Mivel az F rendszer fliggetlen, ezért a felirt egyenletek fiiggetlenek (nincs olyan
sora, amely a t6bbi linearis kombinaciojaként elGéllna), igy az egytlitthatomat-
rix sorai is fiiggetlenek.

Gondoljunk most a (14.1) alatti métrixra gy, mint egy linearis egyenletrend-
szer matrixa. A Gauss-eliminécio6 alapjan tudjuk, hogy csak akkor lehet minden
sora fiiggetlen, ha legfeljebb annyi az egyenlet, mint az ismeretlen, vagyis az
oszlopok szama legfeljebb annyi, mint a sorok szama. Réviden ha k < n, és
éppen ezt akartunk bizonyitani. [J
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14.1.20. Kévetkezmény. FEszerint egy vektortérben (amelyben van véges ele-
md bdzis) barmely két bdzisnak ugyanannyi eleme van.

Bizonyitas. Ha B; és B, a két bazis, akkor mivel minden béazis egyszerre
generatorrendszer és linedrisan fiiggetlen, ezért B; elemszéma nem lehet na-
gyobb Bs-énél, és B, elemszama nem lehet nagyobb Bj-énél. Az elemszamaik
igy egyenlsk. [J

14.1.21. Kovetkezmény. Egy n-dimenzids vektortérben legaldbb n+ 1 vektor
nem lehet linedrisan fiiggetlen, legfeljebb n — 1 elem nem lehet generdtorrend-
szer.

14.1.22. Megjegyzés. Véges dimenzios vektrotér példdul a valds szdmtest fe-
lett a szammal valo szorzds és a komponensenként vett dosszeadds miveletére: a
sik (kétdimenzids), a tér (haromdimenzids), a rendezett szampdrok (kétdimen-
2i0s) [emiatt példaul a komplex szamok is/, a rendezett szamhdrmasok (hdrom-
dimenzids), a rendezett szim-n-esek stb.

Végtelen dimenzios vektorterekkel is taldalkoztunk mdr. Ilyenek példdul a valos
szamsorozatok (sorozatok szamszorosdt, dsszegét értelmeztiik példdul analizis-
ben).

A példdk kézil a 8. (162) is véges dimenzids (a dimenzidszam annyi, ahdny
eleme van a jelsorozatnak), de vehetiink végtelen jelsorozatot (mint egy sorozat),
és akkor mdr az is végtelen dimenzios.

14.1.23. Tétel Két T feletti, ugyanannyi (de véges) dimenzids vektortér izo-
morf.

14.1.24. Megjegyzés. Emlicékeztetink, hogy az izomorfia mivelettarto bijek-
tiv leképezés, vagyis olyan eqy-eqy értelmi megfeleltetés, amelyben a megfeleld
elemeken elvégzett mivelet eredménye ugyanaz, mint az elemeken elvégzett mai-
veletnek megfeleld elem. (1.1 dbra)

Bizonyitas. Vegyiink fel mindkét vektortérben egy-egy bézist (eq,...,e, és
fi,...,f,), és feleltessiik meg azokat egymésnak rogzitett (amugy tetszdle-
ges) sorrendben. Mivel a béziselemszam ugyanannyi, a megfeleltetés egy-
egyértelmd.

A bazis elemeivel minden vektor egyértelmten kifejezhetd:

u=qoe; +...+a,e,,
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a neki megfeleltetett elem (a masik vektortérben az ugyanolyan egyiitthatokkal
képezett)
v=of; +...+a,f,

lesz, és ezzel a miivelettartast is biztositjuk (vektorosszeg képe a vektorok ké-
pének Gsszege, vektor skalarszorosanak képe a kép skalarszorosa).

Vagyis ezzel megadtunk egy miivelettarto bijekciot a két vektortér kozott. [

14.1.25. Definicié. Egy rdgzitett bazisban megadott vektor felirdsaban a bd-
zisvektorok egyiitthatoi a vektor koordinatai.

14.2. A vektortér és a linearis egyenletrendszer
kapcsolata

Ha egy komplex vagy valos egyiitthatos n egyenletbdl allo, n ismeretlenes line-
aris egyenletrendszer
Ax=c

alaki, akkor — mint korabban tobbszor is megfogalmaztuk — azt keressiik, hogy
vannak-e olyan 1, x», ..., x, egyiitthatok, amelyekre az A oszlopvektorainak
ezen egylitthatokkal képezett linearis kombinacioja éppen c.

Ez viszont éppen azt jelenti, hogy azt akarjuk tudni, hogy az A oszlopainak
generalt alterében benne van-e a c vektor.

Tudjuk, hogy ha A oszlopainak vektorrendszere az egész vektorteret generalja
— azaz bézis, akkor létezik egyértelmd megoldéas, mert minden vektort egyér-
telmtden allit els, igy c-t is.

Ha A oszlopainak vektorrendszere nem bazis, akkor is lehet, hogy elallitja a c-
t (ha ¢ benne van az oszlopvektorok &altal generalt altérben), akkor viszont nem
egyértelmii a megoldas, egészen pontosan végtelen sok megoldas van. (Hiszen A
oszlopvektorai elgallitjak a 0 vektort — mégpedig végtelen sokféleképpen, mert
barmelyik elGallitasnak barmelyik szdmszorosa is elGallitas —, és ezt hozzdadva
egy linearis kombinaciohoz egy ujabb felirast kapunk.)

Abban az esetben, amikor A oszlopainak vektorrendszere nem bazis, az is lehet,
hogy a c¢ nincs benne az altaluk generalt altérben, és ekkor nincs megoldéasa a
lineéris egyenletrendszernek.
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Feladatok

1.

Igazolja, hogy ha egy legalabb kételemii linearisan fliggetlen vektorrend-
szerbdl elhagyunk egy elemet, akkor fliggetlen vektorrendszert kapunk.

. Igazolja, hogy ha egy vektortér generatorrendszeréhez hozzavesziink egy

elemet, akkor sszefiiggs rendszert kapunk.

. Igazolja, hogy ha egy véges, de legalabb kétdimenzios vektortérben

(a) egy bazishoz hozzavesziink egy elemet, akkor 6sszefiiggd vektorrend-
szert kapunk.

(b) egy bazisbol elhagyunk egy elemet, fiiggetlen vektorrendszert ka-
punk

Hatérozza meg, hogy az R feletti R* vektortérben adott vektorrendszerek
hény dimenzios alteret generalnak! (Segitség: nyilvan annyit, amennyi
maximalis fliggetlen vektor kivalaszthato koziiliik.)

2 1 —1
1 2 1
1 1 0
[ 2 -1 4 1
1 1 5) 5)
(b> Xlz 3 7X2: _3 7X3: 3 7X4: _3
-1 1 -1 1
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15. Homogén linearis leképezések

Az imént belattuk, hogy két véges, egyenlé dimenzidji, ugyanazon test folotti
vektortér kozott 1étesithetd izomorfizmus.

Altalaban is érdekes kérdés, hogy vektorterek kozott vagy egy vekortéren beliil
milyen mtvelettartd leképezések létezhetnek.

15.1. Homogén linearis leképezés definicioja és
tulajdonsagai

15.1.1. Definici6é. Ha V és W két, T feletti vektortér, akkor a p: V — W
leképezést homogén linedris leképezésnek nevezziik, ha ¢ mivelettarto:

p(v+w) =p(v) + o(w) (15.1)

plav) = ap(v). (15.2)

Példa. 1. Homogén linearis leképezés a sik valos feletti vektorterén az origd
koriili tetszoleges o szogi elforgatas. (A vektortér vonatkozasaban a vektor
fogalmat a geometriai helyvektor értelemben hasznaljuk.)

Két vektor Osszegének « szogi elforgatottja ugyanaz, mint az o szogi elforga-
tottak Osszege;

egy vektor skalarszorosanak elforgatottja ugyanaz, mint az elforgatott ugyan-
olyan skalarszorosa.

2. A sik mint valos feletti kétdimenzids vektortér homogén linearis leképezése
az origon atmend tengelyre (példaul az x tengelyre vonatkozo) tiikrozés is. Ezt
szemlélteti az 15.1. dbra, és ugyanez kiprobalhato a

www.cs.elte.hu/"kfried/algebra2/izompll.html
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animacion is: vektorosszeg x tengelyre vonatkozo6 tiikorképe a tiikorképek
Osszege.

- — — — —

15.1. abra. Osszeg tiikorképe a tiikorképek Gsszege

Két vektor 6sszegének tiikorképe a tiikorképeik Gsszege, illetve vektor skalér-
szorosdnak tiikorképe a tiikorkép ugyanolyan skalarszorosa. Ezt a 15.2. abra
szemlélteti, a

www.cs.elte.hu/"kfried/algebra2/izompl2.html

animéacion pedig nyomon lehet kovetni: vektor skalérszorosanak x tengelyre
vonatkozo tiikorképe a tiikkorkép ugyanolyan skalarszorosa

3. Az x tengelyre valo meréleges vetités is homogén linearis leképezés: vektor-
Osszeg vetlilete a vetiileteik Osszege, vektor skalarszorosanak vetiilete a vetiilet
ugyanolyan skalarszorosa.

4. A nyirés is homogén linearis leképezés. A nyiras soran az (z;y) koordinataju
ponthoz az (x + y;y) koordinataju pontot rendeljiik. Olyan ez, mintha minél
tavolabb keriilve az x tengelytsl (y irdanyban), annal jobban ,eld6lnének” a
vektorok, ahogyan a haj (vagy egymaésra rétegezett papirok) nyirasa soran az
osszefogott szalak egyre tavolabbra tolodnanak el az oll6 nyomésanak hatasara.
(A hozzéarendelést a 15.3 abra szemlélteti, a leképezés hatasat a

www.cs.elte.hu/"kfried/algebra2/nyiras.html
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15.2. abra. Skalarszoros tiikkorképe a tiikorkép ugyanolyan skalérszorosa
animécion probalhatja ki.)

15.1.2. Megjegyzés. A definiciobol kovetkezik, hogy az eqyik vektortér O vek-
toranak a képe a masik vektortér O vektora. (Legyen példdul o = 0 (15.2)-ben.)
Erre a tulajdonsdgra utal a homogén szo.

15.1.3. Definicié. Ha V' és W ugyanaz a vektortér, akkor homogén linedris
transzformdciorol beszéliunk.

A siknak egy egyenesére vonatkozo tiikrozése példaul a sik homogén linearis
transzformécioja.

15.1.4. Tétel (kiterjesztési tétel) Ha V' és W két T feletti vektortér,
e1,...,e, bdzis V-ben, és p: V. — W a bdziselemekhez rendre hozzdrendeli
a W vektortér £y, ... £, elemeit, akkor pontosan egy olyan homogén linedris
leképezés van, amely ugyanezeket az elemeket rendeli az e; bdziselemekhez.

Bizonyitas. Legyen az u € V vektor (egyértelmi) elGallitasa az e; bazisban:

u=uoe +...+a,e,
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P a vektor a vektor képe
3@V o
1 1
1 1
1 1
1 1
4 I 1
2 1 1
1 1
1
1 1
1 1
19 1 1
1 1
1 1
1 1
1 1p
0 J.Px J.Px
T T T T 4 * T
-2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7

15.3. abra. Nyirés

Ekkor u ¢ szerinti képe — ha azt akarjuk, hogy homogén linearis leképezés
legyen — nem lehet méas, mint

Oélfl + ...+ Oénfn

Vagyis ha ez valoban homogén lineéris leképezést hataroz meg, akkor az csak
ez lehet, vagyis egyértelmii.
Be kell még latnunk, hogy ¢ valoban homogén linearis leképezés.
Legyen u és v két V-beli vektor, o € T. Irjuk fel u-t és v-t az e bazisban:
u=aoe; +...+o,e,
V:ﬁle1+...+6nen.
Elgszor igazoljuk, hogy p(u+ v) = p(u) + ¢(v).
eu+v)=plare;+...+aze, + frer + ...+ fpe,) =
= (a1 +B)er +... + (an + Bo)en) =
= (a1 + B)fi + ..+ (an + Bo)f =
:Oélfl—I—...—f-Oénfn—f—Blfl—f—...—l—ﬂnfn:
= @(u) +p(v).

Ezek szerint teljesiil a (15.1) tulajdonsag.
Most pedig igazoljuk, hogy ¢(au) = ap(u). Mivel

a(u) = a(are; + ...+ aye,) = (aag)e; + ... + (aay)e,,
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1gy
ola(u)) = (aa)f) + ... + (aa,)f, = a(aafy + ... 4+ a,f,) = a(p(u)),

tehat valoban fennall a (15.2) tulajdonsag. O

15.1.5. Definicié. Azoknak a V-beli vektoroknak a halmaza, amelyek ¢ sze-
rinti képe a W-beli 0, a ¢ magterének nevezzik. Jelolése: Ker(yp).

Az, hogy ezt magtérnek nevezziik, azt sugallja, hogy ez a V vektortér egy
altere. Azért ezt be kellene bizonyitani:

15.1.6. Allitas Ker(p) a V altere.

Bizonyitas. Elég azt bizonyitanunk, hogy ha p(u) = ¢(v) = 0, akkor p(u +
v) = 0 — ez a (15.1) tulajdonsagbol kozvetleniil kévetkezik —, valamint hogy
¢(au) = 0, ami pedig a (15.2) tulajdonsagbol. O

15.1.7. Definicié. Azokat a W -beli vektorokat, amelyek valamely V -beli vek-
tor ¢ szerinti képeként dllnak eld, a leképezés képterének nevezzik. Jele:

Im(yp).

Most is be kell bizonyitanunk, hogy jogos a ,tér” megnevezés:

15.1.8. Allitas Im(y) altér W -ben.

Bizonyitas. Ha u' és v’ két vektor az Im(p)-ben, akkor vannak olyan u és v
vektorok, amelyek képe éppen az a két vektor. Az Gsszegiik képe (15.1) miatt
pedig éppen a képeik Osszege, igy az is eleme Im(y)-nek.

Ha pedig u képe u’, akkor az au’-t az au képeként kaphatjuk meg a (15.2)
tulajdonsag miatt. [J

15.1.9. Tétel Ha p: V — W homogén linedris leképezés, akkor a magtere és
képtere dimenzidojanak dsszege a V' dimenzidjdaval eqyenld.

Bizonyitas. Készitsiink el6szor egy bazist Ker(y)-ben. Egészitsiik ki V-beli
béazissa.
Amit kapunk, egy V-beli bazis, amelynek a kezdGelemei (példaul az els6 k)
Ker(y)-bél vannak:

€e1,...,€L,€r1,...,€y
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Legyen az ej1,...,e, vektorok képe W-ben f;,... f, ;.

Belatjuk, hogy a béazis tovabbi (k-nal nagyobb indexti) elemeinek képe bazist
alkot az Im(p)-ben.

1. A képek linearisan fiiggetlenek: Tegyiik fel ugyanis, hogy a képek egy nem
trivialis linearis kombinacioja elGallitja a W-beli O-t.
arp(eri1) + ... +arp(e,) =0
Ekkor
cp(oqekH + ...+ ozlen) = O,

tehat anegr1 + ... + aje, benne van a Ker(y)-ben, igy elallna a bazis els6 k
elemének linearis kombinécidjaként. A kettd kiilonbsége 0 lenne — nem triviélis
modon el6 tudnénk allitani a V'-beli nulla vektort a baziselemekkel. Ez azonban
lehetetlen.

2. Minden Im(p)-beli elem el6all ey 41, ..., e, képei linearis kombinéciojaként.
Legyen ugyanis w' € Im(y), ekkor — mivel w’ valamely elem képeként elsall,
példaul w € V' képeként —, irjuk fel az e bazisban ezt a w-t:

M€+ ...+ Y€k T Vk1€k41 T ...+ Yn€p

Ennek ¢ szerinti képe — mivel az els§ k elem képe 0, éppen

Vit1P(€rt1) + - -+ Tnip(en).

Eszerint w’ valoban el6all a (k+1)-t6] n-ig terjeds indexii elemek képei linearis
kombinaci6jaként.
Vagyis tényleg igaz, hogy dim(Ker(p)) + dim(Im(y)) = dim(V).

Azt is belattuk, hogy az e;1,...,e, vektorok altal generalt altér ugyanannyi
(véges) dimenzios, mint Im(y), vagyis a két altér izomorf. [

15.2. A homogén linearis leképezés és a matrixok
kapcsolata

Lattuk, hogy ha ismerjiik egy V' — W homogén linearis leképezés egy béazis
vektoraihoz rendelt értékeit, akkor minden V-beli vektor képét meg tudjuk
hatarozni.
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Rendelje hozza ¢ a bazisvektorokhoz rendre a kovetkezs W-beli, f bazisban
felirt vektorokat:

(0551 Q21 Qn1
12 (6D)) 0 7%%)
507 Qo Ak

Hamost v = f1e1+. ..+ e, akkor o(v) = Bro(er)+. . .+Bup(e,). Ez viszont
nem mas, mint a fenti oszlopvektorok ; egyiitthatokkal vett linearis kombina-
civja. Eszerint ha az oszlopvektorokat egy matix oszlopainak tekintjiik, akkor
©(v) a v komponenseibdl allo oszlopvektorral vett szorzazta.

Ez pedig azt jelenti, hogy ha a béazisvektorok képét mint oszlopvektorokat egy
métrixba frjuk, akkor tetszéleges vektor képét megkaphatjuk, ha megszorozzuk
ezt a matrixot a vektorral.

15.2.1. Definicié. Ha ¢: V — W homogén linedris leképezés, ey, . .., e, bizis
V-ben, akkor az e; vektorokbol dllo mdtrizot a ¢ leképezés £ bdzisban felirt
mdarizanak nevezzik.

15.2.2. Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy a felirds fiigg a bazisoktol.

Az imént megfogalmazottakat foglalja Gssze a kovetkezd tétel:

15.2.3. Tétel Ha p: V — W homogén linedris leképezés, ey, ..., e, bizis V-
ben, akkor tetszdleges V -beli vektor képet megkaphatjuk, ha a leképezés mdtri-
zdval balrol megszorozzuk a vektor mdtrizat. (Minden mdtrizfelirds ugyanabban
a V-beli bazisban értendd.)

A dolog megforditva is miikddik, vagyis ha van egy matrix, akkor gondolhatunk
r4 ugy, mint egy homogén linearis leképezés matrixa. Tudjuk ugyan, hogy ez
csak a bazisvektorokon felvett értékeket tartalmazza, de — mint lattuk — ez
egyértelmien meghatarozza a leképezést.

Most felmeriil a kérdés hogy ha a leképezések kapcsolatba hozhatok a maétri-
xokkal, kapcsolatba hozhatok a vektorterekkel, és a matrixokat és a vektorokat
méar egyszer kapcsolatba hoztuk a linaris egyenletrendszerekkel, akkor hogyan
kothetSk a homogén linearis leképezések a linearis egyenletrendszerekhez.
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15.3. A homogén linearis leképezések kapcsolata
a linearis egyenletrendszerekkel

A kapcsolatot megtalalhatjuk a kozos felirdsban, a méatrix alakban. A linearis
egyenletrendszer Ax = c alakjabol arra kovetkeztetiink, hogy keressiik, hogy
az a homogén linearis leképezés, amelynek a métrixa A, melyik vektort viszi
c-be. Meg kellene keresniink tehat a leképezés inverzleképezését.

Ahogy korédbban is tettiik, megelégsziink egy kicsit kevesebbel.

Tételezziik fel, hogy W azonos V-vel, vagyis ¢ transzforméaci6. Ezzel garantal-
juk, hogy a leképezés matrixa négyzetes lesz.

Fogalmazzuk meg, hogy ekkor mi szerepel az e-f bazisparban.

A leképezés soran az egyik bazis elemeit atvissziik egy masik bazis elemeibe.
Ha ez a leképezés egy-egy értelmi, vagyis létezik inverzleképezése, akkor az
torténik, hogy a vektortér vektorait az egyik bazis helyett egy méasik bazisban
irjuk fel. Ez a leképezés tigynevezett bdzisdttérés vagy bdzistranszformdcio.

Ennek a problémanak a megoldasa is végs6 soron egy lineéris egyenletrendszer
megoldasahoz vezet (invertaljuk a méatrixot), ennek az eljarasnak a neve elemi
bézistranszformaci6. Jogosan hasznaltuk tehat az egyenletrendszer megolda-
sakor az elemi bazistranszformdcio elnevezést.

Ezt az eljarast itt most nem részletezziik.

15.4. Néhany konkrét transzformacié matrixa

A sikban és a térben felvett szokasos Descartes koordinata-rendszer = pozitiv
féltengelye irdnydba mutatd egységvektort jelolje i, az y tengelyen hasonldéan
felvett vektort j, a z tengelyen pedig k.

i, és j az x-y sik, a harom vektor egyiitt a tér béazisat alkotja. Ezt a bazist
nevezziik sztenderd (szokéasos) bazisnak.

Példa. Vizsgaljuk meg a sik x tengelyre vonatkozo6 tiikrozésének matrixat a
sztenderd bazisban.

Az i vektor képe az i marad, a j képe a —j. Eszerint a leképezés méatrixa:
1 0
0 —1
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Ellendérizziik, hogy tetszéleges [ﬂ vektornak mi lesz a képe:

L 0 jz| _|=
0 —1] ly] [-v]’
ami valoban a vektor z tengelyre vonatkozé tiikorképe.

Példa. Milyen siktranszformacio rendel az i vektorhoz j-t, és a j-hez i-t? Irjuk
fel a méatrixat!

Mivel az i és a j helyet cserél, lehet, hogy ez egy olyan tengelyre vonatkozo
tiikrozés, amely a két vektor altal bezart szoget felezi (vagyis az © = y egyenes).

. 0 1
A matrixa [1 0].

Vizsgaljuk meg, hogy akkor mi lesz a tetszsleges (z;y) vektor képe.

RS

azaz ez a transzformaci6é valoban felcseréli a koordinatakat, tehat az © = y
tengelyre vonatkozo tiikrozés.

Példa. Allapitsuk meg, hogy a

11
00
matrix-szal adott leképezés milyen sikbeli transzfoméciohoz tartozik.

Mivel a tetszéleges (x,y) koordinataju ponthoz a

11 x| _ |ty
0 0f [yl | O
algebrai vektort rendeli, azaz beleképezi a vektorokat az x tengelybe, mégpedig

a nullatol olyan tavolsagra, amennyi a koordinétai osszege.

Ilyen leképezést ,név szerint” nem ismeriink, de mégis van, hiszen most adtuk
meg.

Egyébként pedig egy nyiras és egy x tengelyre vonatkozd merGleges vetités
egymas utanja.
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A nyiras matrixa {(1) ﬂ , az x tenglyre vetitésé [é 8] . A két matrix forditott

. 11 .
irdnyban vett szorzata éppen az altalunk felirt matrix.

00
Nem nehéz belatni, hogy ez nem is véletlen.

Ha a matrixokat M-mel, illetve M, Ms-vel jeloljiik, akkor — mivel a vektor
képe egy matrixszorzéassal kaphato — M = MyM,, és igy Mv = (MyM;)v =
MQ(M1V).

15.5. Homogén linearis leképezések szorzata, ska-
larszorosa, Osszege

15.5.1. Kovetkezmény. Két leképezés szorzatanak mdtriza a leképezések
mdtrizanak szorzata. (Mégpedig gy, hogy az elébb elvégzendd leképezés mdtrixa
szerepel jobb oldalon.)

A fenti Osszefiiggés alapjan definalhatjuk két leképezés szorzatét.

Definici6é. Homogén lineéris leképezéseknek definialhato az 6sszege, skalérral
vett szorzata: (p + )V = (v) + B(v), (Ap)(v) = p(AV) = A(p()).

A T f6lotti V' vektorteret dnmagaba vivé homogén lineéris leképezései gytirtit
alkotnak.

Feladatok

1. Adja meg a sztenderd bazisban a sik kovetkezs leképezéseinek matrixat!

2. Adja meg a sztenderd bazisban a tér kovetkezs leképezéseinek métrixat!

(a) Az z-y sikra vonatkozé tiikrozés.
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s s

sztenderd bazisaban felirt a matrixat! Hatarozza meg, hogy mi a leképe-
zés szerinti képe egy tetszileges [ﬂ vektornak.

IR0 A A S B P

sztenderd bazisaban felirt a matrixat! Hatarozza meg, hogy mi a leképe-

x
zés szerinti képe egy tetszGleges |y | vektornak.
z
100 200 -1 0 0 0 1 0
010 0 20 0 00 0 —1 0
001 00 2 0 00 0 0 1
010 1 00 010
001 0 00 010
1 00 000 010

. Irja fel a sik origo koriili 90°-kal torténd elforgatasanak matrixat, emelje
négyzetre. Melyik sikbeli transzforméacié méatrixat kapta?

. Irja fel a siknak az © = y egyenesre mint tengelyre torténd tiikrozés,
valamint az y tengelyre vonatkozo tiikr6zés matrixat. Szorozza Ossze a
két matrixot mindkét iranybol. Melyik sikbeli transzforméacié matrixat
kapta a két esetben?

. Jelolje A a sik az y tengelyre vonatkozd merdleges vetitésének matrixat,
B pedig az orig6 koriili 90°-kal torténd elforgatasanak méatrixat Szorozza
A-t balrol B-vel, majd a kapott szorzatot ismét balrol A-val. (ABA)

Melyik sikbeli transzformacié matrixat kapta?

Mi torténik, ha BAB sorrendben végzi el a szorzast?
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8. Hatarozza meg az el6z6 feladatokban szerepld Gsszes homogén linearis
leképezés magterét, képterét, valamint ezek dimenziojat.
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16. A konyvhoz kapcsol6doé
programok

1. www.cs.elte.hu/ kfried/algebra2/MultiplyScalar. jar
Matrix skalarral valo szorzasa (3 x 3-as méatrix)

2. www.cs.elte.hu/"kfried/algebra2/MatrixAddition. jar
Matrixosszeadas (3 x 3-as matrixok)

3. www.cs.elte.hu/"kfried/algebra2/MatrixMultiplication
Matrixszorzas (3 x 3-as matrixok)

4. www.cs.elte.hu/"kfried/algebra2/MatrixBiMul. jar
Matrixszorzas (kiillonb6z6 méretii matrixok: 3 x 2-es és 2 x 3-as)

5. www.cs.elte.hu/"kfried/algebra2/MatrixTranspose. jar
Matrixtranszponalas (3 x 3-as matrix)

6. www.cs.elte.hu/"kfried/algebra2/MatrixDeterminant. jar
Matrix determinansa (3 x 3-as matrix)

7. www.cs.elte.hu/"kfried/algebra2/MatrixInvert. jar
Matrix-inverz (3 x 3-as matrix)

8. www.cs.elte.hu/"kfried/algebra2/Equations. jar
Egyenletrendszer-megoldés (3 x 3-as matrixi)
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17. A konyvhoz tartozo6
tesztkérdések

1. Hany nem komplex szam szerepel az alabbiak kozott? 1+4,¢, 1,0, —1+22

2. Mit nem értelmeztiink a komplex szamok korében?

a) Az Osszeadast.

(a)
(b)
()

)

(d) A rendezést.

A szorzést.

A négyzetgyokvonast.

3. Milyen feltétellel lehet egy nem valés komplex szam és egy valos szam
Osszege valos?

4. Milyen feltétellel lehet egy nem valds komplex szam és egy valos szam
szorzata valos?

(a) Ha az egyik az 1.
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(b) Csak ha az egyik a masik ellentettje.
(c) Ha az egyik a masik reciproka.
(d) Ha az egyik a 0.

5. Lehet-e két komplex szdm Osszege valos?

6. Lehet-e két komplex szam szorzata valos?

a) Nem, mert komplex szamok szorzata komplex.

b)

(c) Csak ha az egyik a masik ellentettje.
)

(
(

Csak ha az egyik az 1.

(d) Nagyon sok esetben lehet.

7. Az alabbiak koziil melyik 1 4 i négyzete?

8. Van-e olyan komplex szam, amely 6nmagaval vett szorzata (azaz a négy-
zete) —57
(a) Nem, mert negativ szam nem lehet semminek sem a négyzete.

(b) Igen, mert minden valos szamnak van valos négyzetgyoke, és akkor
az komplex.

(c) Igen, mert minden komplex szam valamely komplex szamnak és an-
nak ellentettjének is a négyzete.

(d) Nem, mert nincs olyan a és b, amelyre (a + b - 4)? egyenl lenne
(—5)-tel.

9. Egy komplex szam négyzetgycke 1 — 2i. Melyik a masik négyzetgyoke?
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11. Melyik nagyobb i vagy —2i?

(a) —2i

(b) i

(c) egyenlsk
)

~

(d) nem 6sszehasonlithatok

12. Allitsa abszolut értékeik szerint csokkenvs sorrendbe a négy szemléltetett
(A, B, C, D) komplex szamot!

2 2]

(a) A>B>C=D
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13.

14.

15.

16.

17.

(b) D>A>B>C
(¢c) D>B>A>C
(d D>B>C>A

Allitsa az el6z6 szamok legkisebb nemnegativ argumentumait névekve
sorrendbe! Hogyan kovetkeznek egymas utan?

Milyen geometriai alakzatot hataroznak meg azok a komplex szémok,
amelyek abszolut értéke legfeljebb 27

a) zart félegyenes

(a)

(b) egyenes
(c) zart félsik
)

(d) zart korlap

Milyen geometriai alakzatot hataroznak meg azok a komplex szamok,
Fis
amelyek arkusza §?

a) zart félegyenes
b

)

)
(c) zart felsik
(d) zart korlap

(
(

egyenes

Milyen geometriai alakzatot hataroznak meg azok a komplex szémok,
amelyek abszolut értéke 77

Melyik komplex szam trigonometrikus alakja a 2 - (Sing — 1.CO8 g)‘?
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1
18. Az alabbiak koziil melyik komplex szam algebrai alakja E(l —14)?

T ..
(a) cosz—i—zsmz
(b) sin%—l—icos%
(c) cos%—isin%
(d) sing—icos%

19. Mennyi

20. Az alabbiak koziil melyik polinomnak van pontosan egy gyotke a komplex
szdmhalmazon?

a

(a)
(b)
)
)

8

8

(c
(d

8

-2

42
-2
23 —1
21. Melyik polinom osztéja az alabbiak koziil az 2% + 2z + 2 polinomnak?

(a) Nincs osztoja.
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22.

23.

24.

25.

26.

(b) = —i
(c) z—1+41i
(d) z+1—1

Hényadfokt nem lehet egy hatodfoku és egy negyedfoku polinom legna-
gyobb kozos osztoja?

(a) otodfoka
(b)

(c¢) harmadfoku
(d) elssfoka

negyedfokii

A —2, —1, 0 és 1 konstansok koziil melyiket frhatjuk az 2> + = + a po-
linomban a helyére tugy, hogy az egészek felett felbonthatd polinomot
kapjunk?

Hanyadfoktu nem lehet két mésodfoki polinom Gsszege?

(a) 2-nél magasabb foka
(b) Masodfoka

(c) Elssfoku

(d) Nulladfoka

Héanyadfoku lehet két els6fokd polinom szorzata?

(a) 2-nél magasabb foka
(b) Masodfoka

(c) Elssfoku

(d) Nulladfok

Mennyi a harmadfokt tag egyiitthatéja az o + 2> + x4+ 1 és az 5z + 1
polinomok szorzatpolinomjaban?
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27.

28.

29.

30.

(a) 5
(b) 3
(c) 6
(d) 0

Mennyi a tagok maximélis szdma, ha Osszeszorzunk egy harmadfoku és
egy negyedfoki polinomot?

(a) 13
(b) 12
(c) 7
(d) 8

Az aladbbiak koziil melyik sziikséges feltétele annak, hogy két polinom
szorzata 0 legyen?

a) Mindkettd a nulla polinom legyen.

(
(

)

b) Azonos legyen a fokszamuk.

(¢) Az egyik a nulla polinom legyen.
)

(d) Az egyik osztoja legyen a méasiknak.

Az alabbiak koziil melyikrsl tudhatd, hogy nem oszthatdja 20-adfoku
polinomnak?

Az alabbiak koziil melyik polinom racionéalisok feletti irreducibilitasa al-
lapithat6 meg a Schénemann-Eisenstein kritérium alapjan?

(a) 2% +22% +4
(b) 22° + 22* + 4
(c) 42° + 22° + 2
(d) 2" +22%+2
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31. Az alabbiak koziil melyik racionalis szam johet szoba az 4a* — 323 —22%+1
polinom gyokeként?

(a) 4
(b) —2
(c) 2
1
d) —=
(@) —
: . L. 2.4 1, 1 .
32. Mi lesz a tortszorzoja a —z° + T 5T + R polinomnak megfeleltetett
primitiv polinomnak?
1
(a) 120
1
b) —
(b) =5
3
(c) 20
1
d) —
(d) 55
53 12 4 ) .. L L
33. Ha a Ex + 1—0516 — gx + = polinomot felirjuk egy racionalis szam és

egy primitiv polinom szorzataként, akkor az alabbiak koziil melyik lesz a
primitiv polinomban a legmagasabb foku tag?

24 12 4
34. Ha a 3:153 + 1—0962 — ng + — polinomot felirjuk egy racionalis szam és
egy primitiv polinom szorzataként, akkor az alabbiak koziil melyik lesz a

primitiv polinomban az els6foku tag?

(a) 20z
(b) 40z
(c) 8z
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35.

36.

37.

38.

39.

(d) az elézsek egyike sem.

3r + 6y = 2 L
Az v - 2= 5} egyenletrendszer megoldésszama
(a) 0
(b) 1

)
)
(c) végtelen sok.
(d) nem hatarozhato meg.

Egy n egyenletbdl allo, n ismeretlenes lineéris egyenletrendszernek

a) mindig van egy egyértelmiien meghatarozott megoldasa.

(
(

)
b) mindig n megoldasa van.
(c) legfeljebb n megoldésa van.
)

(d) 0, 1 vagy végtelen sok megoldasa lehet.

Ha A és B két 2 x 2-es matrix, akkor az A+ B és a B+ A 6sszegmatrixok

a) soha nem egyenldk.
b

(a)

(b)

(c) lehetnek egyenldk.
)

mindig egyenldk.
(d) kiilonb6z6 méreti méatrixok.
Ha A és B két 2 x 2-es matrix, akkor az AB és a BA szorzatméatrixok. . .

a) soha nem egyenlGk.

(
(

)
b) mindig egyenldk.
(c) lehetnek egyenldk.
)

d

kiillonbo6z6 méretd matrixok.

Csak akkor lehet az A és a B matrixokat Osszeadni és Osszeszorozni is,
ha
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40.

41.

42.

43.

44.

Ha A és B olyan matrixok, hogy létezik az AB szorzatmatrix, akkor
(AB)".

(a) e
(b)
()

)

(d) nem feltétlentl létezik.

gyvenls AT . BT-tal.
egyenls (BA)T-tal.
egyenls BT - AT-tal.

Egy 4 x 4-es matrix determinansanak kiszamitasahoz kiszamitandé szor-
zatok szdma

W

(a)

(b) 16
(c) 24
(d) 256

—_

A 4 x 4-es méatrix determinansanak kiszamitasakor az alabbi szorzatok
kozil melyik kap negativ elGjelet?

(a
(b
(c

(d a14G230A32041

110422033044
12021034043
11022034043

)
)
)
)

Ha egy 3 x 3-as matrixot megszorzok k-val, akkor a kapott métrix deter-
minansa

a) az eredeti matrix determinansanak k>-szorose lesz.

(
(

b) az eredeti matrix determinénsanak 3k-szorosa lesz.
(c) az eredeti matrix determinansanak k!-szorosa lesz.

(d) az eredeti matrix determinansénak k-szorosa lesz.
Melyik allitdas nem igaz az alabbiak koziil?

(a) Barmely két 2-dimenzios vektortér izomorf.
(b) Ha két vektortér izomorf, akkor egyenld a dimenziojuk.

c¢) Ha egy vektortérben van kételemi béazis, akkor az a vektortér két-
gy
dimenzios.
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(d) Ha egy valos feletti vektortérnek van kételemii béazisa, akkor az a
vektortér izomorf a szokéasos (euklideszi) sikkal.

45. Melyik allitas nem igaz az aldbbiak koziil?
(a) Ha egy vektorrendszer osszefiiggd, akkor lehet, hogy eleme a null-

vektor.

(b) Ha egy vektorrendszernek eleme a nullvektor, akkor az Gsszefiiggd
vektorrendszer.

(c) Egy bazisnak nem lehet eleme a nullvektor.

(d) Egy generatorrendszernek nem lehet eleme a nullvektor.
46. Melyik nem igaz az Ax = b egyenletrendszerre?
(a) Ha A oszlopai altal generalt altérnek eleme a b, akkor az egyenlet-

rendszer megoldhato.

(b) Ha A nem invertalhato, akkor az egyenletrendszernek nincs megol-
dasa.

(c) Ha A regularis, akkor egyetlen megoldasa van.

(d) Gauss-eliminacioval meghatarozhato a megoldésai szama.

™
47. A sik O koriili —5 szogt elforgatdsanak matrixa a szokasos i, j bazisban

0 1
@ 7 o

[0 1

0 —1
@ ]

[0 -1

48. A tér x tengely koriili 7 szogi elforgatasanak matrixa a szokasos i, j, k

bézisban

-1 0 O
(@) {0 1 0

0 0 -1
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[—1 0 0
M) |0 -1 0
0 0 -1
[—1 0 0]
()]0 =10
(0 0 1
(1 0 0
(d) [0 =1 0
0 0 —1]

49. Az E (1)] matrix melyik sikbeli transzformacié matrixdnak felirdsa a

szokasos i, j bazisban?

y tengely irdnyu nyirés.
x tengelyre vonatkozo tiikrozés.

y tengelyre vonatkozo tiikrozés.

-2 0 0
50. A | 0 —2 0 | matrix melyik térbeli transzformacié matrixanak fel-
0o 0 -2
irdsa a szokasos i, j, k bazisban?

a) = tengely irdanya (—2)-szeres nagyitas.

(a) (—

(b) y tengely irdanyt (—2)-szeres nagyités.
) (—2)-szeres nagyitas.
)

(c

(d) O kézépponti (—2)-szeres nagyitas.

z tengely iranyu
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A tesztkérdések megoldasa

—_ — —

~—
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